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çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Õàðàêòåðèñòèêà äðóãèõ ìåòîäîâ
îïòèìèçàöèè.

Íåëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ
ýêñòðåìóìà ôóíêöèè. Öåëî÷èñëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Îïòèìèçàöèÿ íà
ãðàôàõ.



5
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

__________________________________________________________________________________________________
Ïðèìå÷àíèå. Òåìàòè÷åñêèé îáçîð ñîñòàâëåí íà îñíîâå äàííûõ ðàáîò.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

Áàçîâàÿ

1. Áàíäè Á. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè. Ââîäíûé êóðñ. Ì.: Ðàäèî è ñâÿçü, 1988.

Äîïîëíèòåëüíàÿ

2. Áîãëàåâ Þ. Ï. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è ïðîãðàììèðîâàíèå. Ì.:
Âûñøàÿ øêîëà, 1990.

3. Äàíöèã Äæ. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, åãî ïðèìåíåíèå è
îáîáùåíèå. Ì.: Ïðîãðåññ, 1966.

4. Íèêàéäî Õ. Âûïóêëûå ñòðóêòóðû è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêîíîìèêà. Ì.: Ìèð,
1972.

5. Ñóõàðåâ À.Ã, Òèìîõîâ À.Â., Ôåäîðîâ Â.Â. Êóðñ ìåòîäîâ îïòèìèçàöè.
Ì.: Íàóêà, 1986.



6
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

ÏÅÐÅ×ÅÍÜ ÓÌÅÍÈÉ

¹
ï/ï

Óìåíèå Àëãîðèòìû

1. Íàõîæ-
äåíèå
óñëîâíûõ
ýêñòðå-
ìóìîâ
ìåòîäîì
Ëàãðàí-
æà.

1. Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà.
2. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ

L(x1, x2, λ).
3. Ñîñòàâèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòà-

öèîíàðíûõ òî÷åê L(x1, x2, λ).
4. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé.
5. Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèè.

2. Ðåøåíèå
çàäà÷è
ëèíåéíî-
ãî ïðî-
ãðàììè-
ðîâàíèÿ ñ
ïîìîùüþ
ñèìïëåêñ-
ìåòîäà

1. Ââåñòè âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå.
2. Ïðåîáðàçîâàòü çàäà÷ó ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå.
3. Ïîëó÷èòü êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó çàäà÷è, ïðèíèìàÿ    â

êà÷åñòâå áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ x1, x2.
4. Ïðîâåñòè àíàëèç ïîâåäåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â çàâè-

ñèìîñòè îò èçìåíåíèé x4.
5. Îïðåäåëèòü, êàêóþ áàçèñíóþ ïåðåìåííóþ íåîáõîäè-

ìî çàìåíèòü.
6. Íàéòè çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â íîâîé êàíîíè÷å-

ñêîé ôîðìå ïîñëå çàìåíû áàçèñà.
7. Ïîëó÷èòü íîâóþ êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó ïîñëå çàìåíû

áàçèñà íà x1 è x4.
8. Ïðîâåñòè àíàëèç ïîâåäåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â çàâè-

ñèìîñòè îò èçìåíåíèé ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ x3 è x2.
9. Íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

3. Èññëåäî-
âàíèå
ôóíêöèé
íà áåçóñ-
ëîâíûé
ýêñòðå-
ìóì

1. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà.
2. Ïîñòðîèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé.
3. Íàéòè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè.
4. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà.
5. Íàéòè çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïî-

ðÿäêà â ïåðâîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå (x1 = 0,  x2 = 0).
6. Îïðåäåëèòü íàëè÷èå ýêñòðåìóìà â òî÷êå (x1 = 0,  x2 = 0).
7. Íàéòè çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïî-

ðÿäêà âî âòîðîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå (x1 = 1,  x2 = 1)
8. Îïðåäåëèòü íàëè÷èå ýêñòðåìóìà â òî÷êå (x1 = 1,  x2 = 1).
9. Íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè â òî÷êå (x1 = 1,  x2 = 1).
10. Íàéòè çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïî-

ðÿäêà âî âòîðîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå (x1 = -1,  x2 = -1).
11. Îïðåäåëèòü íàëè÷èå ýêñòðåìóìà â òî÷êå (x1 = -1, x2 = -1).
12. Íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè â òî÷êå (x1 =-1,  x2 = -1).
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ÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÎÁÇÎÐ*

1. ÏÐßÌÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÎÒÛÑÊÀÍÈß ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÀ

1.1. Îäíîìåðíûé ïîèñê ýêñòðåìóìà

Â þíèòå 1 â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàëèñü ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà
ôóíêöèîíàëà.  Â ðàçäåëå äèñêðåòíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ïðîâîäèëñÿ ïîèñê
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è ðàññìàòðèâàëèñü ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè. Ïðÿìûå ìåòîäû ïðèìåíÿëèñü íà êàæäîì ýòàïå îòûñêàíèÿ îïòèìàëü-
íûõ çíà÷åíèé è, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ
Áåëëìàíà. Äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû ïðÿìûå ìåòîäû îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà
ôóíêöèé, ò.å. ìåòîäû, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.

Ðàññìîòðåííûå ðàíåå ìåòîäû ðåøàëè çàäà÷ó â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäå-
ëåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì èëè ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì, êîòîðîìó
óäîâëåòâîðÿëî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, ò.å. èìåëè àíàëèòè÷åñêèé õàðàêòåð. Â
ïðÿìûõ ìåòîäàõ, êàê ïðàâèëî, îòñóòñòâóþò òàêèå àíàëèòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ.
Ïðÿìûå âàðèàöèîííûå ìåòîäû, òàê æå êàê è ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ
äèñêðåòíûõ ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà,
ïî ñóùåñòâó áëèçêè ê ïðÿìûì ìåòîäàì îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà è îòëè÷àþòñÿ îò
íèõ òîëüêî ñâîåé îðèåíòàöèåé íà îïðåäåëåííûå àíàëèòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

Îñîáåííîñòüþ ïîñòàíîâêè çàäà÷, ðåøàåìûõ ïðÿìûìè ìåòîäàìè,  ÿâëÿåòñÿ
îòñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé íà èçìåíåíèå ïåðåìåííûõ, õàðàêòåðíûõ äëÿ ëèíåéíîãî
è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (çà èñêëþ÷åíèåì  ïðîñòåéøèõ îãðàíè÷åíèé
âèäà aj ≤  xj  ≤ bj).

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ìåòîäàì, îáðàòèì âíèìàíèå íà áëèçîñòü çàäà÷
îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà è íóëÿ ôóíêöèè. Äîïóñòèì, èìååòñÿ m ñîâìåñòíûõ
óðàâíåíèé:

ϕi (x1, x2, ..., xn) = 0,       i = 1,2, ..., m;

òðåáóåòñÿ íàéòè xj (j = 1,2, ..., n), óäîâëåòâîðÿþùèå èì. Çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè
ê íàõîæäåíèþ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè Ô, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñóììó êâàäðàòîâ
ôóíêöèé ϕi, òî åñòü

m

Ô = ∑ (ϕi (x))2.
i=1

È íàîáîðîò, åñëè òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü  ýêñòðåìóì äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèè Ô(x1,x2,...,xn), ýòó çàäà÷ó â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæíî ñâåñòè ê
îïðåäåëåíèþ êîðíåé óðàâíåíèé

∂Ô/∂xj = 0,        j = 1,2, ..., n.

Ïîèñê ýêñòðåìóìà ìîæåò áûòü äåòåðìèíèðîâàííûì (ïðè îòñóòñòâèè
øóìîâ) è ñòîõàñòè÷åñêèì (ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíîé îøèáêè çàìåðîâ çíà÷åíèé
ôóíêöèè). Ðàçëè÷àþò ïàññèâíûé èëè ïàðàëëåëüíûé ïîèñê, êîãäà ñòðàòåãèÿ
èçâåñòíà äî ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà, è àêòèâíûé èëè
ïîñëåäîâàòåëüíûé ïîèñê, êîãäà áóäóùèå ñòðàòåãèè óòî÷íÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè
îò ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ýêñïåðèìåíòîâ.____________________________________________________________________________________________________

* Æèðíûì øðèôòîì âûäåëåíû íîâûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî óñâîèòü. Çíàíèå ýòèõ ïîíÿòèé
áóäåò ïðîâåðÿòüñÿ ïðè òåñòèðîâàíèè.
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Âíà÷àëå îãðàíè÷èìñÿ îäíîìåðíûì äåòåðìèíèðîâàííûì ñëó÷àåì,
êîãäà íà çàäàííîì èíòåðâàëå èëè ìíîæåñòâå èìååòñÿ îäíî ýêñòðåìàëüíîå
çíà÷åíèå.

Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé f(õ) íà èíòåðâàëå [0, 1]
ñòðîãî óíèìîäàëüíîé (ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñòðîãî âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò íà
çàäàííîì èíòåðâàëå), åñëè ñóùåñòâóåò õ° � òî÷êà ìèíèìóìà èç èíòåðâàëà [0,
1], ò.å. 0 ≤ õ° ≤1 è

f(õ°) = min f(õ)
0 ≤ õ ≤ 1

è äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê õ1, õ2
 ∈[0, 1] èìååò ìåñòî, ÷òî èç õ1 <  õ2  ≤  õ° ñëåäóåò

f(õ1) > f(õ2).

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ [0, 1]
îäíîâðåìåííî è óíèìîäàëüíà. Îäíàêî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü è

Ðèñ. 1.1. Âûïóêëàÿ (à) è íåâûïóêëàÿ (á) óíèìîäàëüíûå ôóíêöèè

à)

á)

à)
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íåñïðàâåäëèâî. Åñëè äîïóñòèòü ðàçðûâû íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) è åå
ïðîèçâîäíîé, òî ìîãóò âñòðåòèòüñÿ óíèìîäàëüíûå íà èíòåðâàëå [0, 1] ôóíêöèè,
íå îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè (ðèñ. 1.1).  Óíèìîäàëüíîñòü îáåñïå÷è-
âàåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî î÷åíü âàæíîãî óñëîâèÿ: åñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
y = f(x)

y1 = f(x1),      y2 = f(x2)

âçÿòû ïî îäíó ñòîðîíó îò ìàêñèìóìà, òî áîëüøåìó çíà÷åíèþ ó ñîîòâåòñòâóåò
áîëåå áëèçêîå ê îïòèìóìó çíà÷åíèå õ. Ýòà çàâèñèìîñòü, ïîçâîëÿþùàÿ ñôîð-
ìóëèðîâàòü êðèòåðèé ýôôåêòèâíîñòè ïðÿìûõ ìåòîäîâ ïîèñêà ýêñòðåìóìà,
ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.2, èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ óíèìîäàëüíîñòè
ïîñëå äâóõ ýêñïåðèìåíòîâ èñêëþ÷àþòñÿ îòðåçêè: [õ2, 1] (ðèñ. 1.2, a), [0, õ1]
(ðèñ. 1.2, á), [0, õ1] è [õ2, 1] (ðèñ. 1.2, â).

à) á)

â)

Ðèñ. 1.2. Âàðèàíòû óìåíüøåíèÿ èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè
ïðè äâóõ ýêñïåðèìåíòàõ
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Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ ñ òðåìÿ ýêñïåðèìåíòàìè (ðèñ. 1.3). Çíà÷åíèÿ õ â
êàæäîì ýêñïåðèìåíòå îòñòîÿò îò ëåâîãî êîíöà èñõîäíîãî èíòåðâàëà
íåîïðåäåëåííîñòè [0,1] ñîîòâåòñòâåííî íà âåëè÷èíû õ1 = 0,2; õ2 = 0,6; õ3 = 0,9.
Êàæäàÿ èç òðåõ ïîçèöèé ðèñóíêà ñîäåðæèò òðè âîçìîæíûõ ðåçóëüòàòà
ýêñïåðèìåíòîâ. Â êàæäîì èç òðåõ ñëó÷àåâ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî â ïåðâîì (ðèñ. 1.3, à), âòîðîì (ðèñ. 1.3, á) è òðåòüåì

Ðèñ. 1.3. Îïðåäåëåíèå ìåðû ýôôåêòèâíîñòè ïîèñêà ïðè òðåõ ýêñïåðèìåíòàõ

à) á)

â)



11
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

(ðèñ. 1.3, â) ýêñïåðèìåíòàõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ê íîìåð ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîì
ïîëó÷åí íàèëó÷øèé â ñìûñëå ìàêñèìóìà ðåçóëüòàò:

yK = max {yk};
1 ≤ k ≤ N

y(xK) = yK;           k = 1,2, ..., N,

ãäå N � ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ. Äëÿ êàæäîãî èç òðåõ ñëó÷àåâ ìîæíî óêàçàòü
íîâûé, áîëåå óçêèé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè, â êîòîðîì ëåæèò îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå õ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè Ê = 1  0 ≤ xîïò < õ2;  ïðè Ê = 2  õ1 < xîïò < õ3;  ïðè
Ê = 3  õ2 < xîïò ≤ 1. Ìîæíî ïîëó÷èòü îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ, åñëè
îáîçíà÷èòü ÷åðåç õ° íà÷àëî èñõîäíîãî èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè, ò.å. õ° =
0, è ÷åðåç õN+1 =1 � åãî êîíåö. Òîãäà äëÿ èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè l 

N ïîñëå
N ýêñïåðèìåíòîâ èìååì

l 

N = xK+1 �  xK�1,

ïðè÷åì

xK�1   < xîïò <
     xK+1.

Â çàâèñèìîñòè îò ñòðàòåãèè ïîèñêà (âûáîðà õk) ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå çíà÷å-
íèÿ èíòåðâàëîâ xk+1 � xk�1 (k = 1, ..., N). Èç ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà (çíà÷åíèé
ók) âèäíî, ïðè êàêîì k = K ïîëó÷àåòñÿ íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò ók è ñîîòâåòñòâåííî
íàèëó÷øåå çíà÷åíèå èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè l 

N. Òàêèì îáðàçîì, l 

N îïðåäå-
ëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ðàñïðåäåëåíèåì õk, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, íîìåðîì Ê:

l 

N  = lN (xk, Ê).

Ýòà âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé ìåðîé ýôôåêòèâíîñòè ïîèñêà ïîñëå
çàâåðøåíèÿ âñåé ñåðèè èç N ýêñïåðèìåíòîâ. Íî íàì íóæíà àïðèîðíàÿ ìåðà
ýôôåêòèâíîñòè, à l 

N äî ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ íåèçâåñòíà. Ïîýòîìó ââåäåì â
ðàññìîòðåíèå íàèáîëüøèé èç l 

N (íàèõóäøèé) èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè

LN (xk) = max {lN (x
k, Ê)}. (1.1)

1 ≤ K ≤ N

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî LN çàâèñèò òîëüêî îò ñòðàòåãèè ïîèñêà (âûáîðà
õk) è, êîíå÷íî, îò óíèìîäàëüíîé çàâèñèìîñòè ó (õ) è íå çàâèñèò îò èíòåðâàëà,
â êîòîðîì îêàæåòñÿ çíà÷åíèå xîïò, ò.å. âåëè÷èíû Ê. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà èìååì

L3 (0,2; 0,6; 0,9) = max {l3 (xk, 1), l3 (xk, 2), l3 (xk, 3)}=
1 ≤ K ≤ N

= max { (x2 � x0),  (x3 �x1),  (x1 � x2) } = max {0,6; 0,7; 0,3} = 0,7.

Âåëè÷èíà LN � åäèíñòâåííàÿ ïðè çàäàííîé ñòðàòåãèè ïîèñêà (âûáîðå xk),
òàê êàê ñðåäè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé lN òîëüêî îäíî èëè, â êðàéíåì ñëó÷àå,
íåñêîëüêî ðàâíûõ ìåæäó ñîáîé çíà÷åíèé áóäóò íàèáîëüøèìè. Âûáîð â êà÷åñòâå
ìåðû âåëè÷èíû lN äëÿ íàèõóäøåãî ñëó÷àÿ èçáàâëÿåò íàñ îò íåæåëàòåëüíîé
çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòîâ èñïûòàíèé è äàåò àïðèîðíóþ, õîòÿ è
ïåññèìèñòè÷åñêóþ îöåíêó ýôôåêòèâíîñòè ïîèñêà. Ïðè ðåàëüíîì ïîèñêå ìîæåò
ïîëó÷èòüñÿ ëó÷øèé ðåçóëüòàò.

Ïîñëå òîãî êàê ââåäåíà ìåðà ýôôåêòèâíîñòè ïîèñêà, ìîæíî óêàçàòü
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êðèòåðèé âûáîðà îïòèìàëüíîãî ïîèñêà, â êà÷åñòâå êîòîðîãî áåðåòñÿ ìèíèìóì
âåëè÷èí:

LN
îïò  =   min { LN (xk) }. (1.2)

xk

Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ õk
îïò îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

LN( õk
îïò) = Ln

îïò. (1.3)

Âåëè÷èíà LN
îïò � ïîñòîÿííàÿ è åäèíñòâåííàÿ äëÿ äàííîé óíèìîäàëüíîé

çàâèñèìîñòè. Îíà îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíûé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè, õîòÿ
îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé õk

îïò ìîæåò áûòü íåñêîëüêî. Ñòðàòåãèÿ õk
îïò ìîæåò áûòü

íàçâàíà ìèíèìàêñíîé, òàê êàê

LN
îïò  =   min  max { lN (xk, K) }.

õk                    1 ≤ K ≤ N

Çäåñü

min  max { lN (xk, K) } = 1;
õk                     1 ≤ K ≤ N

min { lN (xk, K) } = 0.
1 ≤ K ≤ N

Íå âî âñåõ ñèòóàöèÿõ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíóþ ïðîöåäóðó
ïîèñêà. Òàê, ïðè óïðàâëåíèè äîìåííûì èëè õèìè÷åñêèì ïðîöåññîì, êîãäà íåò
âðåìåíè íà ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç, äåëàåòñÿ îäíîâðåìåííûé ïàðàëëåëüíûé
çàìåð ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëåíèÿ íîâûõ
çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå îáåñïå÷èëè áû îïòèìàëüíóþ
áëèçîñòü ê ýêñòðåìóìó.

Èëè, íàïðèìåð, ãðóïïà èç íåñêîëüêèõ ýêîíîìèñòîâ äîëæíà ðåøèòü çàäà÷ó
îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîãî çàêàç÷èêîì
âðåìåíè (äîïóñòèì, îäíà íåäåëÿ). Òàêîå óñëîâèå çàñòàâëÿåò ïîñòðîèòü ðàáîòó
ïî ïàðàëëåëüíîé ñõåìå, ò.å. êàæäûé ýêîíîìèñò âåäåò ïîèñê â îòäåëüíîñòè ïî
çàäàííîé åìó ïðîãðàììå ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. Åñëè áû çàêàç÷èê íå òîðîïèë
ñ ðåøåíèåì âîïðîñà è âûäåëèë âìåñòî îäíîé íåäåëè ÷åòûðå, òî äåñÿòü
ýêîíîìèñòîâ ìîãëè áû ñîâìåñòíî ïîñëåäîâàòåëüíûì ïîèñêîì ðàññ÷èòàòü
÷åòûðå âàðèàíòà è ïîëó÷èòü òó æå òî÷íîñòü, ÷òî è ïðè ïàññèâíîì ïîèñêå ïðè
ðàñ÷åòå äåñÿòè âàðèàíòîâ. Åñëè áû â èõ ðàñïîðÿæåíèè áûëî äåñÿòü íåäåëü,
òî ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà ïî ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìå äàëà áû ýôôåêòèâíîñòü â
18 ðàç áîëüøóþ, ÷åì ïðè ïàññèâíîì ïîèñêå. Â ýòîé ìîäåëè óñëîâíî ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî ïðè ñîâìåñòíîé ðàáîòå äåñÿòè ýêîíîìèñòîâ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìå
âðåìÿ ðàñ÷åòà îäíîãî âàðèàíòà îñòàåòñÿ ðàâíûì íåäåëå. Îäíàêî ìîæíî
ñîñòàâèòü äðóãóþ ìîäåëü, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ïðè ñîâìåñòíîé ðàáîòå âðåìÿ
ðàñ÷åòà îäíîãî âàðèàíòà ñîêðàùàåòñÿ â 10 ðàç. Òîãäà óæå ê êîíöó âòîðîãî äíÿ
ïîëó÷èëñÿ áû òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò, ÷òî è ïðè ïàññèâíîì ïîèñêå ê êîíöó
íåäåëè (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðàáî÷èõ äíåé â íåäåëå ïÿòü).

Äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ýêñïåðèìåíòîâ ïàññèâíàÿ ñòðàòåãèÿ íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ
îò àêòèâíîé, òàê êàê èíôîðìàöèþ, ïîëó÷åííóþ îò îäíîãî ýêñïåðèìåíòà, íåëüçÿ
èñïîëüçîâàòü äëÿ óòî÷íåíèÿ âòîðîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïóñòü èìåþòñÿ ðåçóëüòàòû
äâóõ  ýêñïåðèìåíòîâ (N = 2): õ1, õ2 , ïðè÷åì 0 ≤ õ1 < õ2 ≤ 1. C ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèé (1.1) � (1.3)  ìîæíî íàïèñàòü
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L2 = max { (x2 � x0),  (x3 �x1) } = max { x2,  (1 � x1)}.

Íà ðèñ. 1.4 ïîêàçàíû êðèâûå  L2 = ñonst  â çàâèñèìîñòè îò õ1 = õ1 è õ2 = õ2.
Èç-çà óñëîâèÿ õ2 > õ1 îïòèìàëüíîå íà ïåðâûé âçãëÿä çíà÷åíèå L2 = 0,5 ïðè õ1 =
õ2 = 0,5 îòâåðãàåòñÿ. Ïîýòîìó ââîäèòñÿ ìèíèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ε, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ èçìåðèòåëüíîé àïïàðàòóðû, ïîçâîëÿþùåé ïðè
ðàçëè÷èè ìåæäó õ1 è õ2, ðàâíîì ε, îáíàðóæèòü ðàçíèöó ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè
y1 è ó2. Òîãäà â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòîâ õ1 = 0,5 � ε/2  è õ2 = 0,5 + ε/2 ìîæíî
ïîëó÷èòü íå òîëüêî òðåáóåìîå ðàçäåëåíèå ó1 è ó2, íî è ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå
çíà÷åíèå L2

îïò

L2
îïò  = L2  [(0,5 � ε/2), (0,5 + ε/2)] = 0,5 + ε/2.

Òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííàÿ ñòðàòåãèÿ íîñèò íàèìåíîâàíèå ε-ìèíèìàêñíîé.

Ðèñ. 1.4. Îïðåäåëåíèå ýôôåêòèâíîñòè ïàññèâíîãî ïîèñêà
ïðè äâóõ ýêñïåðèìåíòàõ

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé òðåõ ýêñïåðèìåíòîâ è ïîñòàðàåìñÿ óëó÷øèòü
äîâîëüíî ïëîõîé ïëàí, ðàíåå ðàññìîòðåííûé è ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1.3
(õ1 = 0,2; õ2 = 0,6; õ3 = 0,9). Ðàíåå áûëî ïîëó÷åíî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè, ðàâíîå 0,7. Èç ðèñ. 1.3, á âèäíî, ÷òî ìîæíî
óìåíüøèòü L3, ñáëèçèâ õ1 è õ3, â ñâÿçè ñ ÷åì, óìåíüøèâ õ3 è óâåëè÷èâ õ1 íà 0,1,
ïîëó÷èì (ðèñ. 1.5):

õ1 = 0,3; õ2 =0,6; õ3 = 0,8; õ3 � õ1 = 0,5.

Ïðè ýòîì

L3 = {0,6; 0,5; 0,4} = 0,6 = õ2-õî=õ2.
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Òåïåðü, ïåðåìåùàÿ õ2 âëåâî, ìîæíî åùå óìåíüøèòü L3, îäíàêî îäíîâðå-
ìåííî áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ õ4 � õ2 = 1 � õ2. Ïîýòîìó äëÿ âûáîðà õ2 ñëåäóåò
ðàññìîòðåòü ãðàôèê ôóíêöèè

max {õ2, 1 � õ2} (1.4)

Ðèñ. 1.5. Óëó÷øåííûé âàðèàíò ïàññèâíîãî ïîèñêà ïðè òðåõ ýêñïåðèìåíòàõ

Ðèñ. 1.6. Îïðåäåëåíèå ýôôåêòèâíîñòè ïàññèâíîãî ïîèñêà
ïðè òðåõ ýêñïåðèìåíòàõ



15
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

â èíòåðâàëå 0,3 = õ1 < õ2 < õ3 = 0,8. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 1.6 ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå ôóíêöèè (1.4) ïîëó÷àåòñÿ ïðè õ2 = õ2 = 0,5. Ýòî çíà÷åíèå è âûáèðàåòñÿ
â îïòèìàëüíîé ìèíèìàêñíîé ñòðàòåãèè. Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèåé áóäåò âñÿêàÿ ïàññèâíàÿ ñòðàòåãèÿ (õ1, õ2, õ3), äëÿ êîòîðîé õ2 = 0,5
(ðèñ. 1.7, à) è õ3 � õ1 ≤ 0,5 (ðèñ. 1.7, á) è êîòîðàÿ äàåò îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
L3

îïò = 0,5.

à)   

á)   

Ðèñ. 1.7. Îïòèìàëüíûå ïàññèâíûå ñòðàòåãèè ïðè òðåõ ýêñïåðèìåíòàõ

Îïðåäåëåíèå ìèíèìàêñíîé ñòðàòåãèè ñ ïîìîùüþ ðèñ. 1.7 ïðàêòè÷åñêè
ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì  ìåòîäîì îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â
òåîðèè èãð.

Èç ðàññìîòðåííûõ äâóõ ïðèìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî äîáàâëåíèå òðåòüåãî
ýêñïåðèìåíòà, òðåáóþùåãî äîïîëíèòåëüíûõ ñðåäñòâ è óñèëèé, â ñëó÷àå
ïàññèâíîãî ïîèñêà ìàëî ñåáÿ îïðàâäûâàåò, òàê êàê ðàçíîñòü L3

îïò � L2
îïò

ñîñòàâëÿåò ìàëóþ âåëè÷èíó ε/2. Ýòî ïîëîæåíèå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì  äëÿ
ëþáîãî ÷èñëà îïûòîâ N, ò.å. èñïîëüçîâàíèå íå÷åòíîãî ÷èñëà îïûòîâ
öåëåñîîáðàçíî òîëüêî ïðè áîëüøîé ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé ε, ïîýòîìó ÷àñòî
íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò ïîèñê ïàðàìè ýêñïåðèìåíòîâ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
íàèëó÷øèé âûáîð ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàçäåëåíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê íà
ðàâíîîòñòîÿùèå ïàðû. Ïðè òàêîì ðàñïðåäåëåíèè ïðîöåäóðà íîñèò íàçâàíèå
ïîèñêà îäíîðîäíûìè ïàðàìè. Òàê, ïðè n = 2 (ðèñ. 1.8, à) ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò
èç äâóõ çíà÷åíèé:

õ1 = (1 � ε)/2,  õ2 = (1 + ε)/2;

ïðè n = 4 (ðèñ. 1.8, á) � èç ÷åòûðåõ çíà÷åíèé:



16
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

õ1 = (1 � ε)/2,  õ2 = (1 + ε)/2, õ3 = (2 � 2ε)/3 � ε, õ4 = (2 + 2ε)/3 è ò.ä.

à) N = 2 (îäíà ïàðà)

á) N = 4 (äâå ïàðû)

â) N = 6 (òðè ïàðû)

Ðèñ. 1.8. Ïîèñê îäíîðîäíûìè ïàðàìè

Àíàëèòè÷åñêè çíà÷åíèÿ  ïðè ïîèñêå îäíîðîäíûìè ïàðàìè ìîæíî çàäàòü
ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
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õk = {(1 + ε)[(k+1)/2]}/{(N/2) + 1} � {[(k+1)/2] � [k/2]}ε,

ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè [a] îáîçíà÷àþò íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå
ïðåâûøàþùåå à: [π] =3, [4] = 4 è ò. ä.

Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî òàêàÿ ñõåìà äëÿ ÷åòíîãî ÷èñëà îïûòîâ
ïðåäñòàâëÿåò ε-ìèíèìàêñíóþ ñòðàòåãèþ, òàê êàê ñìåùåíèå ëþáîãî èç
ýêñïåðèìåíòîâ òîëüêî óâåëè÷èâàåò LN. Âåëè÷èíà îïòèìàëüíîãî èíòåðâàëà
íåîïðåäåëåííîñòè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

LN
îïò  = (1 + ε) / [(N/2) + 1]. (1.5)

Äëÿ ÷èñëà îïûòîâ N + 1

LN+1
îïò  = Ln

îïò +  ε / [(N/2) +1],

ãäå N � ÷åòíîå, ò.å. ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà îïûòîâ ðàçíèöà ìåæäó îïòèìàëüíûìè
èíòåðâàëàìè íåîïðåäåëåííîñòè ïðè ÷åòíîì è íå÷åòíîì ÷èñëå îïûòîâ óìåíüøà-
åòñÿ ïðèìåðíî îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó îïûòîâ.

1.2. Ïîñëåäîâàòåëüíûé ïîèñê ýêñòðåìóìà

Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîèñêå àíàëèçèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî
ýêñïåðèìåíòà è â çàâèñèìîñòè îò íèõ ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Ïðè
ýòîì ïîëó÷àåòñÿ áîëüøîé âûèãðûø ýôôåêòèâíîñòè ïîèñêà. Ïîýòîìó íà
ïðàêòèêå, åñëè ïîçâîëÿþò óñëîâèÿ, ñëåäóåò îòäàâàòü ïðåäïî÷òåíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïîèñêó ïåðåä ïàðàëëåëüíûì (ïàññèâíûì).

Îðãàíèçàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîèñêà èíîãäà òðåáóåò ðàçðàáîòêè
ñïåöèàëüíûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ çàìåðîâ. Òàê, îäíà
ïîäâèæíàÿ òåðìîïàðà ïîçâîëÿåò àêòèâíî ñëåäèòü çà âûñîêîòåìïåðàòóðíîé
çîíîé õèìè÷åñêîãî ðåàêòîðà, ò.å. îñóùåñòâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíûé ïîèñê, à
íåñêîëüêî íåïîäâèæíî óñòàíîâëåííûõ òåðìîïàð ïîçâîëÿþò îñóùåñòâëÿòü ëèøü
ïàññèâíûé ïîèñê.

Ñàìûì åñòåñòâåííûì è íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì íà ïðàêòèêå
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîèñêà ýêñòðåìóìà ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî äåëåíèÿ îòðåçêà
ïîïîëàì. Ýòîò ìåòîä, èçâåñòíûé åùå â Äðåâíåé Ãðåöèè, íàçâàí ìåòîäîì
äèõîòîìèè  (dicha � íà äâå ÷àñòè + tome � ñå÷åíèå).

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äâóõ ýêñïåðèìåíòàõ (ïåðâàÿ ïàðà íà
ðèñ. 1.9) ëó÷øå âñåãî âûáèðàòü òî÷êè â ñåðåäèíå èíòåðâàëà  âîçìîæíî áëèæå
äðóã ê äðóãó. Òîãäà äëèíà èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè áóäåò ðàâíà 0,5 + ε/2.
Â òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ýêñïåðèìåíòàõ (âòîðàÿ ïàðà) òî÷êè âûáèðàþòñÿ âáëèçè
ñåðåäèíû ïîëó÷èâøåãîñÿ èíòåðâàëà. Íîâûé èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè ïðè
ýòîì ðàâåí

1/2(1/2 + ε/2) + ε/2 = 1/4 + (3/4) ε.

Ïîñëå øåñòè îïûòîâ (òðåòüÿ ïàðà) èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè ñîñòàâèò

1/8 + (7/8) ε.

Ïîñëå N îïûòîâ, ãäå N  � ÷åòíîå è êîíå÷íîå ÷èñëî, èíòåðâàë
íåîïðåäåëåííîñòè çàïèøåòñÿ êàê

LN
îïò  = 2�N/2  + (1 � 2�N/2)ε.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ïîèñêà ïðè ìåòîäå äèõîòîìèè
(îöåíêà òî÷íîñòè ïîèñêà ïî àðãóìåíòó) ðàñòåò ñ ðîñòîì N ýêñïîíåíöèàëüíî,
òîãäà êàê ïðè ïàññèâíîì ïîèñêå îäíîðîäíûìè ïàðàìè ýôôåêòèâíîñòü ðàñòåò
ëèøü ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî � cì. ôîðìóëó (1.5).

Ìåòîä Ôèáîíà÷÷è ñâîèìè êîðíÿìè  âîñõîäèò ê ðàáîòàì ìàòåìàòèêà XIII âåêà
Ôèáîíà÷÷è è äàæå ê áîëåå ðàííèì èññëåäîâàíèÿì Åâêëèäà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ èñõîäíîãî èíòåðâàëà íåîïðåäåëåí-
íîñòè åäèíè÷íîé äëèíû áûëî âûäåëåíî N ýêñïåðèìåíòîâ, N � 1 èç êîòîðûõ
âûïîëíåíû. Â ïîñëåäíåì ýêñïåðèìåíòå òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü èíòåðâàë íåî-
ïðåäåëåííîñòè LN�1

îïò, äåðæàùèé òî÷êó-ýêñïåðèìåíò xN�1
+,  äëÿ êîòîðîé ïîëó÷åíî

ñàìîå áîëüøîå çíà÷åíèå ó ïðè ïåðâûõ N � 1 èñïûòàíèÿõ (ðèñ. 1.10). Ïîëîæåíèå
òî÷êè xN�1

+ öåëèêîì çàâèñèò îò ñòðàòåãèè ïîèñêà. Ïîñëåäíþþ òî÷êó xN ìîæíî
âûáðàòü ïðîèçâîëüíî, íî íå áëèæå, ÷åì íà ðàññòîÿíèè ε îò òî÷êè xN�1. Ñèòóàöèÿ
íà ýòîì ïîñëåäíåì øàãå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ïîèñêîì ïðè íàëè÷èè
äâóõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîñëåäíåãî èíòåðâàëà LN

îïò
ïîëó÷àåòñÿ, åñëè òî÷êè xN�1 è xN ðàñïîëîæèòü ñèììåòðè÷íî íà ðàññòîÿíèè ε/2
îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû èíòåðâàëà LN�1

îïò. Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ LN�1
îïò è LN

îïò
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

Ðèñ. 1.9. Ìåòîä äèõîòîìèè
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LN�1
îïò = 2 LN

îïò � ε. (1.6)

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåäóðó äâèæåíèÿ ñ êîíöà, àíàëîãè÷íóþ äèíàìè÷åñêîìó ïðî-
ãðàììèðîâàíèþ, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè LN�2

îïò,
êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå N � 2 ýêñïåðèìåíòîâ èç îáùåãî ÷èñëà N.
Âíóòðè ýòîãî èíòåðâàëà ñîäåðæèòñÿ ýêñïåðèìåíò xN�2, äàþùèé íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå ó ïðè ïåðâûõ N � 2 ýêñïåðèìåíòàõ. Â ýòîì èíòåðâàëå ñëåäóåò ïðîèç-
âåñòè ñëåäóþùóþ ïàðó ýêñïåðèìåíòîâ. Ëó÷øåå çíà÷åíèå èç äâóõ îáîçíà÷èì
÷åðåç xN�1

+. Äðóãàÿ òî÷êà èç ýòîé ïàðû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç xN�1
�, áóäåò

ãðàíè÷íîé ìåæäó ÷àñòüþ  LN�2
îïò èíòåðâàëà  LN

îïò, èñêëþ÷àåìîé  è  ÷àñòüþ LN�2
îïò,

Ðèñ. 1.10. Ìåòîä Ôèáîíà÷÷è
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îñòàâëÿåìîé äëÿ ðàññìîòðåíèÿ. Íî â íà÷àëå ýêñïåðèìåíòà íåèçâåñòíî, êàêîå
èç äâóõ çíà÷åíèé xN�1 áóäåò  íàèáîëüøèì  è  îáîçíà÷èòñÿ êàê xN�1

+, à êàêîå
íàèìåíüøèì è îáîçíà÷èòñÿ êàê xN�1

�. Ýòè äâà çíà÷åíèÿ ìîãóò ìåíÿòüñÿ ìåñòàìè.
Ïîýòîìó îáå òî÷êè xN�1

+ è xN�1
� ðàñïîëàãàþòñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè LN�1

îïò

îò êîíöîâ èíòåðâàëà. Òàê êàê ýòè òî÷êè ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
ñåðåäèíû èíòåðâàëà LN�2

îïò  è îäíà èç íèõ ñòàíîâèòñÿ xN�1
+ (ïðè÷åì ýòî ìîæåò

áûòü ëþáàÿ èç äâóõ òî÷åê xN�1), òî êàæäàÿ èç íèõ äîëæíà íàõîäèòüñÿ íà
ðàññòîÿíèè LN

îïò îò îäíîãî êîíöà èíòåðâàëà è íà ðàññòîÿíèè LN�1
îïò îò äðóãîãî

êîíöà èíòåðâàëà. Ïðè ýòîì, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (1.6), íàïèøåì:

LN�2
îïò = LN�1

îïò + LN
îïò

è

LN�2
îïò = (2LN

îïò � ε ) + Ln
îïò = 3 Ln

îïò � ε.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîãî 1 < k < N:

Lk�1
îïò = Lk

îïò + Lk+1
îïò.

Îòñþäà ïðè k = N � 2

LN�3
îïò = LN�2

îïò + LN�1
îïò   = (3LN

îïò � ε) + (2LN
îïò � ε) = 5LN

îïò � 2ε;

LN�4
îïò = 8 LN

îïò � 3ε;

LN�5
îïò = 13LN

îïò � 5ε.

Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ôîðìóë ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
Ôèáîíà÷÷è:

F0 = F1  = 1
Fk  = Fk�1 + Fk�2              k = 2, 3, ...,

â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé èìååì:

F2 = 2, F3 = 3, F4 = 5, F5 = 8 è ò.ä.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ÷èñåë ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ
îïòèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ íåîïðåäåëåííîñòè:

LN�k
îïò = Fk+1 L

N
îïò � Fk�1 ε. (1.7)

Ïîëàãàÿ äëèíó èñõîäíîãî èíòåðâàëà ðàâíîé åäèíèöå, ïîëó÷àåì:

N � k = 1;  k = N � 1;

L1
îïò = 1 = FN L

N
îïò � FN�2 ε.

Îòñþäà íàõîäèì îïòèìàëüíûé èíòåðâàë ïîñëå N îïûòîâ:

LN
îïò = 1/FN  � (FN�2 / FN )ε. (1.8)

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîé íèæå òàáë. 1.1, äëÿ óìåíüøåíèÿ èíòåðâàëà
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íåîïðåäåëåííîñòè áîëåå ÷åì â 100 ðàç ïî ìåòîäó Ôèáîíà÷÷è íåîáõîäèìî
ïðîâåñòè 11 îïûòîâ, ïî ìåòîäó äèõîòîìèè �14, à ïðè ïàññèâíîì ìåòîäå �
198 [ñì. ôîðìóëó (1.5)]. Ïðè ìåòîäå Ôèáîíà÷÷è êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ òî÷êà
âûáèðàåòñÿ ñèììåòðè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êå, êîòîðàÿ îñòàëàñü îò
ïðåäûäóùåãî ýêñïåðèìåíòà è ïîïàëà â îñòàâøèéñÿ èíòåðâàë. Ïåðâûé
ýêñïåðèìåíò ñëåäóåò âûáèðàòü íà ðàññòîÿíèè L2

îïò  îò îäíîãî èç êîíöîâ
íà÷àëüíîãî èíòåðâàëà, áåçðàçëè÷íî îò ëåâîãî èëè ïðàâîãî, â ñèëó ñèììåòðèè.
×òîáû ïîëó÷èòü òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ L2

îïò, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (1.7),
ó÷èòûâàÿ, ÷òî N � k = 2 è k = N � 2:

L2
îïò = FN�1 L

N
îïò � FN�3 ε.

Èñêëþ÷èâ èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ LN
îïò, ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1.8) ïîëó÷èì:

L2
îïò = FN�1/ FN  + [(FN�1FN�3 � FNFN�3) /  FN]ε. (1.9)

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà FN�1 ≡ FN�2 + FN�3 è FN ≡ FN�1 + FN�2, êîòîðûå ñëåäóþò èç
ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, íàïèøåì:

FN�1FN�2 � FNFN�3 = (FN�2 + FN�3)FN�3 � (FN�1 + FN�3)FN�3 = F2
N�2 � FN�1FN�3)FN�3. (1.10)

Äîêàçàíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâíà (-1)N, ïîýòîìó ôîðìóëó
(1.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

L2
îïò = FN�2/ FN  + (� 1)Nε /  FN. (1.11)

Ôîðìóëà (1.11) ïîçâîëÿåò íà÷àòü ïðîöåäóðó ïîèñêà, åñëè èçâåñòíû ε è
N. Â ýòîì ñîñòîèò íåäîñòàòîê ìåòîäà: òðåáóåòñÿ çàðàíåå çíàòü íåîáõîäèìîå
÷èñëî îïûòîâ. Î÷åíü ÷àñòî çàäàåòñÿ òîëüêî âåëè÷èíà èíòåðâàëà íåîïðåäåëåí-
íîñòè, êîòîðóþ íàäî çíàòü ê êîíöó N-ãî îïûòà. Ýòà îñîáåííîñòü ïðèäàåò
ïîñëåäîâàòåëüíîìó ìåòîäó Ôèáîíà÷÷è ñâîéñòâà ïàññèâíîãî ïîèñêà. Èíîãäà
ïîýòîìó îáðàùàþòñÿ ê ìåòîäó äèõîòîìèè, êîòîðûé õîòÿ è îáëàäàåò ìåíüøåé
ýôôåêòèâíîñòüþ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì Ôèáîíà÷÷è, íî íå òðåáóåò
ïðåäâàðèòåëüíîãî çíàíèÿ ÷èñëà îïûòîâ.

Îäíàêî ñóùåñòâóåò äðóãîé ìåòîä ïîèñêà, êîòîðûé ïî÷òè òàê æå ýôôåêòè-
âåí, êàê ìåòîä Ôèáîíà÷÷è, íî íå òðåáóåò àïðèîðíîãî çàäàíèÿ ÷èñëà îïûòîâ N.
Èìååòñÿ â âèäó èçâåñòíûé èçäàâíà ìåòîä çîëîòîãî ñå÷åíèÿ (ðèñ. 1.11).

Ðèñ. 1.11. Ìåòîä çîëîòîãî ñå÷åíèÿ

2
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×òîáû èçáàâèòüñÿ îò çàâèñèìîñòè ïåðâîãî îïûòà îò ÷èñëà îïûòîâ,
ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåì, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ
óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, òàê æå êàê â
ìåòîäå Ôèáîíà÷÷è, ò.å. ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Lk�1 = Lk + Lk+1. (1.12)

Îäíàêî âìåñòî óñëîâèÿ

LN�1 = 2LN � ε,

ïðè êîòîðîì â ìåòîäå Ôèáîíà÷÷è èíòåðâàë L2
îïò çàâèñèò îò N, ïðåäëàãàåòñÿ

óñëîâèå

Lk�1 / Lk = Lk / Lk+1 = τ,

îçíà÷àþùåå ïîñòîÿíñòâî îòíîøåíèÿ äëèí ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðåçêîâ. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî

Lk�1 / Lk+1  = τ2. (1.13)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (1.13) è ïîäåëèâ îáå ÷àñòè (1.12) íà Lk+1, ïîëó÷èì

τ2 = τ + 1.

Ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

τ = (1+ 5 )/2 = 1,6180.

Ïî ðåçóëüòàòàì äâóõ ýêñïåðèìåíòîâ âûáèðàþò ÷àñòü èñõîäíîãî îòðåçêà,
âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëîæåí îäèí èç ïðåäûäóùèõ îïûòîâ. Â ñëåäóþùóþ ïàðó
îïûòîâ âêëþ÷àþò ýòó òî÷êó, à âòîðóþ âûáèðàþò âíóòðè îñòàþùåãîñÿ îòðåçêà
ñèììåòðè÷íî òî÷êå, îñòàâøåéñÿ îò ïðåäûäóùåãî îïûòà. Ïåðâûå òî÷êè íàéäóòñÿ
íà ðàññòîÿíèè 1/τ îò ëåâîãî è ïðàâîãî êîíöîâ åäèíè÷íîãî íà÷àëüíîãî èíòåðâàëà.
Ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæàòü êàê óãîäíî äîëãî. Ïîñëå N îïûòîâ èíòåðâàë
íåîïðåäåëåííîñòè äîñòèãíåò

LN  = 1/tN�1. (1.14)

Ðàññìîòðåííàÿ ïðîöåäóðà íîñèò íàçâàíèå ìåòîäà çîëîòîãî ñå÷åíèÿ.
Îíà ñîñòîèò â äåëåíèè îòðåçêà íà äâå íåðàâíûå ÷àñòè òàê, ÷òîáû îòíîøåíèå
âñåãî îòðåçêà ê áîëüøåé ÷àñòè ðàâíÿëîñü îòíîøåíèþ áîëüøåé ÷àñòè îòðåçêà ê
ìåíüøåé (ñì. ðèñ. 1.11). Ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è
FN è âåëè÷èíó τ:

FN = [τN+1 � (-τ)� (N+1)] / 5 .

Ïðè áîëüøèõ N âòîðûì ÷ëåíîì â ýòîé ôîðìóëå  ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì:

FN ≈ τN+1 /
5

.



23
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

Ýòî ñîîòíîøåíèå äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ñâÿçü èíòåðâàëîâ
íåîïðåäåëåííîñòè LN ïîñëå N îïûòîâ ïðè ìåòîäå çîëîòîãî ñå÷åíèÿ è ïðè
ìåòîäå Ôèáîíà÷÷è:

LN / LN
îïò =  τN+1 /( 5 ) τN�1  = τ2 / 5   ≈ 1,17, (1.15)

ò.å. ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà çîëîòîãî ñå÷åíèÿ òîëüêî íà 17% íèæå ìåòîäà
Ôèáîíà÷÷è. Ïðè áîëüøèõ N, êàê ýòî ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ

FN ≈ τN+1 / 5 ,
èìååì

FN�1/ FN ≈ 1 /τ.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ôîðìóë (1.10) è (1.14) äëÿ áîëüøèõ N

L2
îïò ≈ 1/ τ = L2,

ò.å. ïðè áîëüøèõ N îáå ïðîöåäóðû íà÷èíàþò ïîèñê ïî÷òè â îäíèõ è òåõ æå
òî÷êàõ.

Â òàáë. 1.1 ïðèâåäåíû öèôðû, õàðàêòåðèçóþùèå óìåíüøåíèå èñõîäíîãî
åäèíè÷íîãî èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ïîèñêà.

Âñå ðàíåå ðàññìîòðåííûå ìåòîäû èñõîäèëè èç òîãî, ÷òî âåëè÷èíà õk

Ñîêðàùåíèå èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè

×èñëî îïûòîâ Ìåòîä
äèõîòîìèè

Ìåòîä
Ôèáîíà÷÷è

Ìåòîä
çîëîòîãî
ñå÷åíèÿ

Ïîèñê ïî
äèñêðåòíûì

òî÷êàì

0 1 1 - 0

1 1 1 1 1

2 2 2 1,62 2

3 2 3 2,62 4

4 4 5 4,24 7

5 4 8 6,85 12

6 8 13 11,09 20

7 8 21 17,94 33

8 16 34 29,0 54

9 16 55 47,0 88

10 32 89 76,0 143

Òàáëèöà 1.1
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ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå âíóòðè èíòåðâàëà [0,1] è èíòåðâàë
íåîïðåäåëåííîñòè ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íåïðåðûâíî. Åñòü çàäà÷è, êîãäà òðåáóåòñÿ
îñóùåñòâëÿòü âûáîð íà êîíå÷íîì äèñêðåòíîì íàáîðå çíà÷åíèé õk. Íàïðèìåð,
òðåáóåòñÿ ïîäåëèòü ÷èñëî êâàðòèð èëè ñîñòàâèòü ñáîðíóþ ñòðàíû ïî ôóòáîëó
èç èãðîêîâ êîìàíä ïåðâîé ãðóïïû, � ÷èñëî êîìáèíàöèé çäåñü âñåãäà êîíå÷íîå.
Èíîãäà íåïðåðûâíûé ïîèñê èñêóññòâåííî ïðåâðàùàþò â ïîèñê ïî äèñêðåòíûì
òî÷êàì, òàê êàê ïîñëåäíèé âûäåëÿåò îäíó òî÷êó ýêñòðåìóìà, à íå èíòåðâàë
íåîïðåäåëåííîñòè, êîòîðûé íåóäîáåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, èìåþùèõ äåëî ñ
êîíêðåòíûìè ïîíÿòèÿìè.

Äîïóñòèì, çàäàíî s äèñêðåòíûõ òî÷åê: õ1, õ2, ..., õs, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
íåîáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü öåëûìè ÷èñëàìè. Íàïðèìåð, ñðåäíåå ÷èñëî
ÿùèêîâ, êîòîðîå çàãðóæàåòñÿ â åäèíèöó âðåìåíè, ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ:
3,0; 3,4; 3,6; 4,2; 4,4; 4,6; 5,0. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó äèñêðåòíîìó çíà÷åíèþ
öåëûå ÷èñëà:

×èñëî ÿùèêîâ 3,0 3,4 3,6 4,2 4,4 4,6 5,0
Íîìåð âàðèàíòà 1 2 3 4 5 6 7

Â èíòåðâàëå îò íóëÿ äî åäèíèöû ðàñïîëîæèì ðàâíîìåðíî k òî÷åê
(ðèñ. 1.12). Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ÷èñëî k + 1 ðàâíî ÷èñëó Ôèáîíà÷÷è F5 = 8,
èñõîäíûé  èíòåðâàë  íåîïðåäåëåííîñòè   îòëè÷àåòñÿ îò  åäèíèöû è ðàâåí L1 =
FN  (N = 5). Ïîýòîìó äâà ïåðâûõ ýêñïåðèìåíòà îòñòîÿò îò êîíöîâ èñõîäíîãî
èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè íà âåëè÷èíû FN L2

îïò, ãäå

L2
îïò = FN�1 / FN + [(-1)N/ FN]ε.

Ðèñ. 1.12. Ìåòîä ïîèñêà ïî äèñêðåòíûì òî÷êàì
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Ïîëàãàÿ ε = 0, ïîëó÷àåì

FN L2
îïò = FN�1.

Â ñèëó ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïåðâûå äâà ýêñïåðèìåíòà ñîâïàäóò ñ
äèñêðåòíûìè òî÷êàìè. Â äàííîì ïðèìåðå FN�1 = F4 = 5 è òî÷êàìè ïåðâûõ äâóõ
ýêñïåðèìåíòîâ áóäóò òî÷êè 3 è 5, îòñòîÿùèå îò êîíöîâ èíòåðâàëà íà âåëè÷èíó
F4 = 5. Òðåòèé ýêñïåðèìåíò ïîïàäàåò â äèñêðåòíóþ òî÷êó 6, ÷åòâåðòûé � â òî÷êó
7, ïÿòûé è ïîñëåäíèé � â òî÷êó 6. Ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ, êîãäà äëèíà èíòåðâàëà
íåîïðåäåëåííîñòè ñòàíåò ðàâíîé åäèíèöå. Îòñþäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé
(1.8) ïðè ε = 0 èìååì

FN L
N

îïò = 1.

Ñëåäóåò ñïåöèàëüíî îñòàíîâèòüñÿ íà óñëîâèè ε = 0, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó
ïîñëåäíèé ýêñïåðèìåíò ïîïàäàåò â òî÷êó, ãäå óæå ïðîèçâîäèëñÿ îäèí èç
ïðåäûäóùèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò íå ïðîèçâîäèòü ïîñëåäíåãî
ýêñïåðèìåíòà.   Äåéñòâèòåëüíî,  èíòåðâàë   íåîïðåäåëåííîñòè FN LN�1

îïò,
îñòàþùèéñÿ ïîñëå N�1 øàãîâ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1.15) ðàâåí äâóì.
Ïðè÷åì, êàê âèäíî èç ðèñ. 1.12, êîíöû ýòîãî èíòåðâàëà óæå èñïûòàíû è
îòâåðãíóòû, ïîýòîìó îïòèìóìîì äîëæíà áûòü ñåðåäèíà èíòåðâàëà.

Íàïîìíèì, ÷òî â ìåòîäå Ôèáîíà÷÷è ε ïîÿâèëîñü äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåä-
íåé ïàðû ýêñïåðèìåíòîâ: (N�1)-ãî è N-ãî, êîòîðûå ïðèøëîñü ðàñïîëîæèòü â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè õ íà ðàññòîÿíèè ε/2 îò ñåðåäèíû èíòåðâàëà LN�1

îïò. Èìåííî
ïîýòîìó è èç òðåáîâàíèÿ ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ïîñëåäíèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî õ
âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ ε.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç sN�1 ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê, êîòîðûå ïîñëå N�1
ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî ñâåñòè ê åäèíñòâåííîìó ýêñòðåìóìó, òî î÷åâèäíî, ÷òî
sN�1 = FN � 1, òàê êàê â èíòåðâàëå äëèíîé FN, ñîäåðæàùåì FN�1 òî÷åê, ìîæíî ïî
ìåòîäó Ôèáîíà÷÷è íàéòè îïòèìàëüíóþ òî÷êó ïîñëå N � 1 ýêñïåðèìåíòîâ. Èíà÷å
ýòó ôîðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê sN = FN+1 � 1. Ñðàâíèòåëüíûå çíà÷åíèÿ
ýòîé âåëè÷èíû ïðèâåäåíû â òàáë. 1.1.

1.3. Ìåòîä ðàíäîìèçàöèè

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä Ôèáîíà÷÷è ìîæåò
ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ïîèñêå íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê. Åñëè ÷èñëî èñõîäíûõ
òî÷åê ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò áëèæàéøåãî, ñòðîãî áîëüøåãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è,
òî ïðèõîäèòñÿ äîáàâëÿòü ôèêòèâíûå òî÷êè è òåì ñàìûì óâåëè÷èâàòü
êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ. Òàê, ïðè 8 îïûòàõ äîáàâëÿåòñÿ åùå 5, ò.å. îáùåå
÷èñëî òî÷åê äîâîäèòñÿ äî áëèæàéøåãî, ñòðîãî áîëüøåãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è,
13. Íî ìîæíî ââåñòè ýëåìåíò ñëó÷àéíîñòè è âûáèðàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå
òî÷êè â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ (íàïðèìåð, ñ
ïîìîùüþ áðîñàíèÿ ìîíåòû èëè êîñòè). Ïðè ýòîì â ñðåäíåì ìîæíî ïîëó÷èòü
âûèãðûø â ÷èñëå òî÷åê ýêñïåðèìåíòà ïî ñðàâíåíèþ ñ äåòåðìèíèðîâàííûì
ïîèñêîì ïî ìåòîäó Ôèáîíà÷÷è. Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ìåòîä ðàíäîìèçàöèè
(âûáîð ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåííûì çàêîíîì
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîñòè). Ïðîöåäóðà ïîèñêà ýêñòðåìóìà îñíîâûâàåòñÿ
íà îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ðàñïîëîæåíèÿ ýêñòðåìóìà. Ñ÷èòàåò-
ñÿ, ÷òî ïðèðîäà, êàê ïàðòíåð â èãðå, ïðåäëàãàåò äëÿ ïîèñêà îïðåäåëåííûé
âåðîÿòíîñòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìóìà. Ñòðàòåãèÿ ñòðîèòñÿ
âåðîÿòíîñòíûì îáðàçîì, òàê êàê ýêñòðåìóì ñ îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ
ìîæåò ïîÿâèòüñÿ â ëþáîì ìåñòå. Òàêîé ïîäõîä ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ
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èãðîâûì ìåòîäîì è ïðîöåäóðàìè ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.
Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé óíèìîäàëüíîé ôóíêöèè, çàäàííîé â

òðåõ òî÷êàõ: 1, 2, 3. Âñå âàðèàíòû ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ðàçáèòü
íà òðè: (1, 2), (1, 3) è (2, 3). Åñëè ýêñòðåìóì îêàæåòñÿ â òî÷êå 1, òî ïðè âûáîðå
ñòðàòåãèè (1,2) (ò.å. ïåðâûå äâà ýêñïåðèìåíòà ïðîèçâîäÿòñÿ â òî÷êàõ 1 è 2),
òðåòüåãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî íå äåëàòü. Äâóõ ýêñïåðèìåíòîâ îêàæåòñÿ
äîñòàòî÷íî, åñëè ýêñòðåìóì íàõîäèòñÿ â òî÷êå 3 è áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå
ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíòû â òî÷êàõ (2, 3). Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ òðåáóåòñÿ
ïðîâåñòè òðè ýêñïåðèìåíòà. Îêîí÷àòåëüíûå äàííûå î ÷èñëå íåîáõîäèìûõ
îïûòîâ ïî âñåì âàðèàíòàì ñâåäåíû â òàáë. 1.2.

Òàáëèöà 1.2

Ïîëîæåíèå ýêñòðåìóìàÌåñòî  ïðîâåäåíèÿ ïåðâûõ
äâóõ îïûòîâ 1 2 3

(1,2) 2 3 3

(1,3) 3 3 3

(2,3) 3 3 2

Ýòà òàáëèöà ïî ñóùåñòâó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èãðîâóþ ìàòðèöó. Ïëàòåæîì
â òàêîé èãðå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî íåîáõîäèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ N. Ìàòðèöà
ïîëó÷èëàñü íå âïîëíå óäà÷íîé, òàê êàê â íåé îòñóòñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà,
ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé èãðîâîé çàäà÷è íåîáõîäèìû ñïåöèàëüíûå
ïðèåìû. Ìîæíî ñðàçó èñêëþ÷èòü ñòðàòåãèþ, ñîñòîÿùóþ â âûáîðå âòîðîé ïàðû
òî÷åê (1, 3), òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðè ëþáîì ïîëîæåíèè ýêñòðåìóìà çàâåäîìî
ïîëó÷àþòñÿ òðè ýêñïåðèìåíòà.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è âíà÷àëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âî âòîðîé òî÷êå
ìàêñèìóìà áûòü íå ìîæåò. Îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü âåðîÿòíîñòè âûáîðà ñòðàòåãèé
(1, 2) è (2, 3). Òàê êàê íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé äëÿ ïðåäïî÷òåíèÿ îäíîé ñòðàòåãèè
ïåðåä äðóãîé, ïîëîæèì âåðîÿòíîñòü âûáîðà êàæäîé èç íèõ, ðàâíóþ ïîëîâèíå.
Äîêàæåì ýòî ïîëîæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èç îáùåãî
÷èñëà îïûòîâ n ýêñòðåìóì â òî÷êå 1 âñòðå÷àåòñÿ n1 ðàç. Ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âûáåðåì ñòðàòåãèþ (1, 2) n1p ðàç è îãðàíè÷èìñÿ äâóìÿ
îïûòàìè. Â îñòàëüíûõ n1(1� p) ñëó÷àÿõ âûáåðåì ñòðàòåãèþ (2, 3) è îãðàíè÷èìñÿ
òðåìÿ îïûòàìè. Âåëè÷èíó ð íàéäåì èñõîäÿ èç ìèíèìàêñíîãî êðèòåðèÿ.
Îñíîâûâàÿñü íà ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèÿõ, ñ÷èòàåì, ÷òî òðåáóåòñÿ
ïðîèçâåñòè 2 n1 ð + 3 n1(1-ð) îïûòîâ. Ðàçäåëèâ ýòó âåëè÷èíó íà n1, ïîëó÷èì
ñðåäíåå ÷èñëî îïûòîâ e1, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü ïðè óñëîâèè, ÷òî
ýêñòðåìóì äåéñòâèòåëüíî íàõîäèòñÿ â òî÷êå 1:

e1 = 2p + 3(1 � p) = 3 � p.

Àíàëîãè÷íî, åñëè îáîçíà÷èì ÷åðåç n3 ÷èñëî ñëó÷àåâ íàõîæäåíèÿ îïòèìóìà
â òî÷êå 3, òî äëÿ íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà îïûòîâ ïîëó÷èì âûðàæåíèå 3 n3ð
+ 2 n3 (1� ð), à äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà îïûòîâ ôîðìóëó

e3 = 3p + 2(1 � p) = 2 + p.

Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ìèíèìàêñíîãî êðèòåðèÿ òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå
çíà÷åíèå p = pîïò, ïðè êîòîðîì ìèíèìèçèðóåòñÿ ôóíêöèÿ
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max {(3-p), (2+p)}.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå 2,5, äëÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ
ïðè ðîïò = 0,5.

Òåïåðü ó÷òåì âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà â òî÷êå 2. Äëÿ ýòîãî
ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó fi, ñ êîòîðîé ýêñòðåìóì
ïîÿâëÿåòñÿ â òî÷êå i:

fi = ni / (n1 + n2 + n3),     i = 1, 2, 3.

Ñðåäíåå ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ìèíèìàêñíîé ðàíäîìèçèðîâàííîé
ñòðàòåãèè îïðåäåëèòñÿ êàê

eîïò = 2,5(1 � f2) + 3f2  = 2,5 + 0,5 f2. (1.16)

Ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèò ÿâíî îò f1 è f3, ò.å. åñëè ïðèðîäà èëè ïðîòèâíèê
âûáèðàåò íàèõóäøóþ äëÿ íàñ ñòðàòåãèþ (÷àñòîòû f1 è f3), ñðåäíåå ÷èñëî îïûòîâ
îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ïðè íåèçìåííîñòè f2.

Òåïåðü îòîéäåì îò ðàíäîìèçèðîâàííîé ñòðàòåãèè è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû fi èçâåñòíû çàðàíåå. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

f2 = 1 � f1 � f3, (1.17)

äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ íàïèøåì:

e = (3 � p)f1 + 3(1 � f1 � f3) + (2 + p)f3 = 3 � f3 + p(f3 � f1).

Îòñþäà, åñëè f1 > f3, ìèíèìóì å äîñòèãàåòñÿ ïðè ð = 1; åñëè f1 = f3,
çíà÷åíèå p íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà å; åñëè f1 < f3, ìèíèìóì å äîñòèãàåòñÿ
ïðè ð = 0. Ïîýòîìó îïòèìóì áóäåò èìåòü ìåñòî äëÿ

p = 0 ïðè f1 < f3,
p = 1 ïðè f1 > f3,

(1.18)

÷åìó ñîîòâåòñòâóåò

å = 3 � f3 ïðè f1 < f3,
å = 3 � f1 ïðè f1 > f3.

(1.19)

Åñëè ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå (1.17) â (1.16), òî

eîïò = 3 � 0,5 (f1 + f3). (1.20)

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (1.19) è (1.20) ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ
âûèãðûøà ïðè äåòåðìèíèðîâàííîì ïîèñêå, êîãäà ïî ñðàâíåíèþ ñ
ðàíäîìèçèðîâàííûì ïîèñêîì çàðàíåå èçâåñòíû ÷àñòîòû fi:

eîïò � e = 0,5 |f1 � f3| ≥ 0.

Èç ôîðìóëû (1.18) âèäíî, ÷òî ïðè èçâåñòíûõ f1 è f3 ñòðàòåãèÿ ñòàíîâèòñÿ
äåòåðìèíèðîâàííîé (÷èñòîé). Åñëè ýòè ÷àñòîòû íåèçâåñòíû çàðàíåå, òî
ïðèìåíÿåòñÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ.
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1.4. Ìåòîäû ìíîãîìåðíîãî ïîèñêà ýêñòðåìóìà

1.4.1.  Ãðàäèåíòíûé ìåòîä

Ìíîãîìåðíûé ïîèñê ýêñòðåìóìà ïðîâîäèòñÿ, êîãäà ôóíêöèÿ-êðèòåðèé
çàâèñèò îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ y = y(x1, x2, ..., xn). Äëÿ äâóõ ïåðåìåííûõ
ôóíêöèÿ y = y(x1, x2) ãåîìåòðè÷åñêè èçîáðàæàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå (ðèñ. 1.13). Â îáùåì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ïîâåðõíîñòü â (n+1)-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ðèñ. 1.13. Ê ïðîáëåìå ðàçìåðíîñòè ïðè ìíîãîìåðíîì ïîèñêå

Êàê è â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî ïîèñêà ýêñòðåìóìà, èìååòñÿ áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Íàõîäÿò ïðèìåíåíèå
òàêèå ìåòîäû êàê:

ìíîãîìåðíûé ñëó÷àéíûé ïîèñê ýêñòðåìóìà, êîòîðûé ïðîâîäèòñÿ
âåðîÿòíîñòíûì ñïîñîáîì;

ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ êàñàòåëüíûìè, ïðè êîòîðîì èñêëþ÷àåòñÿ
ïîâåðõíîñòü êðèòåðèÿ, ëåæàùàÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè,
ïðîâåäåííîé ÷åðåç êàñàòåëüíóþ ê ëèíèè óðîâíÿ, è äðóãèå.
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Ìåòîä ãðàäèåíòà ïðåäïîëàãàåò äâèæåíèå ïî íîðìàëè ê ëèíèÿì óðîâíåé
(ðèñ. 1.14) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà, ÷àñòî íàçûâàåìîãî
ïîêîîðäèíàòíûì ñïóñêîì (ïîäúåìîì).

Ðèñ. 1.14. Ìåòîä ãðàäèåíòà

Èäåÿ âñåõ ìåòîäîâ ñïóñêà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: èç íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ � òî÷êè x0 = (x0

1, x0
2, �, x0

n) íåîáõîäèìî ïåðåéòè â ñëåäóþùóþ
òî÷êó x1 = (x1

1, x
1
2, �, x1

n) òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå y(x0
1, x

0
2, �, x0

n)  óìåíüøèëîñü:

y(x1
1, x

1
2, �, x1

n) < y(x0
1, x

0
2, �, x0

n).

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê
èç çàäàííîé òî÷êè â íàïðàâëåíèè, ïàðàëëåëüíîì îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò, äî
òî÷êè ìèíèìóìà â äàííîì íàïðàâëåíèè. Çàòåì ïîèñê ïðîèçâîäèòñÿ â
íàïðàâëåíèè, ïàðàëëåëüíîì äðóãîé îñè, è ò. ä. ïî x1, x2, ..., xn  (íàïðàâëåíèÿ
ôèêñèðîâàíû, ñì. ðèñ. 1.15, ëîìàííàÿ à).

Äâèæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îäíîé êîîðäèíàòå xv äî òåõ ïîð, ïîêà íå
ñòàíåò ðàâíîé íóëþ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ò.å.

∂F/∂xv = 0,    y = F (x1, x2, ..., xn)

(âñå îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ñîõðàíÿþò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå xi = const ). Ïîñëå
ýòîãî ñïóñê íà÷èíàåòñÿ ïî äðóãîé êîîðäèíàòå. Îáû÷íî íà÷èíàþò ñ x1, ïîòîì x2

è ò.ä. Ïîñëå òîãî êàê ïðîèçâåäåí ñïóñê ïî âñåì êîîðäèíàòàì, íà÷èíàþò
ïîâòîðíî ñ x1 è ò. ä. Ïðîöåññ ïîèñêà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà âñå ïðîèçâîäíûå
áóäóò ðàâíû íóëþ, ò.å.

∂F/∂xi = 0,    i = 1, 2, ..., n,

òî÷íåå, âñå ïðîèçâîäíûå áóäóò ìåíüøå ïîðîãà ÷óâñòâèòåëüíîñòè
âû÷èñëèòåëüíîãî ìåòîäà.

Êàæåòñÿ ðàçóìíûì ïîïûòàòüñÿ ìîäèôèöèðîâàòü ýòîò ìåòîä òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû íà êàæäîì ýòàïå ïîèñê òî÷êè ìèíèìóìà ïðîèçâîäèëñÿ âäîëü
�íàèëó÷øåãî� íàïðàâëåíèÿ. Íå ÿñíî, êàêîå íàïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ �íàèëó÷øèì�,
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íî èçâåñòíî, ÷òî íàïðàâëåíèå ãðàäèåíòà ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì
íàèñêîðåéøåãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîòèâîïîëîæíîå
íàïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì íàèñêîðåéøåãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè.
Íàïîìíèì, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèè F(x) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

grad F(x) = [∂F(x)/∂x1, ∂F(x)/∂x2, �, ∂F(x)/∂xn].

Âåêòîð grad F(x) îðòîãîíàëåí ëèíèÿì óðîâíÿ (ñì. ðèñ 1.14) è åãî
íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ìàêñèìàëüíîãî ðîñòà F(x) â çàäàííîé
òî÷êå. Â òî÷êå ìèíèìóìà ôóíêöèè grad F(x) = 0.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå âåëè÷èíû êàæäîãî äèñêðåòíîãî
øàãà. Øàãè ìîãóò áûòü ïîñòîÿííûìè è ïåðåìåííûìè. Ýòîò ìåòîä âïîëíå
åñòåñòâåí. Çäåñü õàðàêòåðåí ïðèìåð ñ âîñõîæäåíèåì íà ãîðó: ìåòîä ãðàäèåíòà
îáåñïå÷èâàåò íàèáûñòðåéøåå äîñòèæåíèå âåðøèíû. Â ýòîì ñëó÷àå ëèíèÿìè
óðîâíåé áóäóò ïðîåêöèè ëèíèé ïåðåñå÷åíèÿ ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ñ
ïîâåðõíîñòüþ ãîðû, ò.å. F(x) = const.

Àíàëèòè÷åñêè ìåòîä ãðàäèåíòà  çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

xi
k+1  = xi

k  � λ(∂F/∂xi)x
k

èëè

xk+1  = xk  � λ grad F(xk),

ãäå λ � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé èëè ïåðåìåííûé (λ = λk) ïàðàìåòð,
îïðåäåëÿþùèé âåëè÷èíó øàãà; k = 0,1,2,� � íîìåð øàãà.

Åñëè àíàëèòè÷åñêè ïðîèçâîäíûå îïðåäåëèòü íåâîçìîæíî, èõ âû÷èñëÿþò
ïðèáëèæåííî:

∂F / ∂xi ≈ ∆F / ∆xi,

ãäå ∆F � ïðèðàùåíèå ôóíêöèè F ïðè èçìåíåíèè ïåðåìåííîé xi íà âåëè÷èíó
∆xi. Â òî÷êå ýêñòðåìóìà ãðàäèåíò ðàâåí íóëþ.

Ðèñ. 1.15. Ìåòîäû ïîêîîðäèíàòíîãî (à), ãðàäèåíòíîãî (á)
è íàèñêîðåéøåãî (â) ñïóñêîâ
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Ìîäèôèêàöèé ìåòîäà ãðàäèåíòà ìíîãî, íî íåò åäèíîîáðàçèÿ â
òåðìèíîëîãèè. Çäåñü áóäóò ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè, êîòîðûå
íå âñåãäà îòíîñÿò ê êëàññó ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ è êîòîðûì â ëèòåðàòóðå
èíîãäà äàþòñÿ èíûå íàçâàíèÿ.

Ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ � ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà (ñì. ðèñ. 1.15,
ëîìàííàÿ ëèíèÿ â). Íàïðàâëåíèå ãðàäèåíòà îïðåäåëÿþò â íà÷àëüíîé òî÷êå
(grad F)x0 è äàëåå â ýòîì íàïðàâëåíèè îñóùåñòâëÿþò ñïóñê äî òåõ ïîð, ïîêà
ïðîèçâîäíàÿ ∂F/∂xi, âçÿòàÿ âäîëü ýòîãî íàïðàâëåíèÿ, íå îáðàòèòñÿ â íóëü.
Ïîñëå ýòîãî ñíîâà îïðåäåëÿþò íàïðàâëåíèå ãðàäèåíòà è îñóùåñòâëÿþò ïî
íåìó ñïóñê äî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé è ò. ä.

Êëàññè÷åñêèé ìåòîä ãðàäèåíòà ïðåäïîëàãàåò äâèæåíèå ïî êðèâîé
ãðàäèåíòà, íîðìàëüíîé ê ëèíèÿì óðîâíåé (ëèíèÿ á íà ðèñ. 1.15), è ïðè ìàëîì
øàãå ∆xi = xi

k+1 � xi
k ìîæåò áûòü îïèñàí ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèåì:

dx/dt = � λ grad F(x).

1.4.2. Ìåòîäû Íüþòîíà è ñåêóùèõ

Áëèçêèì ê ìåòîäó ãðàäèåíòà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà (ïîñëåäîâàòåëüíûé
ïîèñê ìåòîäîì ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ñ îñüþ àáñöèññ), êîòîðûé øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îòûñêàíèÿ íóëåé ôóíêöèè (êîðíåé óðàâíåíèÿ). Ïîèñê íóëåé
ôóíêöèè ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè è íàîáîðîò.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé  F(õ) (ðèñ. 1.16).
Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îòûñêàíèÿ íóëÿ ôóíêöèè  îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

xk+1 = xk � F(xk)/F′ (xk).

Ðèñ. 1.16. Ìåòîä Íüþòîíà
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Ãåîìåòðè÷åñêè ïðîöåññ îòûñêàíèÿ íóëÿ ôóíêöèè ïî ìåòîäó Íüþòîíà
çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåäåíèè êàñàòåëüíîé ê êðèâîé ó = F(õ) â òî÷êå xk, óðàâíåíèå
êîòîðîé çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

y(x) = F(xk)  � F′ (xk)(x � xk).

Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ îñüþ àáñöèññ ïðèíèìàþò çà íîâóþ
òî÷êó, â êîòîðîé ïðîâîäÿò ñëåäóþùóþ êàñàòåëüíóþ è ò. ä.

Ýòîò ìåòîä â îòëè÷èå îò ìåòîäà ãðàäèåíòà íå ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòè.
Äëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè èñïîëüçóþò ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà,
êîòîðûé ââîäèò øàã 0 < λk < 1. Ïðè ýòîì ïðîöåññ îòûñêàíèÿ íóëÿ çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

xk+1 = xk  � λk [F(xk)/F′ (xk)].

Áîëåå ïðîñòûì äëÿ âû÷èñëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì Íüþòîíà
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñåêóùèõ, õîòÿ îí îáëàäàåò áîëåå ìåäëåííîé ñõîäèìîñòüþ.

×åðåç õ° è õ1 îáîçíà÷èì äâå òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé
ó = F(õ) èìååò ðàçíûå çíàêè (ðèñ. 1.17). Óðàâíåíèå ñåêóùåé, ïðîâåäåííîé
÷åðåç äâå òî÷êè [õ°, F(õ°)], [õ1 , F(õ1)], áóäåò èìåòü âèä:

y = [F (õ1) � F(õ°)]x / (õ1 � õ0) + [F (õ0) õ1 � F(õ1) õ0] / (õ1 � õ0).

Ðèñ. 1.17. Ìåòîä ñåêóùèõ

Òî÷êó õ2 ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ îñüþ àáñöèññ îïðåäåëèì èç ôîðìóëû

õ2 = [F (õ1) õ0 � F(õ0) õ1] / [F(õ1) � F(õ0)]
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è ïðèìåì çà ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå. Î÷åðåäíóþ ñåêóùóþ ïðîâåäåì ÷åðåç
òî÷êè [õ°, F (õ0)] è [õ2, F(õ2)] è ò. ä. Â îáùåì ñëó÷àå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

õk+1 = [F (õk) õ0 � F(õ0) õk] / [F(õk) � F(õ0)].

Â îòëè÷èå îò ìåòîäà Íüþòîíà çäåñü íå òðåáóåòñÿ íà êàæäîì øàãå âû÷èñ-
ëÿòü ïðîèçâîäíûå, äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü òîëüêî çíà÷åíèå ñàìîé ôóíêöèè.

1.4.3. Îâðàæíûé ìåòîä

Åñëè òîïîãðàôèÿ ïîâåðõíîñòè èìååò �îâðàæíûé� õàðàêòåð (ðèñ. 1.18), òî
ãðàäèåíòíûé ìåòîä ìîæåò îêàçàòüñÿ ìàëîýôôåêòèâíûì, òàê êàê äâèæåíèå
ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïîñëåäîâàòåëüíî ñ îäíîãî ñêëîíà íà äðóãîé ñ î÷åíü
ìåäëåííûì ïðîäâèæåíèåì ê òî÷êå ìèíèìóìà xîïò.

Ðèñ. 1.18. Ëèíèè óðîâíåé ïðè íàëè÷èè �îâðàãîâ�

Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçðàáîòàíî ìíîãî ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ óñêîðåííîãî
ïðîäâèæåíèÿ âäîëü îâðàãà èëè ãðåáíÿ, êîòîðûå òàê èëè èíà÷å îñíîâàíû íà
ðåëàêñàöèîííîì ìåòîäå, ÿâëÿþùåìñÿ îáîáùåíèåì ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ.
Â îáùåì ñëó÷àå ðåëàêñàöèîííûé èòåðàöèîííûé ìåòîä îñíîâàí íà
ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

õk+1 = õk  + Bk (dF/dx)x
k. (1.21)

Îäèí ìåòîä îòëè÷àåòñÿ îò äðóãîãî âûáîðîì ìàòðèöû Âk. Òàê, ãðàäèåíòíûé
ìåòîä ïîëó÷àåòñÿ, åñëè Â k = λÅ , ãäå Å � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ìåòîä
ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ôîðìóëû (1.21), åñëè â ìàòðèöå
Âk âñå ýëåìåíòû, êðîìå îäíîãî, ðàñïîëîæåííîãî íà äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ.
Íà êàæäîé èòåðàöèè ïîëîæåíèå íåíóëåâîãî ýëåìåíòà âûáèðàåòñÿ çàíîâî.

Ïðè ïåðâîì îâðàæíîì ìåòîäå çàäàåòñÿ ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε1.
Â î÷åðåäíîé òî÷êå õk âû÷èñëèì âñå ïðîèçâîäíûå ∂F/∂xi. Äàëåå îñóùåñòâèì
ãðàäèåíòíûé ñïóñê, ïîëàãàÿ ðàâíûìè íóëþ ïðîèçâîäíûå, àáñîëþòíîå çíà÷åíèå
êîòîðûõ ìåíüøå ε1, ò.å.
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|∂F/∂xi | ≤ ε1.

Ýòîò ìåòîä ìîæåò îáåñïå÷èòü áûñòðûé ñïóñê íà äíî �îâðàãà�. Äëÿ
óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ ïî äíó �îâðàãà� ââîäÿò äðóãîå áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî  1 ≤ ε2. Îïÿòü èñïîëüçóþò ìåòîä ãðàäèåíòîâ, íî ïîëàãàÿ ðàâíûìè íóëþ
âñå òå ïðîèçâîäíûå, äëÿ êîòîðûõ

ε2 ≤ |∂F/∂xi|.

Äðóãîé ìåòîä óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ ïî îâðàãó çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Âíà÷àëå âûáèðàþò äâå áëèçêèå òî÷êè x° è x° è èç íèõ ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì
ñïóñêàþòñÿ ñ ìàëûì øàãîì â òî÷êè õ1 è x 1 ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå ÷åðåç íèõ
ïðîâîäÿò ïðÿìóþ è âäîëü íåå äåëàþò áîëüøîé îâðàæíûé øàã λ â òî÷êó õ2, ãäå
ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ è îïðåäåëÿåòñÿ íîâîå íàïðàâëåíèå îâðàæíîãî øàãà (ðèñ.
1.19).

Ðèñ. 1.19. Ìåòîä �îâðàãîâ�

1.5. Ìåòîäû îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà â óñëîâèÿõ ïîìåõ

Áûñòðàÿ ñõîäèìîñòü ïðè íàëè÷èè ïîìåõ (íàïðèìåð, êîãäà çàìåðû
õàðàêòåðèñòèê îïòèìèçèðóåìîãî ïðîöåññà ñîäåðæàò ñëó÷àéíûå îøèáêè) ìîæåò
ïðèâåñòè ê àñèìïòîòè÷åñêîé îøèáêå, ò.å. ïîèñê áóäåò ñõîäèòüñÿ ê
íåïðàâèëüíîìó çíà÷åíèþ. Îñíîâíûì îãðàíè÷åíèåì â ñêîðîñòè óìåíüøåíèÿ
èíòåðâàëà ïîèñêà ÿâëÿåòñÿ óðîâåíü øóìîâ.

Äîïóñòèì, òðåáóåòñÿ íàéòè íóëü xîïò ôóíêöèè ó(õ), èçìåðåíèå çíà÷åíèé
êîòîðîé z(õ) ïðîèçâîäèòñÿ ñ îøèáêàìè. Ñäåëàåì îãðàíè÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî
ïîìåõè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó(õ) � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ôóíêöèè z (õ), ò.å.

M{z(x)}= y(x),

ãäå M{z(x)}� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ó(õ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðåãðåññèè äëÿ ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà z(õ). Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðåãðåññèè ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâëÿåò
ñòàòèñòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò äðóãîé.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî  äèñïåðñèÿ  îøèáêè åñòü âåëè÷èíà îãðàíè÷åííàÿ,
ò.å.

σ2
z (x) = M{z(x) � y(x)}< ∞. (1.22)

Ïðè ýòîì õ èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

xk+1 = xk � γk z(xk),

ãäå xk è xk+1 � çíà÷åíèÿ õ â k-ì è (k+1)-ì ýêñïåðèìåíòàõ; z(xk) � ðåçóëüòàò
èçìåðåíèÿ íà k-ì øàãå. Ñìûñë ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè î÷åíü ïðîñò:
íà êàæäîì øàãå êîððåêöèþ â çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà γk âíîñÿò ïðîïîðöèî-
íàëüíî çíà÷åíèþ ôóíêöèè, èçìåðåííîìó íà ïðåäûäóùåì øàãå. Äîïóñòèì, ÷òî
ïîìåõà îòñóòñòâóåò èëè ìàëà. Òîãäà â çàâèñèìîñòè îò âèäà ôóíêöèè è çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòà γk âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: â ðåçóëüòàòå êîððåêöèè òî÷êà xk+1 èëè
íå äîéäåò äî íóëÿ ôóíêöèè ó(õ) , èëè ïåðåéäåò çà íåãî. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ïðîöåññ ïîèñêà ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ ê íóëåâîé òî÷êå, âî âòîðîì ñëó÷àå îí
íîñèò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð. Ïðè íàëè÷èè ïîìåõ ïðîöåññ íîñèò òîò æå
õàðàêòåð. Êîýôôèöèåíòû γk îïðåäåëÿþò òàíãåíñ óãëà, îáðàçîâàííîãî
ãèïîòåíóçîé òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé:

-γk = (xk+1 � xk) / z(xk).

Â ìåòîäå ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè γk çàäàþòñÿ çàðàíåå è äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Äëÿ ñõîäèìîñòè ïðîöåññà ïîèñêà
íåîáõîäèìî, ÷òîáû

lim γk = 0 (1.23)

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåëè÷èí γk íå äîëæíà ñõîäèòüñÿ, ò.å.

∞ ∞

∑γk = ∞;                ∑(γk)2 < ∞. (1.24)
k=1 k=1

Â ýòîì ñìûñëå â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ êîððåêöèè γγγγγk ìîæíî
âûáèðàòü ãàðìîíè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

γk = 1 /k.

Óñëîâèå (1.24) ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè äëèíà øàãà
óìåíüøàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì, òî ïðîöåññ ìîæåò íå
äîéòè äî íóëÿ, òàê êàê âåëè÷èíà îáùåé êîððåêöèè îãðàíè÷åíà. Î÷åâèäíî, ÷òî
ðÿä

∞
∑ 1/kp

k=1

ïðè p>1 ñõîäèòñÿ, ò.å.
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∞
∞ > ∑ 1/kp,

k=1

à ïðè ð ≤ 1 ðàñõîäèòñÿ, ò.å.

∞

∑ 1/kp = ∞. (1.25)
k=1

Îäíàêî ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç êâàäðàòîâ êîýôôèöèåíòîâ, äîëæåí
ñõîäèòüñÿ:

∞

∑  (γk)2 < ∞. (1.26)
k=1

Ýòîìó óñëîâèþ îïÿòü óäîâëåòâîðÿåò ãàðìîíè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

∞
 ∑ 1/k2 = 1 + 1/4 + 1/9 + ... < ∞.
k=1

Ñìûñë ýòîãî óñëîâèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ σ
äîëæíà óìåíüøàòüñÿ ñ ðîñòîì k.

×àùå âñåãî â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ êîððåêöèè
âûáèðàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Íàêîíåö, èìååòñÿ åùå îäíî óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé x è z(x). Òàê êàê êîððåêöèÿ íà êàæäîì øàãå
ïðîïîðöèîíàëüíà çíà÷åíèþ z(x) íà ïðåäûäóùåì øàãå, òî íàäî áûòü óâåðåííûì,
÷òî âåëè÷èíû z(xk) îãðàíè÷åíû. Âûøå áûëî íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó
äèñïåðñèè îøèáêè ó (õ) � z (õ), ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû áûëà
îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ ðåãðåññèè :

|y| < A |x � xîïò| + B < ∞. (1.27)

Âåëè÷èíû A è Â äîëæíû áûòü êîíå÷íû, íî íå îáÿçàòåëüíî èçâåñòíû.
Åñëè âåëè÷èíà A èçâåñòíà õîòÿ áû ïðèáëèæåííî, òî ìîæíî óñêîðèòü ïîèñê.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.22) � (1.26) ýòà ïðîöåäóðà ñõîäèòñÿ â
ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå:

lim M{(xk � xîïò)}= 0.
k → ∞

Ïðè îòûñêàíèè ìàêñèìóìà ôóíêöèè äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ â óñëîâèÿõ
ïîìåõ ñëåäóåò   çàïèñàòü ôîðìóëó ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîèçâîäíîé ó′(õ),
îáîçíà÷èâ åå èçìåðåíèå ÷åðåç z′(x). Òîãäà ïîëó÷èì

xk+1 = xk +  γk z′(xk),

ò.å. ïðîöåäóðà ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè â ýòîì ñëó÷àå èçìåíÿåò øàã
ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè íà k-ì øàãå èëè ïðîïîðöèîíàëüíî
ãðàäèåíòó â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, ýòî ïðîñòî ãðàäèåíòíûé
ìåòîä. Íî â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèÿ z′(xk) ãîðàçäî ñèëüíåå
çàãðÿçíåíà øóìàìè [áîëüøå îòëè÷àåòñÿ îò ó′(õk), ÷åì z(x) îò y(x)]. Ìîæíî íå
äèôôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèþ, à èçìåíÿòü øàã ïðîïîðöèîíàëüíî âåëè÷èíå
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[z(xk + bk) � z (xk � bk)] / 2bk,

ãäå bk � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðè ìàëîì bk ýòà âåëè÷èíà ïðîïîðöèîíàëüíà
ïðîèçâîäíîé z′. Ïîýòîìó ïðîöåäóðà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

xk+1 = xk +  γk [z(xk + bk) � z (xk � bk)] / 2bk,

ãäå γk � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Êîýôôèöèåíòû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
óñëîâèÿì:

lim γk = 0       ïðè k → ∞
lim bk = 0       ïðè k → ∞

∞
∑γk = ∞;
k=1

∞
∑ (γk/bk) 2 < ∞.
k=1

Äëÿ ñõîäèìîñòè íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íå î÷åíü æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé.
Èìåþòñÿ òàêæå óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íûå íåñìåùåííîñòè îöåíêè è

îãðàíè÷åííîñòè äèñïåðñèè ïîìåõè. Ïðè ýòîì äîêàçàíî, ÷òî ïðîöåäóðà ñõîäèòñÿ
(ò.å. ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ê òî÷êå ìàêñèìóìà) êàê â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, òàê è â
âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå ïðè óñëîâèè îäíîãî ìàêñèìóìà (óíèìîäàëüíîé
ôóíêöèè).

Íàïîìèíàåì, ÷òî âûøåîïèñàííûå ìåòîäû ïî ñóùåñòâó ÿâëÿþòñÿ
ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà.

Åñëè ïðîèçâîäíàÿ (èëè ãðàäèåíò) âåëèêà â äàííîé òî÷êå (íàïðèìåð, êðóòàÿ
ãîðà), íåîáõîäèì áîëüøîé øàã, òàê êàê k-ÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ äàëåêî îò ýêñòðåìóìà
(âåðøèíû). Ïðè ìàëîé ïðîèçâîäíîé øàã ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷òîáû íå
�ïðîñêî÷èòü� ýêñòðåìóì (âåðøèíó).

2. ÎÑÍÎÂÛ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

2.1. Çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

2.1.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Áîëüøèíñòâî çàäà÷ îïòèìèçàöèè îòíîñèòñÿ ê íåëèíåéíûì, íî ðåøåíèå
íåëèíåéíûõ çàäà÷ � ýòî ñëîæíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîáëåìà. Ïîýòîìó
ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷
èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå
âûäåëÿåòñÿ ñðåäè äðóãèõ ìåòîäîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ êàê îñíîâà äëÿ ìíîãèõ
ïðîöåäóð ðåøåíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: èùåòñÿ ìàêñèìóì ëèíåéíîé ôîðìû (ôóíêöèè öåëè)

n

L = c1x1 + c2x2 + ... + cnxn = ∑ cixj (2.1)
i=1

ïðè óñëîâèÿõ

ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn  ≤ bi,         i = 1, 2, ..., m;      j = 1,2, �, n;
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èëè

�ai1x1 � ai2x2 � ... � ainxn + bi  ≥ 0.

Ñëîâåñíî çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü òàê: òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìóì ëèíåéíîé ôîðìû îò n ïåðåìåííûõ ïðè
m îãðàíè÷åíèÿõ â âèäå íåðàâåíñòâ èëè ðàâåíñòâ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
âñåãäà ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî î ðàâåíñòâàõ, òàê êàê ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ xn+ν (ν = 1, ..., p ≤ m) íåðàâåíñòâà âñåãäà ìîæíî ñâåñòè ê
ðàâåíñòâàì. Òàê, îãðàíè÷åíèå

ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn ≤ bi (2.2)

ìîæíî ñâåñòè ê ðàâåíñòâó, äîáàâèâ ïåðåìåííóþ xn+1

ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn + xn+1 = bi. (2.3)

Òîãäà óñëîâèå (2.2) ñâåäåòñÿ ê (2.3) è óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè
ïåðåìåííîé xn+1. Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ n ïåðåìåííûõ  xj, êîòîðûå
áû îáðàùàëè â ìàêñèìóì ëèíåéíóþ ôîðìó

L = c1x1 + c2x2 + ... + cnxn

ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ m ðàâåíñòâ

ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn  = bi,       i = 1, 2, ..., m

è n íåðàâåíñòâ xj ,    j = 1,2, �, n.

2.1.2. Ïðèìåðû ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ëèíåéíîìó
ïðîãðàììèðîâàíèþ.

Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à

Â òðåõ ìåñòîðîæäåíèÿõ äîáûâàåòñÿ îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî óãëÿ.
Èìåþòñÿ òðè ïóíêòà ïîòðåáëåíèÿ óãëÿ. Èçâåñòíû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïóíêòàìè
äîáû÷è è ïîòðåáëåíèÿ è ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê cij (i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3).
Íåîáõîäèìî òàê îïðåäåëèòü äåâÿòü ÷èñåë xij, îçíà÷àþùèõ êîëè÷åñòâî ãðóçîâ,
ïåðåâîçèìûõ èç ïóíêòà äîáû÷è â ïóíêò ïîòðåáëåíèÿ, ÷òîáû ñóììàðíàÿ
ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê áûëà ìèíèìàëüíà:

L = ∑ cijxij   →  min

ïðè óñëîâèÿõ

x1j + x2j + x3j  = bj,       j = 1, 2, 3,

òðåáóþùèõ, ÷òîáû ñïðîñ  óäîâëåòâîðÿëñÿ âî âñåõ ïóíêòàõ, è ïðè óñëîâèÿõ

xi1 + xi2 + xi3  = ai,        i = 1, 2, 3,
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òðåáóþùèõ, ÷òîáû èç êàæäîãî ïóíêòà äîáû÷è âûâîçèëîñü óãëÿ íå áîëüøå
êîëè÷åñòâà ài, êîòîðîå íà íåì ïðîèçâîäèòñÿ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî
äîáûòîãî óãëÿ ðàâíî ñóììå ïîòðåáëÿåìîãî, ò.å.

3 3

∑ ai   = ∑ bj ,
i=1 j=1

õîòÿ ýòî îãðàíè÷åíèå íåïðèíöèïèàëüíî.

Çàäà÷à î ðàöèîíàëüíîì ïèòàíèè

Ïðè ïðàâèëüíîì ïèòàíèè êàëîðèéíîñòü ïèùåâûõ ïðîäóêòîâ äîëæíà
ïîëíîñòüþ âîçìåùàòü ðàñõîä ýíåðãèè ÷åëîâåêà, ïðè÷åì ïîòðåáëåíèå
îòäåëüíûõ ðàñòèòåëüíûõ è æèâîòíûõ æèðîâ, áåëêîâ, óãëåâîäîâ è âèòàìèíîâ
íå äîëæíî ïðåâûøàòü îïðåäåëåííóþ íîðìó.

Ïðåäïîëîæèì, èìååòñÿ n ðàçëè÷íûõ ïðîäóêòîâ êàëîðèéíîñòüþ a1j (j = 1,
2, ..., n), ðàâíîé ÷èñëó êàëîðèé â åäèíèöå ìàññû. Â åäèíèöå ìàññû j-ãî ïðîäóêòà
ñîäåðæèòñÿ a2j æèðîâ, a3j áåëêîâ, a4j óãëåâîäîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç b1, b2, b3, b4

ïîòðåáíîñòü îðãàíèçìà â ýíåðãèè, æèðàõ, áåëêàõ è óãëåâîäàõ ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà ïðè ïðàâèëüíîì ïèòàíèè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn  ≥ b1 ;

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn  ≤ b2 ;

a31x1 + a32x2 + ... + a3nxn  ≤ b3 ;

a41x1 + a42x2 + ... + a4nxn  ≤ b4 ,

ãäå xj ≥ 0 � êîëè÷åñòâî ïîòðåáëåíèÿ j-ãî ïðîäóêòà.
Åñëè ââåñòè òðåáîâàíèå ýêîíîìíîãî ðàñõîäîâàíèÿ ñðåäñòâ, òî ýòî

ýêâèâàëåíòíî êðèòåðèþ

n

L = ∑ cjxj    → min.
j=1

Åñëè ïîìåíÿòü çíàêè b1, a1j (j = 1, 2, ..., n), òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî
çàïèøåòñÿ â âèäå

�a11x1 � a12x2 � ... � a1nxn  ≤ �b1 .

Ïîñëå ýòîãî çàäà÷à î ðàöèîíàëüíîì ïèòàíèè ïðèîáðåòàåò ñòàíäàðòíûé
âèä çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Çàäà÷à îá èñïîëüçîâàíèè ðåñóðñîâ

Ïðåäïðèÿòèå èìååò îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ: ðàáî÷óþ ñèëó,
ñûðüå, îáîðóäîâàíèå è ò. ä. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî ðåñóðñîâ
ðàâíî òðåì, è êàæäîãî ðåñóðñà èìååòñÿ b1, b2, b3,   óñëîâíûõ åäèíèö.
Ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò äâà âèäà òîâàðîâ. Äëÿ ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû êàæäîãî
òîâàðà çàòðà÷èâàåòñÿ àij ðåñóðñîâ. Èçâåñòíà ñòîèìîñòü ñi åäèíèöû êàæäîãî
òîâàðà. Òðåáóåòñÿ ïðè äàííûõ ðåñóðñàõ âûïóñòèòü òàêóþ êîìáèíàöèþ òîâàðîâ
x1 è x2, ÷òîáû äîõîä ïðåäïðèÿòèÿ L áûë ìàêñèìàëåí. Ïðè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
ñòîèìîñòè ïðîäóêöèè îò êîëè÷åñòâà ïðîäóêöèè çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
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L= c1x1 + c2x2  → max;

ai1x1 + ai2x2  ≤ bi ;          i = 1, 2, 3;     xj ≥ 0

è îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Åñëè ñòîèìîñòü
òîâàðîâ íå çàâèñèò ëèíåéíî îò èõ êîëè÷åñòâà, òî èìååò ìåñòî çàäà÷à
íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Çàäà÷à î çàãðóçêå òðàíñïîðòà

Ïóñòü èìååòñÿ òðàíñïîðòíàÿ åäèíèöà ãðóçîïîäúåìíîñòüþ b, êîòîðóþ
íåîáõîäèìî çàãðóçèòü ðàçëè÷íûìè ïðåäìåòàìè xj â ðàçíûõ êîëè÷åñòâàõ, ïðè÷åì
cj � ñòîèìîñòü; wj � âåñ îòäåëüíîãî ïðåäìåòà j-ãî òèïà. Íàïðèìåð, çàãðóæàþòñÿ
àâòîìîáèëè. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü îïòèìàëüíóþ çàãðóçêó òàê, ÷òîáû ñòîèìîñòü
ïåðåâîçèìîãî ãðóçà áûëà ìèíèìàëüíîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñòîèìîñòü âñåãî ïåðåâîçèìîãî ãðóçà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

n

L = ∑ cjxj.
j=1

Íåîáõîäèìî íàéòè òàêèå öåëûå ÷èñëà xj (j = 1, 2, ..., n ), ïðè êîòîðûõ ýòà
ëèíåéíàÿ ôîðìà ïðèíÿëà áû ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè óñëîâèÿõ

n

∑ wjxj ≤ bi ;       i  = 1, 2, ..., m.
j=1

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ â ýòîé çàäà÷å ÷èñëî îãðàíè÷åíèé  i = 1. Îíà
ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ðàíåå ðàññìîòðåííûõ òåì, ÷òî â íåé èñêîìûå
çíà÷åíèÿ âåëè÷èí xj öåëî÷èñëåííûå. Ïîýòîìó åå ìîæíî îòíåñòè ê çàäà÷àì
öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ðàçëè÷íûìè
ñïîñîáàìè, â òîì ÷èñëå è ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

2.2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Â ðåøåíèè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ
ãåîìåòðè÷åñêèìè èíòåðïðåòàöèÿìè.

Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (2.2) îïðåäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå âûïóêëóþ îáëàñòü
x1, ..., x n � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê èëè ìíîãîóãîëüíèê. Äëÿ ïðîñòîòû
ðàññìîòðèì ñëó÷àé äëÿ n = 2 ïåðåìåííûõ:

a11x1 + a12x2 + b1  ≤ 0 ;
a21x1 + a22x2 + b2 ≤  0;
. . . . . . . . . . . . . . . . .

(2.4)

am1x1 + am2x2 +bm  ≤ 0.

Êàæäîå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé îïðåäåëÿåò îáëàñòü, ëåæàùóþ ïî îäíó
ñòîðîíó îò ïðÿìîé:

ai1x1 + ai2x2 + bi = 0.

Âûïóêëîé íàçûâàåòñÿ   òàêàÿ îáëàñòü G âåêòîðíîé ïåðåìåííîé õ, äëÿ
êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: åñëè èç ëþáûõ äâóõ çíà÷åíèé
âåêòîðîâ õ1 è õ2, ïðèíàäëåæàùèõ ýòîé îáëàñòè (õ1 ⊂ G, õ2 ⊂ G), îáðàçîâàòü
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âûïóêëóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

õ3 = λõ1 + (1 � λ) õ2, (2.5)

ãäå λ � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî 0 ≤ λ ≤ 1, òî âåêòîð
õ3 òàêæå áóäåò ïðèíàäëåæàòü ýòîé îáëàñòè: õ3 ⊂ G.

Íà ðèñ. 2.1 èçîáðàæåíû âûïóêëàÿ è íåâûïóêëàÿ îáëàñòè çíà÷åíèé õ1 è õ2.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà ðèñ. 2.1, á âûáðàòü òî÷êó õ3, ðàâíóþ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè òî÷åê õ1 è õ2, òî îíà íå áóäåò ïðèíàäëåæàòü çàøòðèõîâàííîé
îáëàñòè, è ïîýòîìó ýòà îáëàñòü íå áóäåò âûïóêëîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè
íà ðèñ. 2.1, à, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.5), è ïîýòîìó ýòà îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé.

Ëèíåéíàÿ ôîðìà (2.1) â ñëó÷àå äâóõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò âèä

L= c1x1 + c2x2. (2.6)

Ýòî óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïëîñêîñòè (x1, x2), ïåðåñåêàþùåé îñè x1, è x2   â
òî÷êàõ L/ñ1 è L/ñ2 ñîîòâåòñòâåííî  (ðèñ. 2.2). Âåëè÷èíû ñ1 è ñ2 îïðåäåëÿþò

Ðèñ. 2.1. Âûïóêëàÿ (à) è íåâûïóêëàÿ (á) îáëàñòè çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ

à)

á)
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íàêëîí ïðÿìîé [óãîë íàêëîíà ê îñè õ1 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé cos a = ñ1/(ñ1
2
 + ñ2

2)1/2

îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïðÿìîé, êîòîðîå íàõîäèòñÿ
èç ôîðìóëû d = L/(ñ1

2
 + ñ2

2)1/2]. Òåïåðü ìîæíî äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Åñëè òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü òàêèå x1 è x2, êîòîðûå ïðèäàëè áû ëèíåéíîé ôîðìå ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå, òî ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ïðÿìóþ L
[ôîðìóëà (2.6)], ïðîõîäÿùóþ õîòÿ áû ÷åðåç îäíó òî÷êó îáëàñòè è èìåþùóþ
ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå d îò íà÷àëà êîîðäèíàò (ðèñ. 2.3, à). Â ñëó÷àå
ìàêñèìèçàöèè ýòî ðàññòîÿíèå äîëæíî áûòü ìàêñèìàëüíûì (ðèñ. 2.3, á). Ìîãóò
ïðåäñòàâèòüñÿ äâà âàðèàíòà: ïðÿìàÿ èìååò ñ äîïóñòèìîé îáëàñòüþ G îäíó
îáùóþ òî÷êó â âåðøèíå îáëàñòè èëè ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç åå ðåáåð. Âî âòîðîì
âàðèàíòå (ðèñ. 2.4) èìååò ìåñòî âûðîæäåííûé ñëó÷àé, ò.å. ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
öåëè ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ÷àñòüþ îäíîãî èç îãðàíè÷åíèé.

Ðèñ. 2.2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè

d =
 m

in

90°

Ðèñ. 2.4. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
âûðîæäåííûé ñëó÷àé
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2.3. Ñèìïëåêñ-ìåòîä â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè

Çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ óäîáíî ðåøàòü ñèìïëåêñ-ìåòîäîì
� ñïåöèàëüíûì ìåòîäîì îïòèìàëüíîãî (íàïðàâëåííîãî) ïåðåõîäà. Îí
çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïåðåõîäå îò îäíîé âåðøèíû îáëàñòè
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ê äðóãîé, ñîñåäíåé, â êîòîðîé çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè
ëó÷øå, ÷åì â èñõîäíîé òî÷êå. Äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî ïåðèìåòðó êîíòóðà
äâóìåðíîé îáëàñòè èëè â ñëó÷àå áîëåå äâóõ ïåðåìåííûõ ïî ðåáðàì
ìíîãîìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà. Áîëåå îïòèìàëüíûì, ñòðîãî ãîâîðÿ, áûë áû ïóòü

d =
 m

in

d 
=

 m
ax

Ðèñ. 2.3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
äëÿ ñëó÷àåâ ìèíèìóìà (à) è ìàêñèìóìà (á)

à)

á)
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íå ïî ïåðèìåòðó (èëè ðåáðàì), à ïîïåðåê îáëàñòè èëè âäîëü ãðàíè, èëè âíóòðè
îáúåìà ìíîãîãðàííèêà ê îïòèìàëüíîé âåðøèíå.

Àíàëèòè÷åñêè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî:
� ýêñòðåìóì â çàäà÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ �

åäèíñòâåííûé, ò.å. ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è
ãëîáàëüíûì è äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé, êàê
ïðàâèëî, â âåðøèíå (ïðè ýòîì èñêëþ÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ îñîáûå ñëó÷àè,
â òîì ÷èñëå ñëó÷àè äîñòèæåíèÿ ýêñòðåìóìà íà ìíîæåñòâå òî÷åê,
ðàñïîëîæåííûõ íà ðåáðå âûïóêëîé îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé);

� ñèìïëåêñ-ìåòîä îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ê ýêñòðåìàëüíîé òî÷êå çà
êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ (êîíå÷íîñòü ñèìïëåêñ-ìåòîäà ), òàê êàê îí
ïðåäóñìàòðèâàåò ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðîñìîòð âåðøèí ìíîãîãðàííèêà, ÷èñëî
êîòîðûõ êîíå÷íî, è (ïðè îïðåäåëåííûõ îãîâîðêàõ) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé
ïðîöåäóðîé îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà.

Ïóñòü èñõîäíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ñîäåðæèò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå
ïåðåìåííûå è ðàâåíñòâà, à íå íåðàâåíñòâà-ðàâåíñòâà. Åñëè ýòîãî íåò, òî
èçìåíåíèåì íà÷àëà êîîðäèíàò ìîæíî äîáèòüñÿ ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ
êîîðäèíàò â äîïóñòèìîé îáëàñòè, à ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ ñâåñòè íåðàâåíñòâà ê ðàâåíñòâàì.

Ãåîìåòðè÷åñêè (äëÿ ñëó÷àÿ n = 2) ýòîò ìåòîä îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Íà
ïåðâîì øàãå âûáèðàþò ëþáóþ âåðøèíó ìíîãîãðàííèêà è ïðîâîäÿò ÷åðåç íåå
ïðÿìóþ � ôóíêöèþ öåëè. Ðåøåíèÿ (êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ x1, x2), ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå âåðøèíå, áóäóò îïîðíûìè (áàçèñíûìè). Ïî íàéäåííûì çíà÷åíèÿì x1, x2  è
ôóíêöèè öåëè íàõîäÿò íàïðàâëåíèå ê äðóãîé âåðøèíå (âòîðîé øàã), â êîòîðîé
ôóíêöèÿ öåëè âîçðàñòàåò (èëè óáûâàåò, åñëè èùåòñÿ ìèíèìóì). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àþò âòîðîå îïîðíîå ðåøåíèå. Ñèìïëåêñ-ìåòîä äàåò îïòèìàëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ, ïðèâîäÿùóþ ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ, åñëè îíî
ñóùåñòâóåò.

Íàãëÿäíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðîöåññà íàõîæäåíèÿ
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷èòñÿ, åñëè îò èñõîäíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò (x1, x2) ïåðåéòè ê äâóìåðíîé êîñîóãîëüíîé ñèñòåìå ââåäåíèåì
äîïîëíèòåëüíûõ íåîñíîâíûõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ

yν = xn+ν,           ν = 1, ..., m

â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì (2.3). Òîãäà äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ïåðåìåííûõ èìååì

yν = aν1x1 + aν2x2 + bν.

Â êà÷åñòâå ïðåîáðàçóþùèõ ôîðìóë ìîæíî âûáðàòü ëþáûå èç ñîîòíîøåíèé
(1.4). Ïðè ýòîì â îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé yν ïîëîæèòåëüíû. Èç âñåãî
ìíîãîîáðàçèÿ íàáîðà íîâûõ ïåðåìåííûõ  ñëåäóåò âûáðàòü òàêóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò,  â êîòîðîé áû íîâîå íà÷àëî êîîðäèíàò ó = 0 ñîâïàäàëî ñ îäíîé èç
âåðøèí ìíîãîãðàííèêà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ ïðèáëèæàòü íîâîå íà÷àëî
êîîðäèíàò ê îäíîé èç âåðøèí ìíîãîãðàííèêà.

Ïðèìåð. Ìàêñèìèçèðóåì ôóíêöèþ

L = �4x1  + x2 = max (2.7)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:

x1 + 4 x2  � 8 ≥ 0;
2 x1 � x2 + 2 ≥ 0;
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�x1 � x2 + 10  ≥ 0;
(2.8)

� x1 + 2x2  + 2  ≥ 0.

Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì îò ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (x1, x2) ê
êîñîóãîëüíîé (y1, y2) (ðèñ. 2.5), äëÿ êîòîðîé (ñèñòåìà 1)

y1 = �x1 + 2 x2  + 2= x3;
y2 =  x1 + 4x2 � 8 = x4.

Â íîâîé ñèñòåìå 1 îñÿìè êîîðäèíàò áóäóò ïðÿìûå y1 = 0, y2 = 0,
ñîâïàäàþùèå ñ ðåáðàìè AD è ÀÂ, íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàäåò ñ âåðøèíîé À,
êîîðäèíàòû êîòîðîé x1 = 4,  x2 = 1. Ôóíêöèÿ öåëè ïðèìåò âèä:

L = �4 x1  + x2 = 17/16 y1 � 7/6 y2 � 15,

òàê êàê

x1 = � 2/3y1 + 1/3y2  + 4;
x2 =  1/6y1 + 1/6 y2 + 1.

Â íà÷àëå êîîðäèíàò (òî÷êà A) y1 = x3 = 0; y2 = x2 = 0; LA = �15. Ôóíêöèÿ
öåëè âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè y1 = x3, ïîýòîìó ñëåäóåò äâèãàòüñÿ â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè y1 = x3; y2 = x4 = 0 è â âåðøèíå Â ïåðåéòè ê
íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ñèñòåìà 2):

y2 = x4 = x1 + 4 x2 � 8;
y3 =x5 = 2x1 � x2 + 2

(òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ y2 = 0, y3 = 0 îïðåäåëÿåò âåðøèíó B). Bûðàæàÿ èç
ôîðìóë (2.8) x1 è x2 ÷åðåç y2, y3, ïîëó÷àåì:

x1 = 1/9y2 + 4/9 y3;
x2 = 2/9y2 � 1/9 y3 + 2.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ëèíåéíóþ ôîðìó (2.7), èìååì

L = �4 x1  + x2 = �2/9 y2  � 2 y3 + 2.

Îòñþäà çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè â âåðøèíå B LB = +2.
Ïîñêîëüêó îáà êîýôôèöèåíòà ïðè ëèíåéíîé ôîðìå îòðèöàòåëüíû,

óâåëè÷èâàòü åå çíà÷åíèå, îñòàâàÿñü â ïðåäåëàõ îãðàíè÷åíèé (2.8) (ò.å. âíóòðè
ìíîãîóãîëüíèêà ABCD), áîëüøå íåâîçìîæíî � ìàêñèìóì äîñòèãíóò.

Çàìåòèì, ÷òî íà ðèñ. 2.5 ãðàíèöà  îáëàñòè  ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìûì ói = 0
(i = 1, 2, 3, 4). Íóìåðàöèÿ âñåé êîñîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ìåíÿåòñÿ íà
êàæäîì øàãå. Òàê, íà ïåðâîì øàãå ïðÿìàÿ AD ÿâëÿåòñÿ îñüþ ó2, à ïðÿìàÿ ÀÂ �
îñüþ ó1; íà âòîðîì øàãå ïðÿìàÿ ÀÂ ÿâëÿåòñÿ îñüþ ó3, à ïðÿìàÿ ÂÑ � îñüþ ó2.
Êîñîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò áóäåò âûáðàíà íåóäà÷íî, åñëè:

y1 = �x1 + 2 x2 + 2 = x3 ;
y3 = 2x1 � x2 + 2 = x5.

Â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëî êîîðäèíàò (y1 = x3 = 0, y3 = x5 = 0) ïðèäåòñÿ íà òî÷êó
Å ñ êîîðäèíàòàìè x1 = �1,5, x2= �2, íå ïðèíàäëåæàùóþ îáëàñòè äîïóñòèìûõ
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çíà÷åíèé. Îáùåå ïðàâèëî âûáîðà íà÷àëüíîé âåðøèíû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
îíà äîëæíà ëåæàòü íà ïåðåñå÷åíèè ïàðû îñåé êîñîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ói = 0
(i= 1, 2, ..., m) è ïðè ïîäñòàíîâêå åå êîîðäèíàò â äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ îñòàëüíûå
êîîðäèíàòû ój äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíû, ò.å. òî÷êà äîëæíà ïðèíàäëåæàòü
äîïóñòèìîé îáëàñòè.

Ïðè áîëüøîì ÷èñëå ïåðåìåííûõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íå òàê
óäîáíà è öåëåñîîáðàçíî íàéòè àíàëèòè÷åñêèé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Â ñèìïëåêñ-ìåòîäå, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ïðèìåðå, ïðèçíàêîì äâèæåíèÿ
âäîëü ãðàíè ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü çíàêà êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîé ôóíêöèè
öåëè, âûðàæåííîé ÷åðåç êîñîóãîëüíûå êîîðäèíàòû. Äâèãàòüñÿ ê î÷åðåäíîé
âåðøèíå ñëåäóåò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè òîé êîñîóãîëüíîé êîîðäèíàòû
ói, ïðè êîòîðîé êîýôôèöèåíò ïîëîæèòåëåí, ïðè÷åì â ñëó÷àå ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ

 L = c1y1  + c2y2 + ... + cmym
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Ðèñ. 2.5. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà
äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ
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ýòîò êîýôôèöèåíò äîëæåí áûòü íàèáîëüøèì. Ïðè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ
ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà ñ ïîìîùüþ êîñîóãîëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîõðàíÿåò ñâîþ ñèëó, òîëüêî ÷èñëî êîîðäèíàò äîëæíî
áûòü ðàâíî ÷èñëó ðåáåð, èñõîäÿùèõ èç äàííîé âåðøèíû (ðèñ. 2.6). Äàëåå
çàìåòèì, ÷òî êîñîóãîëüíûå êîîðäèíàòû yi ñîâïàäàþò ñ äîïîëíèòåëüíûìè
ïåðåìåííûìè xn+i, êîòîðûå ââîäÿòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà
ïåðåâåñòè â ñòðîãèå ðàâåíñòâà.

Ðàññìîòðèì ðèñ. 2.7, íà êîòîðîì ïðåäñòàâëåíà îáëàñòü äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèé íà ïëîñêîñòè (x1,x2) è ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè öåëè L(x1,x2). Òàê êàê
îãðàíè÷åíèÿ ëèíåéíûå, òî äîïóñòèìàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûé
ìíîãîóãîëüíèê.  Èç-çà   ëèíåéíîñòè ôóíêöèè öåëè

L(x1,x2) = c1x1 + c2x2 + b

ïîâåðõíîñòü åå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íàêëîííîé
ê ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè (x1,x2)  ïîä îïðåäåëåííûì óãëîì. Ãðàíèöà îáëàñòè

Ðèñ. 2.6. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà
äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ
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äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ÷åðåç ôóíêöèþ öåëè îòîáðàçèòñÿ â íåêîòîðûé
ìíîãîóãîëüíèê â ïëîñêîñòè L(x1,x2). Íåòðóäíî ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêîãî
âîîáðàæåíèÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî ýêñòðåìóì ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç âåðøèí ýòîãî
ìíîãîóãîëüíèêà è îí � åäèíñòâåííûé. Â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå ýêñòðåìóì
äîñòèãàåòñÿ íà ðåáðå ìíîãîóãîëüíèêà, ëåæàùåãî â ïëîñêîñòè (x1,x2), êîãäà
ëèíåéíàÿ ôîðìà ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç îãðàíè÷åíèé è ñòîðîíà ìíîãîóãîëüíèêà
â ïëîñêîñòè L(x1,x2) ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè (x1,x2).

Åñëè ôóíêöèÿ öåëè íåëèíåéíàÿ, òî ýêñòðåìóì ìîæåò äîñòèãàòüñÿ â
ñåðåäèíå ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè L(x1,x2) è ýêñòðåìóìîâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî.
Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ïðè íåëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Îáëàñòü
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé òîãäà ìîæåò áûòü ìíîãîñâÿçíîé, è â êàæäîé îäíîñâÿçíîé
îáëàñòè äîñòèãàåòñÿ ñâîé ýêñòðåìóì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíèòåëüíî ê ñèìïëåêñ-ìåòîäó ãåîìåòðè÷åñêè çàäà÷ó
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â ñëåäóþùåì âèäå. Íàä äîïóñòèìîé îáëàñòüþ çíà÷åíèé (x1,x2) ñòðîèòñÿ
ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè öåëè L(x1,x2). Òàê êàê ôóíêöèÿ öåëè ëèíåéíàÿ, òî åå
ïîâåðõíîñòü áóäåò ïëîñêîñòüþ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàññòîÿíèå ëþáîé
òî÷êè ïîâåðõíîñòè L(x1,x2) äî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè (x1,x2) ðàâíî çíà÷åíèþ
öåëåâîé ôóíêöèè ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ x1, x2. Ïðè ñèìïëåêñ-ìåòîäå èùåòñÿ

Ðèñ. 2.7. Ëîêàëüíûé (îí æå ãëîáàëüíûé) ýêñòðåìóì
â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè
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âåðøèíà, íàèáîëåå èëè íàèìåíåå óäàëåííàÿ îò ïëîñêîñòè (x1,x2). Åñëè âçÿòü
òðè ïåðåìåííûõ, òî íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ÷åòûðåõìåðíóþ ïëîñêîñòü. Îáëàñòü
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé îãðàíè÷åíà ìíîãîãðàííèêîì â ÷åòûðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Î÷åâèäíî, ÷òî ýêñòðåìóì â ýòîì ñëó÷àå áóäåò äîñòèãàòüñÿ èëè
â âåðøèíå, èëè íà ðåáðå, èëè íà ãðàíè. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è
â ñëó÷àå ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, òîëüêî òîãäà áóäóò ìíîãîìåðíûå
ìíîãîãðàííèêè è ïëîñêîñòè.

Ïðè íåëèíåéíîñòè ôóíêöèè öåëè â ñëó÷àå äâóõ ïåðåìåííûõ öåëåâàÿ
ïîâåðõíîñòü ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ìèíèìóìîâ èëè ìàêñèìóìîâ è âîçíèêàåò
òàê íàçûâàåìàÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, ãäå òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì.

Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ëèíåéíàÿ ôîðìà çàâèñèò îò âñåõ ïåðåìåííûõ

n

L = ∑ cjxj ,
j=1

íî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ íåêîòîðûå èç cj ðàâíû íóëþ. Íà ïåðâîì øàãå âûáèðàþò
m áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

∑ aijxj  + bi = 0
i, j

ïðè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ íåáàçèñíûõ êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì
ðåøåíèåì. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî âûáðàòü ëþáûå m
ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ âåêòîðû à i = ||aij|| ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò.å.
äåòåðìèíàíò ìàòðèöû ||aij|| îòëè÷åí îò íóëÿ. Îäíàêî íà ïåðâîì øàãå èõ
íåîáõîäèìî âûáðàòü òàê, ÷òîáû áàçèñíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëó
êîîðäèíàò êîñîóãîëüíîé ñèñòåìû, ïðèíàäëåæàëî äîïóñòèìîé îáëàñòè (áûëî
áû îäíîé èç åå âåðøèí). Âîïðîñ î âûáîðå íà÷àëüíîãî áàçèñà (áàçèñíîãî
ðåøåíèÿ) òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ, êîòîðîå áóäåò âûïîëíåíî íèæå.

2.4. Ôîðìàëèçîâàííàÿ ñèìïëåêñ-òàáëèöà

Ïðîöåäóðà îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà ìîæåò
îôîðìëÿòüñÿ â âèäå ñïåöèàëüíîé òàáëèöû (ôîðìàëèçîâàííîé ñèìïëåêñ-
òàáëèöû). Ðàçáåðåì ýòó òàáëèöó íà ïðèìåðå. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì
ðàññìîòðåííóþ âûøå çàäà÷ó ê òàêîìó âèäó, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü
ñèìïëåêñ-ìåòîä. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå xn+i:

x3 = �x1 + 2x2 +2 ≥ 0;
x4 = x1 + 4x2 � 8 ≥ 0;
x5 =- x1 � x2 + 10  ≥ 0; (2.9)
x6 = 2x1 � x2  + 2  ≥ 0;
L = �4 x1  + x2.

Ïðèìåð. Ïóñòü ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé ñ ââåäåíèåì  ïåðåìåííûõ çàäàíà
â âèäå ðàâåíñòâ (2.9), ò.å.

x1 � 2x2 + x3 = 2;
�x1 � 4x2 + x4 =  �8;
x1 + x2 + x5 = 10;
�2x1 + x2  + x6 = 2.
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Ìèíèìèçèðóåì L = �4 x1  + x2  ïðè xi ≥ 0, i = 1, 2, .... 6. Î÷åâèäíî, ÷òî
ðåøåíèå x1 = 0, x2 = 0, x3 = 2, x4 =�8, x5 =10, x6 = 2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì
(2.9), íî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ xi ≥ 0 è ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì.
Âûáèðàåìûå íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå îáðàçóþò êîñîóãîëüíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò â ðàíåå ðàññìîòðåííîé ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x3, x4 � íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå, è âûðàçèì ÷åðåç
íèõ áàçèñíûå ïåðåìåííûå è âåëè÷èíó L:

x1 = �2/3x3 + 1/3x4 +4;
x2 = 1/6x3 + 1/6x4 + 1;
x5 = 1/2x3 � 1/2x4 + 5; (2.10)
x6 = �3/2x3 +1/2 x4  + 9;
L = 17/6x3  � 7/6x4 � 15.

Ïîñìîòðèì, íå äîñòèãëà ëè L ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.
Êîýôôèöèåíò ïðè x4 îòðèöàòåëüíûé, ñëåäîâàòåëüíî, âîçðàñòàíèå  ïðèâåäåò ê
äàëüíåéøåìó óìåíüøåíèþ L. Îäíàêî ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ñëåäèòü, ÷òîáû x1,
x2, x5, x6, êîòîðûå çàâèñÿò îò x4, íå ñòàëè îòðèöàòåëüíûìè, ò.å. íå âûøëè èç
äîïóñòèìîé îáëàñòè. Òàê êàê óâåëè÷åíèå x4 ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ x1, x2, x6,
òî äëÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ òàêîé îïàñíîñòè íå ñóùåñòâóåò. Ðàññìàòðèâàÿ
ïåðåìåííóþ x5, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå x4 ìîæåò
áûòü x4 = 10. Ïðè ýòîì:

x1 = 22/3; x2 = 8/3;
x3 = 0;      x5 = 0;    x6 = 14.

Ïîýòîìó çà íîâûé áàçèñ ìîãóò áûòü ïðèíÿòû ïåðåìåííûå x1, x2, x4, x6,
ò.å. ìû ïåðåøëè ê âåðøèíå x3= 0, x5= 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèñòóïèòü ê
ñëåäóþùåìó øàãó, íåîáõîäèìî âûðàçèòü ýòè áàçèñíûå ïåðåìåííûå è L ÷åðåç
íåáàçèñíûå (÷åðåç êîîðäèíàòû íîâîé êîñîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò). Â
èòîãå ïîëó÷èì:

x1 = �1/3x3 � 2/3x5 +22/3;
x2 = 1/3x3 � 1/3x5 + 8/3;
x4 = x3 � 2x5 + 10;
x6 = �x3 + x5  + 14;
L = 10/3x3 + 7/3x5 � 80/3.

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî êàê áû ìû íè óâåëè÷èâàëè x3, x5, óìåíüøèòü L
íå óäàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòèãíóòî îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå, ïðè êîòîðîì

x1 = 22/3; x2 = 8/3;
x4 = 10;    x6 = 14;
Lìèí = �80/3.

Âû÷èñëåíèå óäîáíî îôîðìëÿòü â âèäå ñèìïëåêñ-òàáëèöû äëÿ êàæäîãî
øàãà. Âíà÷àëå óðàâíåíèÿ è ëèíåéíóþ ôîðìó L íà êàæäîì øàãå çàïèñûâàþò
òàê, ÷òî ñâîáîäíûå ÷ëåíû ðàñïîëàãàþòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè:
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Ïåðâûé øàã:
x3 + x1 � 2x2 = 2;
          x4 � x1 � 4x2 = �8;
                    x5 + x1 + x2 = 10;
                             x6 � 2x1 + x2 = 2;

L + 4 x1 � x2 = 0.
Âòîðîé øàã:
x1 + 2/3x3 � 1/3x4 =4;
          x2 � 1/6x3 � 1/6x4 = 1;
                    x5 �1/2x3 + 1/4x4 = 5;
                             x6 +3/2x3 � 1/2x4  = 9;

L �17/6x3 + 7/6x4 = � 15.

Òðåòèé øàã:
x1 +1/3x3 + 2/3x5 = 22/3;
          x2 �1/3x3 + 1/3x5 =  8/3;
                   x4 �x3 + 2x5 =   10;
                            x6 x3 + x5   =  14;

L �10/3x3 � 7/3x5 = �80/3.

Çàïèñè ïðè âû÷èñëåíèÿõ ìîæíî ñîêðàòèòü, èñïîëüçóÿ îäíó èç ôîðì
ñèìïëåêñ-òàáëèöû äëÿ êàæäîãî øàãà (ñì. òàáë. 2.1 � 2.3).

Â ñòðîêàõ, çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåé, çàïèñûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû ïðè
ñîîòâåòñòâóþùèõ íåáàçèñíûõ ïåðåìåííûõ, âçÿòûå ñî çíàêîì ìèíóñ, ÷åðåç
êîòîðûå âûðàæåíà áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîìåðó ñòðîêè.

Ñèìïëåêñ-òàáëèöà 2.1
(ïåðâûé øàã)

Íåáàçèñíûå ïåðåìåííûåÁàçèñíûå
ïåðåìåííûå

Ñâîáîäíûå ÷ëåíû
â îãðàíè÷åíèÿõ x1 x2

x3 2 1 -2

x4 -8 -1 -4

x5 10 1 1

x6 2 -2 1

L 0 4 -1

Ñèìïëåêñ-òàáëèöà 2.2
(âòîðîé øàã)

Íåáàçèñíûå ïåðåìåííûåÁàçèñíûå
ïåðåìåííûå

Ñâîáîäíûå ÷ëåíû
â îãðàíè÷åíèÿõ x3 x4

x1 4 2/3 -1/3

x2 1 -1/6 -1/6

x5 5 -1/2 1/4

x6 9 3/2 -1/2

L -15 -17/6 7/6
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Íà êàæäîì øàãå â áàçèñ âêëþ÷àåòñÿ îäíà èç íåáàçèñíûõ ïåðåìåííûõ,
äëÿ êîòîðîé ïîëîæèòåëåí (èëè îòðèöàòåëåí â ñëó÷àå ìàêñèìèçàöèè ëèíåéíîé
ôîðìû) ýëåìåíò, íàõîäÿùèéñÿ â ñàìîé íèæíåé ñòðîêå òàáëèöû. Áëàãîäàðÿ
ýòîìó âûáèðàåòñÿ òà ïåðåìåííàÿ, óâåëè÷åíèå êîòîðîé ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ
ëèíåéíîé ôîðìû (íàïðèìåð, íà âòîðîì øàãå ïåðåìåííàÿ x4). Ïðè ýòîì íàäî
ïîìíèòü, ÷òî ÷èñëà â ñàìîé íèæíåé ñòðîêå ñèìïëåêñ-òàáëèöû ðàâíû
êîýôôèöèåíòàì ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ íåáàçèñíûõ ïåðåìåííûõ â ëèíåéíîé
ôîðìå, âçÿòûõ ñ îáðàòíûì çíàêîì. Îäíîâðåìåííî âû÷åðêèâàåì èç áàçèñíûõ
ïåðåìåííûõ òó, êîòîðàÿ äàåò íàèìåíüøåå îòíîøåíèå ñâîáîäíîãî ÷ëåíà ê
êîýôôèöèåíòó â ñòîëáöå, ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé âûáðàííîé íåáàçèñíîé
ïåðåìåííîé â îãðàíè÷åíèÿõ, ïðè÷åì îòðèöàòåëüíûå îòíîøåíèÿ íå ó÷èòûâàþò-
ñÿ, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå íå ìîãóò ñòàòü îòðèöàòåëüíûìè.
Íàïðèìåð, äëÿ òàáë. 2.2 îòðèöàòåëüíîå îòíîøåíèå ñâîáîäíîãî ÷ëåíà âî âòîðîé
ñòðîêå ê êîýôôèöèåíòó ïðè ïåðåìåííîé x4, êîòîðóþ ðàññìàòðèâàåì íà ïðåäìåò
âîçìîæíîñòè âêëþ÷åíèÿ â áàçèñ, ðàâíî  �6. Ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî çà ñ÷åò
óâåëè÷åíèÿ ïåðåìåííîé x4 ïåðåìåííàÿ x2, êîòîðóþ ïðåäïîëàãàåì èñêëþ÷èòü
èç áàçèñà, íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, ÷òî è ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ

x2 = 1+ (1/6) x3 + (1/6) x4

(ñì. ôîðìóëó 2.10). Ïîýòîìó åå èñêëþ÷àòü íå ñëåäóåò. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñ âêëþ÷åíèåì ïåðåìåííîé x2 è èñêëþ÷åíèåì ïåðåìåííîé x4

âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà íå áóäåò äîñòèãíóòà. Äëÿ âòîðîãî øàãà îñòàåòñÿ îäíà
âîçìîæíîñòü � èñêëþ÷èòü x5, ïðè ýòîì ñëåäóþùàÿ âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà
áóäåò äîñòèãíóòà.

Íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè, ââîäèìîé â áàçèñ ïåðåìåííîé è ñòîëáöà
óäàëÿåìîé ïåðåìåííîé, íàõîäèòñÿ ýëåìåíò, íàçûâàåìûé öåíòðàëüíûì èëè
îïîðíûì, êîòîðûé îòìå÷àåòñÿ çâåçäî÷êîé.

Íàïîìíèì, ÷òî ñèìïëåêñ-òàáëèöà ñòðîèëàñü äëÿ ñëó÷àÿ ìèíèìèçàöèè
ëèíåéíîé ôîðìû.

2.5. Ïðÿìàÿ è äâîéñòâåííàÿ
çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

2.5.1. Ââåäåíèå â ïðîáëåìó äâîéñòâåííîñòè

Ïðÿìàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Íàõîäÿò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ (õ1, õ2, ..., xn), óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì:

Ñèìïëåêñ-òàáëèöà 2.3
(òðåòèé øàã)

Íåáàçèñíûå ïåðåìåííûåÁàçèñíûå
ïåðåìåííûå

Ñâîáîäíûå ÷ëåíû
â îãðàíè÷åíèÿõ x3 x4

x1 22/3 1/3 2/3

x2 8/3 -1/3 1/3

x4 10 -1 2

x6 14 1 1

L -80/3 -10/3 -7/3
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a11x1 + ... + a1l
x

l
 + a1,l+1xl+1  + ... + a1nxn = b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1x1 + ... + akl

x
l
 + ak,l+1xl+1  +...+ aknxn = bk

ak+1,1x1 + ... + ak+1,lxl
 + ak+1,l+1xl+1  + ... + ak+1,nxn ≤ bk+1

(2.11)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + ... + aml

 x
l
 + am,l+1xl+1  + ... + amnxn ≤ bm,

îáðàùàþùèì â ìàêñèìóì ëèíåéíóþ ôîðìó

L = c1x1 + ... + cnxn  → max.

Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ, ÷òî ÷àñòü ïåðåìåííûõ x1, ..., x1l
 èìååò ëþáûå

çíàêè, à ïåðåìåííûå x
l+1, ..., xn ≥0.

Ïðÿìîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåò äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì:

a11y1 + ... + ak1yk + ak+1, 1yk+1  + ... + am1xym = c1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1l

y1 + ... + akl
yk + ak+1,lyk+1 + ... + aml

ym = c
l

a1, l+1y1 + ... + ak,l+1yk + ak+1,l+1yk+1  + ... + am,l+1ym  ≥ c
l+1

(2.12)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1ny1 + ... + aknyk + ak+1,nyk+1  + ... + amnxym ≥ cn,

îáðàùàþùèì â ìèíèìóì ëèíåéíóþ ôîðìó

L′ = b1y1 + ... + bmym  → min.

Çäåñü ïåðåìåííûå y1, ..., yk òàêæå ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíûå çíàêè, à
yk+1,..., ym ≥ 0. Çàìåòèì, ÷òî l ðàâåíñòâàì (2.12) ñîîòâåòñòâóþò ñâîáîäíûå
ïåðåìåííûå x1, ..., x

l
, à n � l íåðàâåíñòâàì � íåîòðèöàòåëüíûå ïåðåìåííûå

ïðÿìîé çàäà÷è x
l+1, ..., xn. È íàîáîðîò, k ðàâåíñòâàì ïðÿìîé çàäà÷è (2.11)

ñîîòâåòñòâóþò ñâîáîäíûå (íåîãðàíè÷åííûå ïî çíàêó) ïåðåìåííûå y1, ..., yk,
à n � k íåðàâåíñòâàì � íåîòðèöàòåëüíûå ïåðåìåííûå yk+1,..., ym äâîéñòâåííîé
çàäà÷è.

Êîýôôèöèåíòû bj, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè îãðàíè÷åíèé ïðÿìîé çàäà÷è,
ôèãóðèðóþò êàê êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ôîðìû â äâîéñòâåííîé çàäà÷å, à
êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ôîðìû ïðÿìîé çàäà÷è ñòàíîâÿòñÿ êîýôôèöèåíòàìè
ïðàâûõ ÷àñòåé îãðàíè÷åíèé äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Ìàòðèöà ÀT êîýôôèöèåíòîâ ëåâûõ
÷àñòåé îãðàíè÷åíèé äâîéñòâåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé
À êîýôôèöèåíòîâ ëåâûõ ÷àñòåé ïðÿìîé çàäà÷è. Çàïèøåì ýòè ìàòðèöû â âèäå:

À  = || aij|| ; (2.13)
ÀT = || ajI|| .

Åñëè íåò ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê, äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà ïðÿìîé
çàäà÷è ñ m ñòðîêàìè è n ñòîëáöàìè è i ìåíÿåòñÿ îò 1 äî m, à j � îò 1 äî n.
Ïîýòîìó ïåðåìåííûå è êîýôôèöèåíòû èìåþò ñîîòâåòñòâåííî èíäåêñû xj, aij,
yi, bi, cj. Ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî îãðàíè÷åíèé äâîéñòâåííîé çàäà÷è ðàâíî ÷èñëó
íåèçâåñòíûõ n ïðÿìîé, à ÷èñëî íåèçâåñòíûõ äâîéñòâåííîé çàäà÷è ðàâíî ÷èñëó
îãðàíè÷åíèé m ïðÿìîé çàäà÷è.

Êðîìå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü òàê íàçûâàåìóþ òåîðåìó äâîéñòâåííîñòè,
êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî



54
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

min L′ = max L,

ò.å. îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ äëÿ ðåøåíèé ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé
çàäà÷ ñîâïàäàþò.

Âñå âûñêàçàííûå ïîëîæåíèÿ î âçàèìîîòíîøåíèè ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé
çàäà÷ îñíîâàíû íà ñâîéñòâå çàìêíóòîñòè ïàðû ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷,
êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çàäà÷à, äâîéñòâåííàÿ ê äâîéñòâåííîé,
ñîâïàäàåò ñ îñíîâíîé, èíîãäà îíè íàçûâàþòñÿ âçàèìíî äâîéñòâåííûìè. Ïî
ñóùåñòâó, ìû ñïåöèàëüíî òàê ïîäîáðàëè ôîðìàëèçì ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé
çàäà÷è, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ñôîðìóëèðîâàííîìó âûøå ñâîéñòâó çàìêíóòîñòè.
Åñëè ïîïðîáîâàòü èçìåíèòü, ê ïðèìåðó, ÷òî-íèáóäü â ôîðìóëèðîâêå
äâîéñòâåííîé çàäà÷è (ìèíèìóì çàìåíèòü íà ìàêñèìóì èëè ÷èñëî ñâîáîäíûõ
ïåðåìåííûõ èçìåíèòü ñ k íà k + 1), òî ýòî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî çàäà÷à,
äâîéñòâåííàÿ ê äâîéñòâåííîé, íå ñîâïàäåò ñ ïðÿìîé. Íà îïðåäåëåííîì óðîâíå
ñòðîãîñòè, ïðèíÿòîì â ìåòîäå êîíñòðóèðîâàíèÿ, íèêàêèõ äðóãèõ äîêàçàòåëüñòâ
íå òðåáóåòñÿ. Ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè (äâîéñòâåííîñòè) øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ
è ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ óêðóïíåííûì ñâîéñòâîì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî
ýêîíîìíûì ñïîñîáîì äîêàçûâàòü ðàçëè÷íûå ïîëîæåíèÿ è ïîëó÷àòü ìåòîäû
îïòèìèçàöèè.

2.5.2. Äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä

Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ
ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîé çàìåíîé áàçèñà, ïðè êîòîðîé âñå
ñâîáîäíûå ÷ëåíû â ñîîòíîøåíèÿõ ïðÿìîé ñèñòåìû ñòàíóò íåîòðèöàòåëüíûìè,
òàê êàê òîëüêî ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ ñâîáîäíûõ ÷ëåíàõ äëÿ íóëåâûõ çíà÷åíèé
íåáàçèñíûõ ïåðåìåííûõ áàçèñíûå ïåðåìåííûå áóäóò íåîòðèöàòåëüíû. Êðîìå
òîãî, ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè äîñòèãàåòñÿ ïðè òàêîé çàìåíå
áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðîé âñå êîýôôèöèåíòû ïðè íåáàçèñíûõ
ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèè äëÿ L îòðèöàòåëüíû.

Äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä íàçûâàþò ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî
óëó÷øåíèÿ îöåíîê. Ñìûñë åãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âìåñòî ïðÿìîé çàäà÷è
ðåøàþò äâîéñòâåííóþ è çàòåì ïî îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿì ïåðåìåííûõ
äâîéñòâåííîé çàäà÷è îïðåäåëÿþò îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è, ïðè÷åì
îïòèìàëüíîå áàçèñíîå ðåøåíèå îäíîé çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ ïðèðàâíèâàíèåì åå
íîâûõ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòàì ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
íåáàçèñíûõ ïåðåìåííûõ â ëèíåéíîé ôîðìå äâîéñòâåííîé çàäà÷è, âçÿòûì ñî
çíàêîì ���.

Äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü, êîãäà â
èñõîäíîé çàäà÷å ÷èñëî îãðàíè÷åíèé çíà÷èòåëüíî áîëüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ.
Åñëè â ýòîì ñëó÷àå ïåðåéòè ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å, òî ñèìïëåêñ-ïðîöåäóðà
áóäåò ïðîùå, ÷åì äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî, äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ-
ìåòîä øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ìåòîäàõ ðàøåíèÿ çàäà÷ öåëî÷èñëåí-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

×àñòî ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è íàçûâàþò ïñåâäîïëàíîì, ÷òîáû
îòëè÷àòü åãî îò ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è, íàçûâàåìîãî ïðîñòî ïëàíîì.

Ïðîùå âñåãî ïðîèëëþñòðèðîâàòü äâîéñòâåííûé ìåòîä íà ïðèìåðå.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

�x1 + 2x2 � 3x3 ≤ 1;
2 x1 � x2 � x3 ≤ �1;
L = � x1 � 2 x2 � 3x3  = max;

(2.14)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 , x3 ≥ 0.
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Ñîñòàâèì çàäà÷ó, äâîéñòâåííóþ (2.14):

-y1 + 2y2 ≥ �1;
2y1 � y2 ≥ �2;
-3y1 �y2 ≥ �3; (2.15)
L′ = y1 � y2 = min;
y1 ≥ 0,  y2 ≥ 0.

Ââîäÿ äîáàâî÷íûå ïåðåìåííûå ó3, ó4, ó5, ñâåäåì îãðàíè÷åíèÿ â âèäå
íåðàâåíñòâ ê îãðàíè÷åíèÿì â âèäå ðàâåíñòâ. Òîãäà çàäà÷à (2.15) ïðèìåò âèä:

�y1 + 2y2 � ó3 = �1;
2y1 � y2          � ó4 =  �2;
�3y1 � y2               � ó5 = �3; (2.16)
L′ = y1 � y2 + 0ó3 + 0ó4 + 0ó5 = min;
y1 ≥ 0,  y2 ≥ 0, ó3 ≥ 0, ó4 ≥ 0, ó5 ≥ 0.

Ðåøàÿ çàäà÷ó (2.16) ñèìïëåêñ-ìåòîäîì, ïîëó÷èì ñèìïëåêñ-òàáëèöó 2.4.

Òàáëèöà 2.4

Íåáàçèñíûå  ïåðåìåííûå
Áàçèñíûå
ïåðåìåí-

íûå

Ñâîáîäíûå
÷ëåíû è îã-
ðàíè÷åíèÿ y1 y2 y3 y4 y5

y1 1/5 1 0 0 -1/5 1/5

y2 12/5 0 1 0 3/5 2/5

y3 28/5 0 0 1 7/5 3/5

L′ -11/5 0 0 0 -4/5 -1/5

Èç ïîñëåäíåé ñòðîêè òàáë. 2.4 ïîëó÷èì âûðàæåíèå ëèíåéíîé ôîðìû
÷åðåç íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå

L′ = (4/5) y4 + (1/5)y5.

Îòñþäà, åñëè ó÷åñòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïåðåìåííûìè

y1 <�> x4; y2 <�> x5;
y3 <�> x1; y4 <�> x2;
y5 <�> x3;

ïîëó÷èì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è â âèäå

x1 = 0;          x2 = 4/5;         x3 = 1/5;

max L = �11/5.

Â ýòîì ïðèìåðå èñïîëüçîâàí ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì  ïðèìåðîì
äðóãîé âàðèàíò ñèìïëåêñ-òàáëèöû, â êîòîðîì ïîìèìî ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñò-
âóþùèõ íåáàçèñíûì ïåðåìåííûì, äîáàâëåíû ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå
áàçèñíûì ïåðåìåííûì ñ íóëåâûìè ýëåìåíòàìè, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ, êîòîðûå
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ñòîÿò íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè áàçèñíûõ
ýëåìåíòîâ, ðàâíûõ åäèíèöå.

Ñèìïëåêñ-òàáëèöà òàêîãî òèïà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé èëè ðàñøèðåííîé â
îòëè÷èå îò ñîêðàùåííîé ñèìïëåêñ-òàáëèöû ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

2.6. Îáùàÿ òåîðèÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà íà áàçå ëèíåéíîé àëãåáðû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn = bi,                     i = 1, ..., m;
(2.17)

L = c0 +c1x1 + c2x2+ ... +cnxn   →  min,    0 ≤ xi .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.17) ñîäåðæèò r ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé, ãäå r ≤  m. Ýòè r ïåðåìåííûõ íà ïåðâîì øàãå ÿâëÿþòñÿ
áàçèñíûìè ïåðåìåííûìè, ò.å. îïðåäåëÿþò áàçèñ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî r = m, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà
(2.17) èëè íåñîâìåñòíû, èëè õîòÿ áû îäíî èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ îñòàëüíûõ è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì. Ðàçðåøèâ óðàâíåíèÿ (2.17)
îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èì:

n�r

xi = bi � ∑ aij xm+j ,         i = 1, 2, ..., r.
j=1

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåçàâèñèìû ïåðâûå r óðàâíåíèé
(2.17). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâîáîäíûå êîýôôèöèåíòû bi íåîòðèöàòåëüíû. Êàæäîå
èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîåêöèþ âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ

r                                             n

∑ xipi = p0 � ∑ xjpj (2.18)
i=1                                       j=r+1

íà åäèíè÷íûå âåêòîðû, íàïðàâëåííûå ïî êîîðäèíàòíûì îñÿì (îðòàì) p1, p2,
..., pr, ãäå

p1 = (1,0,...,0);
p2 = (0,1,0,...,0);
pr = (0,0,...,1).

Âåêòîðû p1, p2, ..., pr îáðàçóþò áàçèñ â m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ðèñ. 2.8).
Ïðè ýòîì ìàòðèöà ðàçëîæåíèé âåêòîðîâ p0, p1, p2, ..., pn â áàçèñå p1, p2, ..., pr

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

p1 p2 ... pr p0 pr+1 ... pn

|| 1 0 ... 0 b1 a′1,r+1 ... a′1n ||
|| 0 1 ... 0 b2 a′2,r+1 ... a′2n ||
||. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ||

(2.19)

|| 0 0 ... 1 br a′m,r+1 ... a′mn||

Â ýòîé ìàòðèöå ïåðâûå r ñòîëáöîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îðòû ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Ñòîëáåö r+1 ñîñòîèò èç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ îãðàíè÷åíèé. Ïîñëåäíèå
n�r ñòîëáöîâ ñîñòîÿò èç êîìïîíåíò ïðîåêöèé âåêòîð-ñòîëáöîâ pr+1,  ...,  pn íà
îðòû p1, p2, ..., pr. Â öåëîì ìàòðèöà ñîñòîèò èç n + 1 âåêòîð-ñòîëáöîâ ñ m
êîìïîíåíòàìè êàæäûé.
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Cèìïëåêñ-òàáëèöà òåïåðü ïðèìåò âèä:

Ðèñ. 2.8. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ
äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ

Ð3

Ð2

Ð1

Òàáëèöà 2.5

1 x
r+1

... x
n

x
1

b
1

a
1, r+1

... a
1n

x
2

b
2

a
2, r+1

... a
2n

. .

. .

. .
x

r
b

m
a

r, r+1
... a

rn

c
0

c
1

... c
n

Ïðè÷åì ñîîòíîøåíèå äëÿ L çàïèøåòñÿ êàê

n

L = c0 � ∑ c′j xj ,       i = 1, 2, ..., r.
j=r+1

Ïîñëå ïðîöåäóðû âêëþ÷åíèÿ â áàçèñ íåáàçèñíûõ ïåðåìåííûõ è
èñêëþ÷åíèÿ áàçèñíûõ, îòâå÷àþùèõ ðÿäó òðåáîâàíèé, ïîëó÷èì ãðóïïó âåêòîðîâ
p1, p2, ... , pi1, ...,  pr îáðàçóþùèõ íîâûé áàçèñ. Èõ îïðåäåëèòåëü, çàïèñàííûé â
ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îòëè÷åí îò íóëÿ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè âåêòîðû íåçàâèñèìû è ìîãóò áûòü âûáðàíû çà íîâûé
áàçèñ. Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå ÷èñëà â ïîñëåäíåé ñòðîêå
ñèìïëåêñ-òàáëèöû (2.5) ñòàíóò íåïîëîæèòåëüíû, ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå. Åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî â ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ r = m.

Îáñóäèì ìåòîäû îòûñêàíèÿ íà÷àëüíîé âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà.
Äîïóñòèì, çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàïèñàíà â âèäå

Àõ = b;
Cx → min; (2.20)

x ≥ 0,

ãäå b ≥ 0; C = ||c1, c2, ..., cn||. Ñòàðòîâûé áàçèñ ñ÷èòàåòñÿ íàéäåííûì, åñëè
îãðàíè÷åíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â çàäà÷å (2.20), çàïèñàíû êàê

xν = bν � (aν,m+1 xm+1+ ... + aνnxn),    ν = 1, 2, ..., m,

ãäå bν ≥ 0, òàê êàê, ïîëîæèâ íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå xm+k = 0 (k = 1, 2, ..., n�m),
ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ xν = bν ≥ 0, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè è ñîîòâåòñòâóþò
îäíîé èç âåðøèí.

Èíîãäà ñðàçó óäàåòñÿ âûäåëèòü ïåðâûé áàçèñ. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå
ýòî íåïðîñòàÿ çàäà÷à.

Äëÿ  êàæäîãî îãðàíè÷åíèÿ  ââîäèì  âñïîìîãàòåëüíóþ  ïåðåìåííóþ zi

(i = 1, ..., m). Òîãäà îãðàíè÷åíèÿ ñèñòåìû (2.20) áóäóò âûãëÿäåòü êàê

Ax + z = b;        x ≥ 0, z ≥ 0. (2.21)

Áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî b íåîòðèöàòåëüíà, òàê êàê ýòîãî
âñåãäà ìîæíî äîñòèãíóòü, ïîìåíÿâ ñîîòâåòñòâóþùèå çíàêè â ñòðîêàõ ìàòðèöû
À. Ïîýòîìó äîïóñòèìûì áàçèñíûì ðåøåíèåì áóäåò õ = 0, z  = b. Ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ñèìïëåêñ-òàáëèöà íà ïåðâîì øàãå çàïèøåòñÿ â âèäå

z = b � Ax,

ò.å. çà áàçèñ âçÿò âåêòîð z.
Íà ïåðâîì øàãå ìèíèìèçèðóåòñÿ ôóíêöèÿ öåëè ∑ zj  ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(2.21). Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòèõ îãðàíè÷åíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìèíèìóì
ôóíêöèè ∑ zj ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíîé, òî ñèñòåìà (2.21) íå èìååò
íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ z1, ..., zm =0, òàê êàê â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå min ∑ zj = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà (2.21) íå èìååò
íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé. Åñëè min∑ zj = 0, ò.å. zj = 0 äëÿ âñåõ j, òî âåêòîð z
ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì. Îòïðàâëÿÿñü îò ýòîãî áàçèñà, ìû ñòðåìèìñÿ ïðèéòè ê
áàçèñó, íå ñîäåðæàùåìó íè îäíîé âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé

xν = bν � (aν,m+1 xm+1 + ... + aνnxn + aν1z1 + ... + aνmzm),    ν = 1, 2, ..., m,

ãäå bν ≥ 0.  Ïîëàãàÿ â ñèñòåìå (2.21) zj = 0, ïðèäåì ê ñèñòåìå

xν = bν � (aν,m+1 xm+1 + ... + aνnxn),    ν = 1, 2, ..., m,

êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé (2.20). Íî çäåñü õ1, õ2, ..., xm � áàçèñíûå
ïåðåìåííûå. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ áàçèñà ðåøåíà. Ìîæåò
ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò áàçèñà z1, z2, ..., zm ê ñëåäóþùåìó ýòè
ïåðåìåííûå áóäóò îñòàâàòüñÿ â ñëåäóþùåì áàçèñå. Òîãäà íåîáõîäèìî
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ïîñòåïåííî èõ ïåðåâåñòè â íåáàçèñíûå.
Åñëè ñðåäè íåèçâåñòíûõ õ1, õ2, ..., xm èìååòñÿ òàêàÿ ïåðåìåííàÿ, íàïðèìåð

õ1, êîòîðàÿ âõîäèò òîëüêî â îäíî óðàâíåíèå, íàïðèìåð â ïåðâîå, ïðè÷åì
êîýôôèöèåíò ïðè ýòîé ïåðåìåííîé a11 èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è ñâîáîäíûé
÷ëåí b1, òîãäà íå èìååò ñìûñëà ââîäèòü äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èñêóññòâåííóþ
ïåðåìåííóþ, òàê êàê õ1 ñðàçó âîéäåò â áàçèñ. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâîå óðàâíåíèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x1 = b′1 � (a′12 x2 + ... + a′1nxn),

ãäå b′1 = b1/a11 ≥ 0. Åñëè òàêèõ íåèçâåñòíûõ íåñêîëüêî, òî âñå èõ ìîæíî ñðàçó
âêëþ÷èòü â áàçèñ.

Ïðèìåð. Äàíà ñèñòåìà

x1 � 2x2 + x3 = 2;
�x1 � 4x2 + x4 = �8;
x1 + x2 + x5 = 10;
�2x1 + x2 + x6 = 2,

ðàññìîòðåííàÿ â ïðèìåðå ðàíåå. Òàê êàê x3, õ5, õ6 âõîäÿò êàæäàÿ òîëüêî â îäíî
îãðàíè÷åíèå è êîýôôèöèåíòû ïðè íèõ èìåþò òîò æå çíàê, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñâîáîäíûå ÷ëåíû, âêëþ÷àåì èõ ñðàçó â áàçèñ. Äëÿ îñòàâøåãîñÿ
îãðàíè÷åíèÿ ââîäèì èñêóññòâåííóþ ïåðåìåííóþ z1. Â èòîãå ïîëó÷àåì:

x3 = 2 � (x1 � 2x2);
x5 = 10 � (x1 + x2);
x6 = 2 � (-2x1 + x2); (2.22)
z1 = 8 � (x1 + 4x2 � x4);
x1 ≥ 0;       z1 ≥ 0.

Ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôîðìó

L1 = z1 = 8 � (x1 + 4x2 � x4)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.22). Ñîñòàâëÿåì ñèìïëåêñ-òàáëèöó íà ïåðâîì øàãå.

Òàáëèöà 2.6

x1 x2 x4

1 4 �1
x3 2 1 �2
x5 10 1 1
x6 2 �2 1
z1 8 1 4 �1
L1 8 1 4 �1
L 0 4 �1

Íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü L. Îïîðíûé ýëåìåíò âûáèðàåì íà
ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè x3 è ñòîëáöà x1. Ïîñëå ïåðâîãî øàãà ïîëó÷àåì áàçèñ (õ1,
õ5, x6, z1). Íà âòîðîì øàãå îïîðíûé ýëåìåíò âûáèðàåòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè
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z1 è ñòîëáöà x4, ïîýòîìó èñêóññòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ z1 âûâîäèòñÿ èç áàçèñà.
Ïðè ýòîì L1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, áàçèñ íàéäåí è ñîñòîèò èç õ1, õ2, x5, x6:

x1 = 4 � 2/3 x3 + x4;
x2 = 1 + 1/6 x3 + 1/6 x4;
x5 = 5 + 1/2 x3 � 1/2 x4;
x6 = 9 � 3/2 x3 + 1/2 x4;
L = �15 + 17/6 x3 � 7/6 x4.

3. ÍÅËÈÍÅÉÍÎÅ È ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ.
ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÀ ÔÓÍÊÖÈÉ

3.1. Íåëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Íåëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ
ìèíèìóìà ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ F(õ), ãäå õ = ||x1,x2,...,xn|| ïðè m+n
îãðàíè÷èâàþùèõ óñëîâèÿõ:

ϕi (x) ≤ 0, i = 1, ..., m;
xj ≥ 0, j = 1, ..., n,

F(x) → min; (3.1)
ϕ ≤ 0,     x ≥ 0. (3.2)

Ñîîòíîøåíèÿ (3.2) ñëåäóåò ïîíèìàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäàÿ êîìïî-
íåíòà âåêòîðîâ ϕ è õ â íèõ íå ìåíåå íóëÿ. Èíîãäà ñîêðàùåííî ñîîòíîøåíèÿ
(3.1) è (3.2) çàïèñûâàþò â âèäå

min { F(x) | xj  ≥  0,  j = 1, ..., n;      ϕi (x) ≤ 0,  i = 1, ..., m }

èëè

min { F(x) | x ⊂ G},

ãäå îáëàñòü G çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè

G = { x | x ≥ 0, ϕi (x) ≤ 0   äëÿ âñåõ i }.

Â íåëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè äîïóñêàþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ëþáûå
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó n è m , ò.å. n >  m, n = m,  m <  n.

Â çàäà÷àõ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàê æå êàê è â çàäà÷àõ
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ äðóãèå ôîðìû íàïèñàíèÿ
óñëîâèé. Íî âñå âîçìîæíûå ôîðìû ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê âèäó (3.1), êîòîðûé
â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü íîðìàëüíûì.

Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèè F(õ) è  ϕi (x)  áûâàþò ïðîèçâîëüíûìè è, â
÷àñòíîñòè, ëèíåéíûìè. Çàäà÷è, ðåøàåìûå ïðÿìûìè ìåòîäàìè ïîèñêà, ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè çàäà÷ âèäà (3.1), (3.2).

Çàäà÷è ïîèñêà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé ìîæíî
ðåøàòü ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ, íî îíè ðàññìàòðèâàþò òîëüêî ñëó÷àè,
êîãäà íåðàâåíñòâà èìåþò âèä ñòðîãèõ ðàâåíñòâ:

F(õ) → min;
ϕi (x) = 0.
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Ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ õj,  m<n , à ôóíêöèè
F(õ) è  ϕi (x)  íåïðåðûâíû è èìåþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Äëÿ íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû èìåþò áîëüøîå òåîðåòè÷åñêîå
çíà÷åíèå, òàê êàê îñíîâîïîëàãàþùàÿ òåîðåìà Êóíà�Òàêêåðà â âûïóêëîì
ïðîãðàììèðîâàíèè îáîáùàåò òåîðåìó Ëàãðàíæà äëÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷. Â
íà÷àëå  áóäóò ðàññìîòðåíû êëàññè÷åñêèå ìåòîäû îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè.

Îñíîâíîé íåäîñòàòîê ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ íå âñåãäà óäàåòñÿ íàéòè ãëîáàëüíûé
ýêñòðåìóì ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Îïðåäåëèòü
ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì ìîæíî ëèøü ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Îäíàêî åãî ïðèìåíåíèå çàâèñèò îò îïðåäåëåííûõ óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ
âûïîëíåíèå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà. Ðåøåíèå çàäà÷ íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìååò ñâîþ
ñïåöèôèêó, áëàãîäàðÿ êîòîðîé äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ÷àñòî
ðàññìàòðèâàþò â ðàçäåëå íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðèìåíåíèå
äèñêðåòíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìåíåå ðàçðàáîòàíî, ÷åì ïðèìåíåíèå äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàê êàê ýòîò ìåòîä áîëåå �÷óâñòâèòåëåí� ê ââåäåíèþ
îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå.

Òåîðåòè÷åñêè íåëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå ðàçðàáîòàíî òîëüêî äëÿ
îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé F(õ) è  ϕi (x), è ñîîòâåòñòâåííî
ýòîò ðàçäåë íàçâàí âûïóêëûì ïðîãðàììèðîâàíèåì (ðèñ. 3.1).

Íåëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Êëàññè÷åñêèå
ìåòîäû

îïòèìèçàöèè

Âûïóêëîå
ïðîãðàììèðîâàíèå

Äèíàìè÷åñêîå
ïðîãðàììèðîâàíèå

Êâàäðàòè÷íîå
ïðîãðàììèðîâàíèå

Çàäà÷è ñ
ñåïàðàáåëüíûìè

ôóíêöèÿìè

Ñïåöèàëüíûå
ìåòîäû

Ãðàäèåíòíûå
ìåòîäû

Àëãîðèòìû,
èñïîëüçóþùèå

ñèìïëåêñ-ìåòîä

Ïðÿìûå ìåòîäû

Ðèñ. 3.1. Êëàññèôèêàöèÿ ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
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Ôóíêöèÿ  f(õ) n ïåðåìåííûõ ||x1, ..., xn|| = x ⊂ G íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé
ôóíêöèåé â âûïóêëîé îáëàñòè  G, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê èç G
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

f{λx1 + (1 � λ)x2} ≤ λf(x1) + (1 � λ) f(x2), (3.3)

ãäå 0 ≤ λ ≤ 1. Ôóíêöèÿ áóäåò ñòðîãî âûïóêëîé, åñëè çäåñü çíàê �≤� ìîæíî
çàìåíèòü íà �<�. Ñîîòíîøåíèå (3.3) îçíà÷àåò, ÷òî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò
ïðèíèìàòü áîëüøèõ çíà÷åíèé, ÷åì ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ,    èíòåðïîëèðóþùàÿ
çíà÷åíèÿ  f(õ1) è f(õ2). Íà ðèñ. 3.2 ïðèâåäåí ïðèìåð âûïóêëîé ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé.

f(x)

λ f(x′) + (1-λ) f(x2)

λx′ + (1-λ)x2

X

x′

f(x2 )

f(x′)

x2

Ðèñ. 3.2. Ê îïðåäåëåíèþ âûïóêëîé ôóíêöèè

Ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèÿ  f(õ) íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé (èëè ñòðîãî âîãíóòîé),
åñëè ôóíêöèÿ  [-f(õ)] âûïóêëà (ñòðîãî âûïóêëà).

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå âîãíóòîñòè è âûïóêëîñòè ìîæåò
ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä íåïðàâèëüíûì. Íàïðèìåð, òàðåëêà, ñòîÿùàÿ íà
ñòîëå, ñ÷èòàåòñÿ âîãíóòîé, íî åñëè ðàññìàòðèâàòü åå ñ òî÷êè çðåíèÿ íàøåãî
îïðåäåëåíèÿ, ò.å. ïðè íàïðàâëåíèè òðåòüåé îñè ââåðõ, îíà âûïóêëà. Äåëî â
òîì, ÷òî îáû÷íîå ïîíÿòèå âûïóêëîñòè âñåãäà ñîâïàäàåò ñ ìàòåìàòè÷åñêèì,
åñëè ñìîòðåòü ïî ïîëîæèòåëüíîìó, à íå ïî îòðèöàòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ âûïóêëîñòü. Â ïðèìåðå ñ òàðåëêîé íà
ñòîëå íà íåå ñëåäóåò ñìîòðåòü ñíèçó ñòîëà, òîãäà îíà áóäåò âûïóêëîé. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé (ñì. ðèñ. 3.2)

d2f(x)/dx2 ≥ 0.

Ìåòîä ñ÷èòàåòñÿ òåîðåòè÷åñêè ðàçðàáîòàííûì, åñëè íàéäåíû ñîîòíîøå-
íèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè îïòèìóìà, è
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àëãîðèòìû ïîèñêà ýêñòðåìóìà ñ äîêàçàòåëüñòâîì èõ ñõîäèìîñòè. Ýòèì
òðåáîâàíèÿì, ñòðîãî ãîâîðÿ, óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî ìåòîäû, ðàññìàòðèâàåìûå
â ðàçäåëå êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷àñòè÷íî ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷
ñ ñåïàðàáåëüíûìè ôóíêöèÿìè è â çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé ñòåïåíè ïðÿìûå
ìåòîäû. Ôóíêöèÿ  f(õ) = f(x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíîé, åñëè îíà
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

n

f(x1, ..., xn) = ∑ cjfj(xj) = c1f1(x1) + c2f2(x2) + ... + cnfn(xn).
j=1

Â îáùåì ñëó÷àå ýòè ôóíêöèè íå ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè. Îäíàêî åñëè êàæäàÿ
èç ôóíêöèé fj (xj)  âûïóêëàÿ è êîýôôèöèåíòû cj íåîòðèöàòåëüíû, òî ôóíêöèÿ
f(õ) òîæå âûïóêëàÿ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ñåïàðàáåëüíûìè ôóíêöèÿìè,
îñíîâàííûå íà çàìåíå íåëèíåéíûõ ôóíêöèé ëîìàíûìè êðèâûìè, ñîñòàâëåí-
íûìè èç îòðåçêîâ ïðÿìûõ, èùóò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì è íå ãàðàíòèðóþò
îòûñêàíèå ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Òåîðåòè÷åñêè íàèáîëåå øèðîêî è äåòàëüíî â íåëèíåéíîì ïðîãðàììèðî-
âàíèè ðàçðàáîòàí ðàçäåë âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàçûâàåìûé
êâàäðàòè÷íûì, â êîòîðîì ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñóììû ëèíåéíîé
è êâàäðàòè÷íîé ôîðì è èìåþò âèä:

n                           n      n

f(x) = px + xCx = ∑ pjxj  + ∑ ∑ cjk xjxk =
j=1                         j=1 k=1

= p1x1 + ... + pnxn + c11x
2
1 + c12x1x2 + ... + c1nx1xn + cnnx

2
n.

(3.4)

Äëÿ âûïóêëîñòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìàòðèöà C = || cjk || ïðåäñòàâëÿëà
ñîáîé ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó, ò.å. ÷òîáû äëÿ ëþáûõ õ âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ
ñèììåòðèè cjk = ckj, è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííóþ xCx ≥ 0.

Ìåòîäû êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè ãðóïïû:
- àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå ñèìïëåêñ-ìåòîä;
- ãðàäèåíòíûå ìåòîäû;
- ñïåöèàëüíûå ìåòîäû.
Îòëè÷èå ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â êâàäðàòè÷íîì

ïðîãðàììèðîâàíèè, îò ðàññìîòðåííûõ â ðàçäåëå ïðÿìûõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå áëàãîäàðÿ çàäàíèþ ôóíêöèé â âèäå (3.4) óäàåòñÿ
ïîëó÷èòü çíà÷èòåëüíî áîëüøå ðåçóëüòàòîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ êîíêðåòíûé ìåòîä.
Â ïðÿìûõ ìåòîäàõ ïîèñêà, â ãðàäèåíòíûõ è äðóãèõ àëãîðèòìàõ, êàê ïðàâèëî,
ôóíêöèÿ öåëè ñ÷èòàåòñÿ âûïóêëîé (â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îíà çàäàíà
àíàëèòè÷åñêè, â âèäå òàáëèö èëè äðóãèì ñïîñîáîì). Ïðÿìûå ìåòîäû ïî
òðàäèöèè ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëÿþò àñïåêòàì ïîèñêà â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåí-
íîñòè, âûáîðó, â êàæäîì ñëó÷àå, îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïîèñêà.

Çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷àìè
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáëàäàþò áîëüøèì ìíîãîîáðàçèåì. Íà ðèñ. 3.3
ïðåäñòàâëåíû âîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè ýêñòðåìóìà äëÿ
ñëó÷àÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Òàê, â ñëó÷àå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé è íåëèíåéíîé
ôóíêöèè öåëè ýêñòðåìóìà ìîæíî äîñòèãíóòü â êðàéíåé òî÷êå (âåðøèíå)
äîïóñòèìîé îáëàñòè çíà÷åíèé (ðèñ. 3.3, à), â îäíîé èç òî÷åê, ëåæàùèõ íà
îãðàíè÷èâàþùèõ ïðÿìûõ (ðèñ. 3.3, á), è, íàêîíåö, â òî÷êå, ðàñïîëîæåííîé
âíóòðè îáëàñòè (ðèñ. 3.3, â). Ïóíêòèðíûå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè
èçîáðàæàþò ëèíèè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè öåëè, ñïëîøíûå ëèíèè �
ãðàíèöó îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé. Íà ðèñ. 3.3, á ýêñòðåìóì îïðåäåëÿåòñÿ
êàê òî÷êà êàñàíèÿ ïðÿìîé, îãðàíè÷èâàþùåé äîïóñòèìóþ îáëàñòü çíà÷åíèé, è
ëèíèè ðàâíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè öåëè.
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Ðèñ. 3.3. Ðàçëè÷íûå ñëó÷àè îïòèìóìà â çàäà÷àõ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Õîïò.

Õ1

Õ2

Õ1

Õ2

Õîïò.

Õîïò.

Õ1

Õ2

a)

á)

â)
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Ðåøåíèå çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæåò äàâàòü äâà èëè
áîëåå ýêñòðåìóìà, òîãäà êàê ðåøåíèå çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äàåò
îäèí ýêñòðåìóì. Íà ðèñ. 3.4 ïîêàçàí ñëó÷àé, ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíåéíûì
îãðàíè÷åíèÿì è íåëèíåéíîé (êâàäðàòè÷íîé) ôóíêöèè öåëè, ãäå îíà äîñòèãàåò
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â äâóõ òî÷êàõ: À (ëîêàëüíûé ìàêñèìóì) è Â (ãëîáàëüíûé
ìàêñèìóì). Íà ýòîì ðèñóíêå ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíû ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè öåëè F = const = Ci, ñïëîøíîé ëèíèåé îãðàíè÷åíà îáëàñòü äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèé. Ïðè íåëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ìîæåò èìåòü ìåñòî ñëó÷àé
ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé, è â êàæäîé èçîëèðîâàííîé
ïîäîáëàñòè ôóíêöèÿ öåëè ìîæåò äîñòèãàòü ñâîåãî îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ
ëîêàëüíûõ  ýêñòðåìóìîâ. Íà ðèñ. 3.5 ïðåäñòàâëåí ñëó÷àé äâóñâÿçíîé îáëàñòè,
â êîòîðîé ôóíêöèÿ öåëè äîñòèãàåò ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Ìàêñèìóì â òî÷êå
Â � ãëîáàëüíûé äëÿ âñåé îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé, â òî÷êå À � ëîêàëüíûé.

Õ2

Õ1

F = C2

F = C1

A

B

F = C3

C1 < C2 < C3

Ðèñ. 3.4. Äâà ýêñòðåìóìà ïðè îäíîñâÿçíîé îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé

3.2. Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè

3.2.1.  Çàäà÷à íà àáñîëþòíûé ýêñòðåìóì

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ õ = (õ1, ... ,õn)
F(õ) èìååò â òî÷êå õîïò  ìàêñèìóì, òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ õ
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èç ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè õîïò

F(x) ≤ F (õîïò).

Âûáåðåì äâà âèäà ïðèðàùåíèÿ õj âäîëü j-é êîîðäèíàòû:

∆õj = õj � õj îïò > 0;
∆õj = õj � õj îïò  <0.

Òîãäà:

[F(õj) � F(õj îïò)] / ∆õj  ≤ 0        ïðè ∆õj > 0;

[F(õj) � F(õj îïò)] / ∆õj  ≥ 0         ïðè ∆õj <0.

Ðèñ. 3.5. Äâà ýêñòðåìóìà ïðè äâóñâÿçíîé îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé

X2

A

B

X1

F = C3

C1 < C2 < C3

F = C1

F = C2
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Ïåðåõîäÿ â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ê ïðåäåëó ïðè õj → 0, ïîëó÷àåì:

∂F(õj îïò) / ∂õj  ≤ 0;       ∂F(õj îïò)] / ∂õj  ≥ 0. (3.5)

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò (óñëîâèÿ Ôåðìà), ÷òî

∂F(õj îïò) / ∂õj  = ∂F(õîïò) / ∂õj  = 0;         j = 1, 2, ..., n. (3.6)

Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ñëó÷àÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (3.6) äëÿ äîñòèæåíèÿ â òî÷êå
õ îïò ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà ôóíêöèè F(õ), ò.å. åñëè èìååòñÿ ýêñòðåìóì, òî
óñëîâèÿ (3.6) óäîâëåòâîðÿþòñÿ. Íî ðàâåíñòâî íóëþ âñåõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå
õîïò åùå íå îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèÿ â íåé ýêñòðåìóìà, ò.å. óñëîâèÿ (3.6)
íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå íóëåâîé
ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ìîæåò èìåòü ìåñòî òî÷êà ïåðåãèáà,
à íå ìàêñèìóì (èëè ìèíèìóì), à â ñëó÷àå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ � ñåäëîâàÿ
òî÷êà, à íå ýêñòðåìóì è ò. ä. Ïîýòîìó òî÷êè õîïò, â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ (3.6), íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè.

3.2.2. Çàäà÷à íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (3.6) óäàëîñü ïîëó÷èòü áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè
ïðèäàâàòü ïåðåìåííîé õ ïðèðàùåíèÿ äâóõ çíàêîâ, îòêóäà è âîçíèêëè äâà
íåðàâåíñòâà (3.5). Åñëè äîïóñòèìàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé õ îãðàíè÷åíà
íåîòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè õ ≥ 0, òî âíóòðè îáëàñòè, ãäå õ  > 0,
ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (3.6) ñîõðàíÿåòñÿ, òàê êàê òàì äîïóñòèìû ïðèðàùåíèÿ
îáîèõ çíàêîâ. Íà ãðàíèöå îáëàñòè õ ≥ 0, ãäå õ = 0, äîïóñêàåòñÿ òîëüêî
ïîëîæèòåëüíîå ïðèðàùåíèå ∆õ > 0, ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî îá îäíîñòîðîííåé
ïðîèçâîäíîé, è èç (3.6) ñëåäóåò ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìàêñèìóìà:

∂F(õîïò) / ∂õj  ≤ 0.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà íà ãðàíèöå îáëàñòè õj = 0 çàïèøåòñÿ â
âèäå

∂F(õîïò)] / ∂õj  ≥ 0.

Ïðè îïðåäåëåíèè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè, êîãäà òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü ìàêñèìóì (èëè ìèíèìóì) ôóíêöèè F(õ) ïðè îãðàíè÷èâàþùèõ
óñëîâèÿõ:

ϕi (õ) = bi,   i = 1, ..., m,

ò.å.

F (x) = max;
ϕi (õ) = bi,

èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, êîòîðûé, òàê æå êàê â ñëó÷àå
êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ (ñì. þíèòó 1), çàêëþ÷àåòñÿ âî
ââåäåíèè ôóíêöèè Ëàãðàíæà

m

Ô = F(x) + ∑λ i[bi � ϕi(õ)], (3.7)
i=1
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ãäå λ i � íåîïðåäåëåííûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.
Ïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôóíêöèîíàëà, ïîëó÷àåì,

÷òî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà íàõîäÿòñÿ ïðÿìûì äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (3.7) è çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

∂Ô/∂xj = ∂F/∂xj + ∑λi(∂ϕi / ∂õj) = 0,    j = 1, ..., n; (3.8)

∂Ô/∂λi = bi � ϕi (õ) = 0,                         i = 1, ..., m. (3.9)

Åñëè ââåñòè â ðàññìîòðåíèå âåêòîðû

λ = ( λ1, ..., λ m );
ϕ = (ϕ1 , ..., ϕm);
b =  ( b1, ..., bm );

grad f(x) = {∂f/∂x1, ∂f/∂x2, ..., ∂f/∂xn},

ñîîòíîøåíèÿ (3.8) è (3.9) ïåðåïèøóòñÿ êàê óñëîâèÿ Ëàãðàíæà:

grad Ô = grad F � λ grad ϕ = 0;
b � ϕ = 0,

ãäå ðàâåíñòâî íóëþ âåêòîðîâ ïîíèìàåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî.
Â ñëó÷àå n = 2 è m = 1 ãåîìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à îá îòûñêàíèè óñëîâíîãî

ýêñòðåìóìà ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ òî÷êè êàñàíèÿ À êðèâîé ϕ = b ê îäíîé èç
êðèâûõ ïîñòîÿííîãî óðîâíÿ F = const.

3.3. Öåëî÷èñëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå

3.3.1. Îñîáåííîñòè çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ àíàëîãè÷íà çàäà÷àì íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

min{F(x) | xj ≥ 0;  j = 1, 2, ..., n;        ϕi (x) ≤ 0;  i = 1, 2, ..., m}. (3.10)

Îäíàêî ñïåöèôèêà çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî ïåðåìåííûå xj è ôóíêöèè F(õ), ϕi(x) ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî äèñêðåò-
íûå çíà÷åíèÿ. Ñïåöèàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ ìîæíî ñâåñòè ýòè äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ ê öåëî÷èñëåííûì.

Â îáùåì ñëó÷àå öåëî÷èñëåííûìè ìîãóò áûòü íå âñå, à ÷àñòè ïåðåìåííûõ
è ôóíêöèé. Èíîãäà öåëî÷èñëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì
ïðîãðàììèðîâàíèåì. Îäíàêî, êàê óæå óêàçûâàëîñü âûøå, ïðè ïîëíîì
ðàññìîòðåíèè âñåõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò òåðìèí óæå
èñïîëüçóåòñÿ â äðóãîì ñìûñëå.

Åñëè âñå ôóíêöèè F(õ), ϕi(x) â çàäà÷å (3.10) ëèíåéíûå, òî èìååò ìåñòî
ëèíåéíàÿ çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ
çàäà÷ ïîëó÷èëè íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ
çàäà÷è ñ öåëî÷èñëåííûìè ïåðåìåííûìè x j è ôóíêöèÿìè F(õ), ϕ i(x) è
öåëî÷èñëåííûìè ïåðåìåííûìè è íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè (ðèñ. 3.6). Êàê
ïðàâèëî, èìåííî ýòîò ïîñëåäíèé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ â áîëüøèíñòâå
ðóêîâîäñòâ. Êðîìå òîãî, âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è ÷àñòè÷íî è ïîëíîñòüþ
öåëî÷èñëåííûå â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷àñòü èëè âñå ïåðåìåííûå xj ïðèíèìàþò
öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äîïóñòèìûå äèñêðåòíûå
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çíà÷åíèÿ, âõîäÿùèå â ìíîæåñòâî, ìîãóò áûòü äàæå íåöåëî÷èñëåííûìè. Â
÷àñòíîñòè, ýòî ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì, êîíå÷íûì èëè äàæå
ñîñòîÿùèì âñåãî èç äâóõ çíà÷åíèé: 0 è 1. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî
öåëî÷èñëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè, ìåòîäû
êîòîðîãî â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ïåðåêðûâàþòñÿ ëîãè÷åñêèì ñèíòåçîì êîíå÷íûõ
àâòîìàòîâ.

Ìåòîäû öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ
îò ìåòîäîâ   îïòèìèçàöèè, ðàññìîòðåííûõ ðàíåå, è ïî ñóùåñòâó ñâîåìó
îòíîñÿòñÿ ê äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå. Îíè íå îáëàäàþò òàêèì åäèíñòâîì, êàê
ìåòîäû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, è â áîëüøèíñòâå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
íàáîð ÷àñòíûõ ïðèåìîâ, ïðèãîäíûõ äëÿ ðåøåíèÿ ÷àñòíûõ çàäà÷. Îäíàêî àêòó-
àëüíîñòü ýòèõ ìåòîäîâ òðåáóåò èõ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ è ñîâåðøåíñòâîâà-
íèÿ, òàê êàê íàèáîëåå âàæíûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è òèïà îïåðàòèâíî-êàëåíäàðíîãî
ïëàíèðîâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðèñ. 3.6. Êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Öåëî÷èñëåííîå
ïðîãðàììèðîâàíèå

Âûïóêëîå öåëî÷èñëåííîå
ïðîãðàììèðîâàíèå

Ïðîãðàììèðîâàíèå ñ
öåëî÷èñëåííûìè

ôóíêöèÿìè

Ïðîãðàììèðîâàíèå ñ
íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè

Ëèíåéíîå
ïðîãðàììèðîâàíèå

×àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîå
ïðîãðàììèðîâàíèå

Ïîëíîñòüþ öåëî÷èñëåííîå
ïðîãðàììèðîâàíèå

Íåëèíåéíîå
ïðîãðàììèðîâàíèå
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Ñî çíà÷èòåëüíûìè îãîâîðêàìè âñå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå ãðóïïû (ðèñ. 3.7):

- ìåòîäû îòñå÷åíèÿ;
- êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû;
- ïðèáëèæåííûå ìåòîäû;
- äðóãèå ìåòîäû, êîòîðûå íåëüçÿ îòíåñòè íè ê îäíîé èç òðåõ ïåðâûõ ãðóïï.

Öåëî÷èñëåííîå
ïðîãðàììèðîâàíèå

Ìåòîäû
îòñå÷åíèÿ

Êîìáèíàòîðíûå
ìåòîäû

Ïðèáëèæåííûå
ìåòîäû

Äðóãèå ìåòîäû

Ðèñ. 3.7. Êëàññèôèêàöèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷
öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïåðâàÿ ãðóïïà èñïîëüçóåò ïðîöåäóðó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷, â êîòîðûå ïîñòåïåííî ââîäÿòñÿ ëèíåéíûå
îãðàíè÷åíèÿ, è òåì ñàìûì ðåàëèçóåòñÿ ïðîöåññ ïðàâèëüíîãî îòñå÷åíèÿ.
Îñíîâó âñåõ ìåòîäîâ ýòîé ãðóïïû ñîñòàâëÿþò òðè àëãîðèòìà Ãîìîðè è èõ
ìîäèôèêàöèè.

Áîëüøèíñòâî êîìáèíàòîðíûõ ìåòîäîâ íå èñïîëüçóþò ñèìïëåêñ-ìåòîäû,
à äîñòèãàþò ñîêðàùåíèÿ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé àíàëèçîì èñõîäíîãî
ìíîæåñòâà.

Äèñêðåòíîå äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïî-ïðåæíåìó  óñïåøíî
ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàìèðîâàíèÿ è â
ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 3.7 êëàññèôèêàöèè ñîäåðæèòñÿ â ðàçäåëå êîìáèíàòîðíûõ
ìåòîäîâ, òàê êàê ïî ñóùåñòâó îíî ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííûì ìåòîäîì ïåðåáîðà.
Çíà÷èòåëüíî ðåæå èñïîëüçóåòñÿ äèñêðåòíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Øèðîêèå
âîçìîæíîñòè â ÷àñòè ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè
îòêðûâàþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷åëîâåêî-ìàøèííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè.
Ïî ñâîåé èäåîëîãèè ýòè ìåòîäû ïðèìûêàþò ê ëèíãâèñòè÷åñêèì ñ äîáàâëåíèåì
áëîêîâ ýâðèñòèêè, â êà÷åñòâå êîòîðûõ âûñòóïàåò ÷åëîâåê ïðè îáùåíèè ñ ÝÂÌ.

Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü îáùåé çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â åå íåðåãóëÿðíîñòè. Ïîä ðåãóëÿðíîñòüþ ïîíèìàþò
ñîâîêóïíîñòü íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà, êîòîðûå
ïîçâîëÿþò ñîçäàòü êîíå÷íóþ ïðîöåäóðó åãî îòûñêàíèÿ. Óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè
óäîâëåòâîðÿþò çàäà÷è ëèíåéíîãî è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ðåãóëÿðíûõ
çàäà÷àõ ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ñîâïàäàåò ñ ãëîáàëüíûì. Óêàçàííûå âûøå
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îáñòîÿòåëüñòâà îïðåäåëÿþòñÿ õàðàêòåðîì îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé,
êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ ìíîãîñâÿçíîé èç-çà òðåáîâàíèÿ öåëî÷èñëåííîñòè
(äèñêðåòíîñòè), à òàêæå íåâûïóêëîé. Íåñîâïàäåíèå öåëî÷èñëåííîãî è
íåöåëî÷èñëåííîãî ýêñòðåìóìîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåì  ïðèìåðå.

Ïðèìåð. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

1/2 x1 � x2 ≥ 2;
1/5 x1 + x2  ≥ 3;
x1 � 1/3 x2  ≥ 4;
x1, x2  ≥ 0;
max z = 1/5 x1 + x2.

Ïðè öåëî÷èñëåííîñòè ïåðåìåííûõ ìàêñèìóì zîïò = 13/5 äîñòèãàåòñÿ â
òî÷êå õ1îïò = 3, õ2îïò = 2,  â òî âðåìÿ êàê ïðè èñêëþ÷åíèè ýòîãî òðåáîâàíèÿ zîïò =
3 â òî÷êå õ1îïò = 10/7, õ2îïò = 19/7.  Îêðóãëåíèå ðåçóëüòàòà äî öåëûõ íå äàåò
îïòèìóìà èñõîäíîé çàäà÷è, êàê ýòî âèäíî èç ðèñ. 3.8. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå
öåëî÷èñëåííîñòè z ïðè ñíÿòèè ýòîãî òðåáîâàíèÿ ê ïåðåìåííûì õ1 è õ2

îïðåäåëÿåò îïòèìóì ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ õ1 è õ2.

L=1/5 x1 + x2X2

X1

2

1

1 2 3

Ðèñ. 3.8. Ê îñîáåííîñòÿì çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Èç ýòîãî ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà âèäåí êîìáèíàòîðíûé õàðàêòåð çàäà÷
öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûé ÷àñòî òðåáóåò ïðÿìîãî ïåðåáîðà.
Çàäà÷à äèñêðåòíîãî íåöåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíà
ê çàäà÷å öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äîïóñòèì, èìååòñÿ çàäà÷à
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â âèäå

min{F(x) | xj ≥ 0;    j = 1, 2, ..., n;  ϕi (x) ≤ 0;    i = 1, 2, ..., m}.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííàÿ xj0 ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî îäíî èç
çàäàííîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé

xj0 ⊂ {kj0
1, kj0

2, ..., kj0
p }.

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå áóëåâû ïåðåìåííûå ó1, y2, ..., yp è çàïèøåì
óñëîâèå äèñêðåòíîñòè äëÿ xj0 â âèäå:

xj0  = kj0
1 ó1, kj0

2 y2, ..., kj0
p yp;

yj = 1 èëè 0,   j = 1, 2, ..., p; (3.11)

ó1 + y2 + ... + yp = 1.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå òðåáóåò, ÷òîáû òîëüêî îäíà ïåðåìåííàÿ óν áûëà
îòëè÷íà îò íóëÿ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôîðìóëû (3.11) îáåñïå÷èâàþò
äèñêðåòíîñòü ïåðåìåííîé xj0. Òàêèì îáðàçîì, ïóòåì ââåäåíèÿ áóëåâûõ
ïåðåìåííûõ óν ìîæíî âñåãäà ñâåñòè íåöåëî÷èñëåííóþ äèñêðåòíóþ çàäà÷ó
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê öåëî÷èñëåííîé. Êàê âèäíî, ñîîòíîøåíèÿ
(3.11) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé p-êðàòíóþ ëîãè÷åñêóþ àëüòåðíàòèâó:

<<xj0  = k0
1, èëè xj0  = k0

2, èëè ..., èëè xj0  = k0
p>>.

Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ñâÿçè çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ñ çàäà÷àìè íà ìíîãîñâÿçíûõ è íåâûïóêëûõ îáëàñòÿõ ïîêàæåì, êàê ýòè
ïîñëåäíèå ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïóñòü
äîïóñòèìàÿ îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé xj0 ìíîãîñâÿçíàÿ è çàäàåòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè:

0 ≤  xj0 ≤ kj0;

èëè xj0 ≤ a èëè xj0 ≥ b; (3.11a)

0 ≤  a< b≤ kj0

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíóþ áóëåâó ïåðåìåííóþ yj0, êîòîðóþ íå áóäåì
âêëþ÷àòü â ôóíêöèþ öåëè, à çàìåíèì ðàññìîòðåííûå ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóþùèìè:

xj0 � b + byj0 ≥ 0;

-xj0 + ayj0 + kj0(1� yj0) ≥ 0; (3.11á)

yj0 = 1 èëè 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (3.11à) è (3.11á) ýêâèâàëåíòíû. Äåéñòâè-
òåëüíî, êîãäà yj0 = 1, òî (3.11á) ñâîäèòñÿ ê xj0 ≥ 0 è xj0 ≤ a; êîãäà yj0 = 0, òî xj0 ≥ b
è xj0 ≤ kj0. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîñâÿçíîñòü îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ëåãêî
ó÷èòûâàåòñÿ ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ. Ýòîò ìåòîä
áåç òðóäà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Ïðîöåäóðà ñâåäåíèÿ íåâûïóêëîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ê
ñòàíäàðòíûì îãðàíè÷åíèÿì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà
âûïóêëûå ïîäîáëàñòè, è ìåæäó íåêîòîðûìè ïàðàìè èõ ââîäÿòñÿ àëüòåðíàòèâ-
íûå óñëîâèÿ (äèçúþíêöèè). Äëÿ êàæäîé ïîäîáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ âåðõíÿÿ
ãðàíèöà è ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, âêëþ÷àþùèå äëÿ êàæäîé
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ïàðû ïîäîáëàñòåé áóëåâû ïåðåìåííûå.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ñâåäåíèÿ çàäà÷è íåâûïóêëîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê öåëî÷èñëåííîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ. Ïóñòü îáëàñòü
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé çàäàíà ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:

x1 + 1/4 x2  ≤ 2;
2/5 x1 � x2 ≥ �1;
x1 � 1/3 x2 ≤ 3;
x1, x2 ≥ 0.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3.9. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ
ïàðà íåðàâåíñòâ îáðàçóþò âûïóêëûå ïîäîáëàñòè x1, x2   ñ ó÷åòîì íåîòðèöàòåëü-
íîñòè ïåðåìåííûõ ñ âåðõíèìè ãðàíèöàìè x1ìàêñ, x2ìàêñ ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåíèå
áóëåâîé ïåðåìåííîé ó ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì íåðàâåíñòâàì:

x1 � yxìàêñ ≤ 0;
x2 � (1 � y) xìàêñ ≤ 0.

Çäåñü êàæäîå óñëîâèå îòíîñèòñÿ êî âñåì íåðàâåíñòâàì ñîîòâåòñòâóþùåé
îáëàñòè.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî àíàëîãè÷íûé ñïîñîá ïðèìåíèì â ñëó÷àå ÷èñëà
ïåðåìåííûõ, áîëüøåãî äâóõ.

Ðèñ.3.9. Íåâûïóêëàÿ îáëàñòü, ñîñòîÿùàÿ èç âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ

X2

X1

2

1

1                2                  3

3.3.2.  Íåëèíåéíîå è öåëî÷èñëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ çàäà÷à âûïóêëîãî íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî ñâåäåíà ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å
öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ öåëè F(õ) èìååò
âèä ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè
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n

F(x1, x2, ..., xn) = ∑ Fj(xj). (3.12)
j=1

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå Fj(xj) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëóþ
ôóíêöèþ, è â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè îïóñòèì èíäåêñ j, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå
F(õ). Ðàçîáüåì âåñü èíòåðâàë èçìåíåíèÿ õ íà ó÷àñòêè ∆k = [dk�1, dk] äëèíîé hk =
dk � dk�1. Åñëè ââåñòè íîâûå ïåðåìåííûå, ðàâíûå äëèíå ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà
[0, õ] ñ îòðåçêîì ∆k, ò.å.

0 ≤ yk ≤ hk,           k = 1, 2, ..., p, (3.13)

òî

x = y1 + y2 +...+ yp.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ F(õ) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî çàìåíåíà íà

F~(õ) = c0 + c1y1 + c2y2 +...+ cpyp. (3.14)

Äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè F(õ) êîýôôèöèåíòû Ñ îáðàçóþò ìîíîòîííóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

c1 ≤ c2 ≤ ... ≤ cp. (3.15)

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè F(õ), çàäàâàåìîé ôîðìóëîé (3.14) ïðè
óñëîâèÿõ  (3.13), ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. ×àñòè÷íóþ öåëî÷èñëåííîñòü çàäà÷è ìîæíî ïîÿñíèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

xîïò = y1 + y2 + ... + yk0,     k0 ≤ p, (3.16)

ãäå y1 = h1, ..., y k0�1 = hk0�1,  0 < yk < hk, à âñå yk äëÿ k>k0 ðàâíû íóëþ. Çäåñü ïî
ñóùåñòâó íàìå÷åíà íåêîòîðàÿ ïðîöåäóðà ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Â
íà÷àëå ó1 óâåëè÷èâàåòñÿ äî ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Åñëè ýêñòðåìóì
íå äîñòèãíóò,  òî, çàôèêñèðîâàâ ó1 íà ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè, óâåëè÷èâàþò
ó2 îò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ó2 = 0 äî ìàêñèìàëüíîãî è ò. ä., ïîêà íå äîéäóò äî ók0.
Åñëè ók0 âçÿòü ìàêñèìàëüíîé, òî íàðóøèòñÿ ñîîòíîøåíèå (3.16). Íåîáõîäèìî
ýòó ïåðåìåííóþ óìåíüøèòü äî çíà÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíîøåíèþ
(3.16). Îñòàëüíûå ók (k>k0) ñëåäóåò ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì âûïóêëîñòè ôóíêöèè öåëè, êîòîðàÿ îáóñëîâëèâàåò ñîîòíîøåíèÿ
(3.15). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì óñëîâèåì íåöåëåñîîáðàçíî áðàòü ïåðåìåííóþ
ók+1, îòëè÷íóþ îò íóëÿ, ïîêà ók íå äîñòèãëà ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.
Ôîðìàëüíî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùèõ ëîãè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, íîñÿùèõ àëüòåðíàòèâíûé õàðàêòåð:

<< èëè ók � hk = 0, èëè ók+1 = 0>>. (3.17)

Ýòî óñëîâèå â ðàññìîòðåííîé âûøå çàäà÷å ìèíèìèçàöèè (3.14) ïðè
óñëîâèÿõ (3.13) íå ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì è àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ
ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèé (3.13).

Ðàññìîòðèì  òåïåðü íåâûïóêëóþ  ôóíêöèþ F(õ) (ðèñ. 3.10). Îïÿòü çàìåíèì
èñõîäíóþ ôóíêöèþ öåëè ïðèáëèæåííî êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé â ñîîò-



75
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

âåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.14). Ïðè ýòîì íå ñîáëþäàåòñÿ óñëîâèå ìîíîòîííîñòè
êîýôôèöèåíòîâ ck [ñì. ôîðìóëó (3.15)]. Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ äîâåñòè äî âåðõíåé
ãðàíèöû âíà÷àëå çíà÷åíèå ók, ñîîòâåòñòâóþùåå íàèìåíüøåìó ck, çàòåì
çíà÷åíèå yk, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëåäóþùåìó ïî âåëè÷èíå ci, è ò. ä., îäíàêî ïðè
ýòîì îòðåçêè ∆õ, èç êîòîðûõ êîìïëåêòóåòñÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå õ,
ïîëó÷àþòñÿ íåñâÿçíûìè. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ èõ ñâÿçíîñòè íåîáõîäèìî óñëîâèå
(3.17) ââåñòè êàê îáÿçàòåëüíîå, òàê êàê îíî â äàííîì ñëó÷àå àâòîìàòè÷åñêè íå
âûïîëíÿåòñÿ. Ñâåäåì åãî ê öåëî÷èñëåííîé ïðîãðàììå. Äëÿ ýòîãî
âîñïîëüçóåìñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ïåðåìåííûìè

zk = 0 èëè 1,   k = 1, 2, ..., p. (3.18)

Òîãäà óñëîâèå (3.17) ìîæíî çàìåíèòü ñîîòíîøåíèÿìè:

yk ≥ hk zk;
yk+1 ≤ hk+1 zk; (3.19)
k = 1, 2, ..., p-1.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî zk = 1 ñîîòâåòñòâóåò äîñòèæåíèþ ók ñâîåé
âåðõíåé ãðàíèöû, òàê êàê ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (3.19) ïðåâðàùàåòñÿ â yk ≥ hk ,
ò.å. yk = hk  (ïåðåìåííàÿ yk  ïî óñëîâèþ (3.13) íå ìîæåò áûòü áîëüøå hk).
Çíà÷åíèå zk  ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ ók < hk, òàê êàê âòîðîå ñîîòíîøåíèå (3.19)
ïðåâðàùàåòñÿ â yk+1 ≤  0, êîòîðîå â ñèëó (3.13) îçíà÷àåò, ÷òî ó k+1 = 0. Äàëåå,
çàìå÷àÿ, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ, íàëîæåííûå ñâåðõó íà ók  â ñîîòíîøåíèÿõ (3.13),
óæå ñîäåðæàòñÿ â ôîðìóëàõ (3.19), êðîìå îãðàíè÷åíèÿ íà ó1, ìîæíî çàìåíèòü
îãðàíè÷åíèÿ (3.13) è (3.19) íà ñëåäóþùèå:

yk ≥ 0,    k = 1, 2, ..., p; (3.20)

Ðèñ 3.10. Ê ìåòîäó ñâåäåíèÿ çàäà÷ íåâûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ê çàäà÷àì öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

F(x)

X

~
F(x)

d0 d1 d2 d3 d4 d5

∆5∆2 ∆3 ∆4∆1
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y1 ≤ h1;
yk ≥ hk zk;
yk+1 ≤ hk zk;

(3.21)

k = 1, 2, ..., p-1.

Â èòîãå èñõîäíàÿ çàäà÷à íåâûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñâåëàñü ê çàäà÷å
öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

F~(õ) = c0 + c1y1 + c2y2 +...+ cpyp = min

(3.22)

yk ≥ 0;

x = y1 + y2 +...+ yp;

z = 0 èëè 1;

y1 ≤ h1;

yk ≥ hk zk;

yk+1 ≤ hk zk;

k = 1, 2, ..., p.

Êðîìå òîãî, åñëè â èñõîäíîé íåëèíåéíîé ïðîãðàììå èìåþò ìåñòî
îãðàíè÷åíèÿ

ϕi (x)≤ 0,   i = 1, 2, ..., m,

èõ ñëåäóåò äîáàâèòü ê îãðàíè÷åíèÿì (3.22).
Ïðèâåäåííûé âûøå ñïîñîá ñâåäåíèÿ íåâûïóêëîé íåëèíåéíîé ïðîãðàììû

ê ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîé ïðîãðàììå ðåàëèçóåòñÿ çà ñ÷åò ââåäåíèÿ áîëüøîãî
÷èñëà äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé.

3.4. Ìåòîäû îòñå÷åíèÿ

Â äàííîì ïîäðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíà ëèíåéíàÿ çàäà÷à öåëî÷èñëåí-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è äàíî ïîíÿòèå ïåðâîãî àëãîðèòìà Ãîìîðè, êîòîðûé
çàëîæèë ôóíäàìåíò òåîðèè öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ìåòîäîâ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
èñïîëüçóþò ñïåöèôè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ, íà êîòîðûõ öåëåñîîáðàçíî ïðåæäå
âñåãî îñòàíîâèòüñÿ. Çàäà÷ó öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàññìîòðèì
â âèäå:

n

x0 ≡ ∑ cjxj = max; (3.23)
j=1

n

∑ aijxj = bj ;      i = 1, 2, ..., m; (3.24)
j=1

xj ≥ 0;      j = 1, 2, ..., n; (3.25)

xj � öåëîå; j = 1, 2, ..., n1. (3.26)
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Ïðè n1 = n çàäà÷à (3.23) � (3.26) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ, à ïðè n1 < n ÷àñòè÷íî
öåëî÷èñëåííîé çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ââåäåì ðÿä ïîíÿòèé. Ìíîæåñòâî íàáîðîâ (õ1,
õ2, ..., xn), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (3.24) � (3.26), íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ èëè äîïóñòèìîé îáëàñòüþ çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Lö. Äëÿ ñîêðàùåííîãî îáîçíà÷åíèÿ
çàäà÷è (3.23) � (3.26) ïðèìåíÿåòñÿ çàïèñü (Lö, c) , ãäå ñ � âåêòîð-ñòîëáåö,
ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ ñi . Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èëè îïòèìàëüíûé ïëàí
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç õ (Lö, c). Íàðÿäó ñ îïòèìàëüíûì ïëàíîì xîïò = (x1îïò , x2îïò,
..., xnîïò) áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ðàñøèðåííûé îïòèìàëüíûé ïëàí

x′′′′′îïò = (x0îïò, x1îïò, ..., xnîïò),

ãäå

n

x0 =∑ cjxj.
j=1

Ñîêðàùåííî îïòèìàëüíûé ðàñøèðåííûé ïëàí îáîçíà÷àåòñÿ êàê

õ� (Lö, c).

Â öåëî÷èñëåííîì ïðîãðàììèðîâàíèè ðàññìàòðèâàþòñÿ öåëî÷èñëåííûå
ìíîãîãðàííèêè, ïîä êîòîðûìè ïîíèìàþòñÿ ìíîãîãðàííèêè ñ öåëî÷èñëåííûìè
âåðøèíàìè, è öåëî÷èñëåííûå ñèìïëåêñ-òàáëèöû, ñîñòîÿùèå èç öåëî÷èñëåííûõ
ýëåìåíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, îãðàíè÷åííîå öåëî÷èñëåííûì
ìíîãîãðàííèêîì, íå îáÿçàòåëüíî ñîñòîèò èç öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê, òðåáóåòñÿ
òîëüêî öåëî÷èñëåííîñòü âåðøèí (êðàéíèõ òî÷åê) ìíîãîãðàííèêà.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäîâ îòñå÷åíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè òàêîé
ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (À, ñ), ïðè êîòîðîé
èñõîäíàÿ çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (Lö, c) ñâîäèòñÿ ê åå
ðåøåíèþ. Èíîãäà ýòî íàçûâàþò ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèåé öåëî÷èñëåííîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (Lö, c).

Ââåäåì ïîíÿòèå ïðàâèëüíîãî îòñå÷åíèÿ, ôèçè÷åñêè îçíà÷àþùåå âûáîð
òàêîé ãèïåðïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ öåëî÷èñëåí-
íîé ëèíåéíîé çàäà÷è õ (Lö, c) è çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ õ (L, c),
ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ öåëî÷èñëåííîñòè

õ (L, c) ⊄ Lö.

Ìàòåìàòè÷åñêè ïðàâèëüíîå îòñå÷åíèå îçíà÷àåò âûáîð òàêîãî ÷èñëà β,
ïðè êîòîðîì íåðàâåíñòâî

∑ ajxj ≤ β (3.27)
j

âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâèÿõ
àõ(L, c) > β; (3.28)

{ õ (Lö, c) | àõ £ b } ⊂ Lö, (3.29)

ãäå à � âåêòîð-ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ.
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Ìåòîä îòñå÷åíèé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðîöåäóðó ïîñëåäîâàòåëüíîãî
âûäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è ïî èçâåñòíîìó
ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé çàäà÷è, â êîòîðîé èñêëþ÷åíû òðåáîâàíèÿ
öåëî÷èñëåííîñòè. Ýòà ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è (Lö, c)  ìîæåò áûòü îïèñàíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Íà k-ì ýòàïå ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (Lk, c), k = 0, 1, 2, ãäå L0 = L.

2. Åñëè íà k-ì ýòàïå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x(Lk, c), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
öåëî÷èñëåííîñòè, òî îíî áóäåò   òàêæå îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì x(L0

ö, c)
èñõîäíîé çàäà÷è (L0

ö, c), òàê êàê íà âñåõ ýòàïàõ ìíîæåñòâà öåëî÷èñëåííûõ
òî÷åê ñîâïàäàþò, ò.å.

L0
ö = L1

ö = L2
ö = ...,

÷òî ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì óñëîâèåì ïðè îòñå÷åíèè.
3. Åñëè íà k-ì ýòàïå ðåøåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì öåëî÷èñëåí-

íîñòè, òî x(Lk, c)  íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì èñõîäíîé öåëî÷èñëåííîé
çàäà÷è. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîäÿò îò k-ãî ýòàïà ê (k + 1)-ìó, äîáàâëÿÿ ê ëèíåéíûì
îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (Lk, c)  óñëîâèå ïðàâèëüíîãî îòñå÷åíèÿ

ak x ≤ βk, (3.30)

êîòîðîå ïðåâðàùàåò ìíîãîãðàííèê (ìíîæåñòâî) Lk â ìíîãîãðàííèê Lk+1. Êàæäûé
êîíêðåòíûé ìåòîä èìååò ñâîé ñïîñîá çàäàíèÿ îòñå÷åíèÿ, íî â àëãîðèòìàõ
Ãîìîðè ãàðàíòèðóåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîöåäóð.

Â ýòîì àëãîðèòìå âïåðâûå áûëà ðåàëèçîâàíà èäåÿ ìåòîäà îòñå÷åíèÿ.
Îí äàåò êîíå÷íóþ ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ ïîëíîñòüþ öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çàäàííîé â âèäå:

n

x0 ≡ ∑ cjxj = max; (3.31)
j=1

n

∑ aijxj = bi ;    i = 1, 2, ..., m; (3.32)
j=1

xj ≥ 0;    j = 1, 2, ..., n; (3.33)

xj � öåëîå. (3.34)

3.5.  Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû

3.5.1. Ðåøåíèå çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Âñå êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ îñíîâàíû íà òîé èëè èíîé èäåå íàïðàâëåííîãî ïåðåáîðà âàðèàíòîâ, â
ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïóòåì ïåðåáîðà ñîêðàùåííîãî ÷èñëà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé
îòûñêèâàåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Ïåðåáîð îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
îïðåäåëåííîãî íàáîðà ïðàâèë, êîòîðûå ïîçâîëÿþò èñêëþ÷àòü ïîäìíîæåñòâà
âàðèàíòîâ, íå ñîäåðæàùèå îïòèìàëüíîé òî÷êè.

Â öåëîì ýòè ìåòîäû ëåã÷å ñïðàâëÿþòñÿ ñ ïðîáëåìîé îêðóãëåíèé, ÷åì
ìåòîäû îòñå÷åíèÿ, êàê ïðàâèëî, íå èñïîëüçóþò ñèìïëåêñ-ïðîöåäóðó ëèíåéíîãî
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ïðîãðàììèðîâàíèÿ è èìåþò áîëåå �ïðîñòóþ àðèôìåòèêó� è áîëåå �ñëîæíóþ
ëîãèêó�.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ýòèõ ìåòîäîâ ñîñòàâëÿþò äèíàìè÷åñêîå
ïðîãðàììèðîâàíèå è ñîâîêóïíîñòü ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ, îáúåäèíåííûõ îáùèì
òåðìèíîì � ìåòîä �âåòâåé è ãðàíèö�.

Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì
îòûñêàíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà ëþáûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâ
ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè. Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè çàâåäîìî ïðèìåíèì ê
ñåïàðàáåëüíûì è ëèíåéíûì ôóíêöèÿì öåëè.

Îãðàíè÷åíèÿ â âèäå íåðàâåíñòâ è öåëî÷èñëåííîñòè ó÷èòûâàþòñÿ â
ðåêóððåíòíîì ïðîöåññå ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà.

Äëÿ ñëó÷àÿ ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè öåëè ìîæíî ñîñòàâèòü îáùóþ
âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó ðåøåíèÿ çàäà÷è íåëèíåéíîãî öåëî÷èñëåííîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî ìåòîäó äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðè÷åì
ðàçìåðíîñòü çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
õàðàêòåðîì ôóíêöèè öåëè è îãðàíè÷åíèé.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè èñõîäíîé çàäà÷è ê ìîäåëè ìíîãîýòàïíîãî
ïðîöåññà îïòèìèçàöèè, èñïîëüçóåìîãî â ýòîì ìåòîäå, ñ ââåäåíèåì ôóíêöèè
Áåëëìàíà. Â êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñâîè ïðèåìû,
êîìïëåêñîì êîòîðûõ ìîæíî îâëàäåòü ïîñëå èçâåñòíîãî îïûòà.

Íà ïðèìåðå çàäà÷è îá îïàñíîé ïåðåïðàâå (ïðèìåð âçÿò èç: Áåëëìàí Ð.,
Äðåéôóñ Ñ. Ïðèêëàäíûå çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ì., 1965)
ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà. Ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç  ìèññèîíåðîâ è
ëþäîåäîâ, äîëæíà ïåðåïðàâèòüñÿ ÷åðåç ðåêó íà ëîäêå, êîòîðàÿ èìååò
îãðàíè÷åííóþ ãðóçîïîäúåìíîñòü R. Ëîäêà óïðàâëÿåòñÿ îäíèì èëè áîëåå
ïàññàæèðàìè â ëþáîé êîìáèíàöèè. Íà êàæäîì áåðåãó è â ëîäêå äîëæíî
ñîáëþäàòüñÿ óñëîâèå íåëþäîåäñòâà, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òîáû ÷èñëî
ëþäîåäîâ â ãðóïïå íå ïðåâûøàëî ÷èñëà ìèññèîíåðîâ (m ≥ l).

Îáîçíà÷èì ÷èñëî ìèññèîíåðîâ è ëþäîåäîâ íà ëåâîì áåðåãó ÷åðåç m1 è
l1, íà ïðàâîì áåðåãó m2 è l2  è â ëîäêå m è l. Ñîîòâåòñòâåííî ñôîðìóëèðóåì
áîëåå îáùèå óñëîâèÿ íåëþäîåäñòâà:

R1 (m1, l1) ≥ 0 íà ëåâîì áåðåãó;
R2 (m2, l2) ≥ 0  íà ïðàâîì áåðåãó;
R3 (m, l)  â ëîäêå.

Ñîñòàâèì ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà, äëÿ ÷åãî ââåäåì
ôóíêöèþ SN (m1, l1), ðàâíóþ ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ëþäåé íà ïðàâîì áåðåãó
ïîñëå N øàãîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîöåññ ïåðåâîçêè íà÷èíàëñÿ ñ m1

ìèññèîíåðîâ è l1 ëþäîåäîâ íà ëåâîì áåðåãó è m2 è l2 íà ïðàâîì áåðåãó.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà ëþáîì øàãå íè îäèí ÷åëîâåê íå âîçâðàùàåòñÿ íà ïåðâûé
áåðåã ñî âòîðîãî, åñëè âñå óæå íàõîäÿòñÿ íà âòîðîì áåðåãó.

Îäèí øàã çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåâîçêå õ1 ìèññèîíåðîâ è ó1 ëþäîåäîâ ñ ëåâîãî
íà ïðàâûé áåðåã è â îáðàòíîé ïåðåâîçêå õ2 ìèññèîíåðîâ è ó2 ëþäîåäîâ ñ
ïðàâîãî íà ëåâûé áåðåã.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè äëÿ N ≥ 0 ìîæíî íàïèñàòü:

SN (m1, l1) = max SN�1 (m1 � x1 + õ2, l1 � y1 + y2),
x1, y1

ãäå âåëè÷èíû õ1, ó1, õ2, ó2 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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0 ≤ õ1 ≤  m1, 0 ≤ y1 ≤ l1,
0 ≤ õ2 ≤  m2 + x1, 0 ≤ y2 ≤ l2 + y1;
0 < õ1 + y1 ≤ K, 0  < õ2 + y2 ≤ K;
R3 (õ1, y1)  ≥ 0, R3 (õ2, y2)  ≥ 0.
R1 (m1 �õ1, l1 �y1)  ≥ 0;
R1 (m1 �õ1 + x2, l1 �y1  + y2 )≥ 0; (3.35)
R2 (m2 + õ1, l2 + y1)  ≥ 0.
R2 (m2 + õ1 �õ2, l2 + y1 �y2)  ≥ 0;

Äëÿ N = 1 èìååì:

S1 (m1, l1) = max [ (m2 + x1), (l2 + y1)]. (3.36)
x1, y1

Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïåðåâîçîê ðàâíî òàêîìó N, äëÿ êîòîðîãî

SN  = m1 + m2 + l1 + l2. (3.37)

Ïðèìåð. Äîïóñòèì, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ìèññèîíåðîâ m1 + m2 = 3
è ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ëþäîåäîâ l1 + l2 = 3, ãðóçîïîäúåìíîñòü ëîäêè Ê = 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (i, j) ñîñòîÿíèå, ïðè êîòîðîì i ìèññèîíåðîâ è  j ëþäîåäîâ
íàõîäÿòñÿ íà ëåâîì áåðåãó, à 3 �  i è 3 � j � íà ïðàâîì áåðåãó. Òîãäà ñ òî÷êè
çðåíèÿ íåëþäîåäñòâà äîïóñòèìû òîëüêî ñëåäóþùèå ñîñòîÿíèÿ:

(0,1), (1,1), (3,1), (0,2), (2,2), (3,2), (0,3), (3,3).

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì:

S1(0,1) = 6, S1 (1,1) = 6, S1(3,1) = 2, S1(0,2) = 6,
S1(2,2) = 3, S1(3,2) = 2, S1(0,3) = 4, S1(3,3) = 1.

Åñëè

Sν (i, j) = 6,  òî Sν+µ (i, j) = 6,    µ = 1, 2, ...

Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé ïîëó÷àåì:

S2(3,1) = 3, S2(2, 2) = 4, S2(3, 2) = 2,
S2(0,3) = 6, S2(3,3) = 2, S3(3,1) = 4,
S3(2,2) = 6, S3(3,2) = 3, S4(3, 2) = 4,
S4(3, 3) = 3, S5(3, 2) = 6, S5(3, 3) = 2,
S5(3, 1) = 6, S5(3, 3) = 4, S6(3, 3) = 6.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíî òðåáóåìîå ÷èñëî ïåðåâîçîê ðàâíî øåñòè.
Ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è ëåãêî ïðîñëåäèòü ñ ïîìîùüþ

ãðàôà, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 3.11. Êàæäîå ðåáðî ãðàôà ñîîòâåòñòâóåò
ïåðåâîçêå ñ îäíîãî áåðåãà íà äðóãîé. Òàêèì îáðàçîì, îäíîìó ýòàïó
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò äâà ðåáðà ãðàôà. Ñòðåëêè
óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå äåéñòâèÿ. Öèôðû â ñêîáêàõ îêîëî êàæäîé âåðøèíû
îçíà÷àþò: ïåðâàÿ � ÷èñëî ìèññèîíåðîâ, âòîðàÿ � ÷èñëî ëþäîåäîâ íà îäíîì
èç áåðåãîâ, ïîñëåäíÿÿ öèôðà îáîçíà÷àåò ëåâûé (1) è ïðàâûé (0) áåðåãà; äâå
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öèôðû ñëåâà ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëó ïåðåâîçèìûõ ìèññèîíåðîâ è ëþäîåäîâ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà íàïðàâëåííîãî ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ

çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
1) ïåðåâîçèì äâóõ ëþäîåäîâ ñ ëåâîãî áåðåãà íà ïðàâûé;
2) âîçâðàùàåì îäíîãî ëþäîåäà íàçàä íà ëåâûé áåðåã;
..........................................................................................................
6) ïåðåâîçèì îäíîãî ìèññèîíåðà è îäíîãî ëþäîåäà ñ ïðàâîãî íà ëåâûé áåðåã;
..........................................................................................................
11) ïåðåâîçèì äâóõ ëþäîåäîâ ñ ëåâîãî áåðåãà íà ïðàâûé.
Èç ðèñ. 3.11 âèäíî, ÷òî â ïðîáëåìå ìèññèîíåðîâ è ëþäîåäîâ ñóùåñòâóåò

áîëåå îäíîãî îïòèìàëüíîãî ïóòè ðåøåíèÿ. Òàê, íà ïåðâîì ýòàïå ìîæíî èëè
ïåðåâåçòè äâóõ ëþäîåäîâ è çàòåì îäíîãî ëþäîåäà îáðàòíî èëè îäíîãî
ìèññèîíåðà è îäíîãî ëþäîåäà, à ïîòîì îäíîãî ìèññèîíåðà îáðàòíî. ×èñëî
ïåðåâîçîê è øàãîâ ïîèñêà ðåøåíèÿ áóäåò îäèíàêîâûì.

3.5.2. Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Êîìïëåêñíûé ïîäõîä ïî ñõåìå âåòâëåíèé îáúåäèíÿåò  öåëûé ðÿä áëèçêèõ
êîìáèíàòîðíûõ ìåòîäîâ, êàê-òî: ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ, àíàëèçà è îòñåâà âàðèàíòîâ è äð. Îáùàÿ èäåÿ ìåòîäà

Ðèñ. 3.11. Ïîÿñíåíèå ê çàäà÷å î ìèññèîíåðàõ è ëþäîåäàõ

(3,3,1) ⇒ (0,0,0)

(0,0,0) => (0,0,0,)

(3,2,0)

(2,2,0)(3,1,0)

(3,2,1)

(3,0,0)

(3,1,1)

(1,1,0)

(2,2,1)

(0,2,0)

(0,3,1)

(0,1,0)

(1,1,1)(0,2,1)

(11)0,2

(7)2,0

(8)0,1

(9)0,2

(4)0,1

(5)2,0

(6)1,1

(1)0,2

(3)0,2

VI ýòàï

(10)0,1

(2)0,1

III ýòàï

II ýòàï

V ýòàï

IV ýòàï

I ýòàï
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ïðîñòà. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïëàíîâ íåêîòîðûì ñïîñîáîì ðàçáèâàåòñÿ íà
ïîäìíîæåñòâî. Â ñâîþ î÷åðåäü êàæäîå èç ïîäìíîæåñòâ ïî ýòîìó æå èëè
äðóãîìó ñïîñîáó ñíîâà ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà äî òåõ ïîð, ïîêà êàæäîå
ïîäìíîæåñòâî íå áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé òî÷êó â ìíîãîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Â ñèëó êîíå÷íîñòè íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ äåðåâî
ïîäìíîæåñòâ (ñõåìà âåòâëåíèé) êîíå÷íî.

Ïîñòðîåíèå ñõåìû âåòâëåíèÿ åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ôîðìèðîâàíèå
ïðîöåäóðû ïåðåáîðà. Ïåðåáîð ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.
Ñå÷åíèå èñõîäíîé äîïóñòèìîé îáëàñòè G0 ãèïåðïëîñêîñòüþ íà ÷àñòè G11 è G12

ñ ïîñëåäóþùèì ðàçäåëåíèåì G11 íà G21 è G22 (ðèñ. 3.12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïîñòðîåíèå äåðåâà âåòâëåíèé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîäìíîæåñòâàìè, êàê ýòî
ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.13.

G0

G11

G12

G22

G21

Ðèñ. 3.12. Ê ìåòîäó âåòâåé è ãðàíèö

Âîçìîæíîñòü îöåíêè îáðàçóåìûõ ïîäìíîæåñòâ  ïî íàèáîëüøåìó
(íàèìåíüøåìó) çíà÷åíèþ äëÿ çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè (ìèíèìèçàöèè) ïîçâîëÿåò
ñîêðàòèòü ïåðåáîð â ñèëó òîãî, ÷òî îäíî èç ïîäìíîæåñòâ ïðè âûïîëíåíèè
îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèé èñêëþ÷àåòñÿ è íå íóæäàåòñÿ â ïîñëåäóþùåì
àíàëèçå.

Ïîíÿòíî, ÷òî âûáîð îöåíîê è ãðàíèö è ñõåìû âåòâëåíèÿ âçàèìîñâÿçàíû
è òðóäíî óêàçàòü îáùèå ðåêîìåíäàöèè ïî èñïîëüçîâàíèþ íà ïðàêòèêå ýòîãî
ìåòîäà.

Ñõåìà âåòâëåíèÿ èëëþñòðèðóåòñÿ ðåøåíèåì îáîáùåííîé çàäà÷è
îäíîìåðíîãî ðàñêðîÿ ñ êîíêðåòíûìè ÷èñëîâûìè äàííûìè.
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Ïðèìåð. Èìåþòñÿ çàãîòîâêè äëèíîé  a1 = 18, a2 = 16, a3 = 13. Ðàçðåçàÿ èõ
íà ÷àñòè, íî íå ñêëåèâàÿ, ìîæíî ïîëó÷àòü äåòàëè äëèíîé b1 = 12, b2 = 10,
b3 = 8, b4 = 6, b5 = 5, b6 = 4. Ñòîèìîñòü êàæäîé äåòàëè èçâåñòíà è â óñëîâíûõ
åäèíèöàõ ÷èñëåííî ðàâíà èõ äëèíå. Ïåðå÷èñëåííûå äåòàëè ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé �ïîðòôåëü çàêàçîâ�, êîòîðûé æåëàòåëüíî îáåñïå÷èòü â ïåðâóþ î÷åðåäü.
Â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòî íåâîçìîæíî, ìàêñèìèçèðóåòñÿ ñòîèìîñòü ïîëó÷àåìûõ
äåòàëåé èç çàäàííîé íîìåíêëàòóðû. Åñëè æå ïîðòôåëü çàêàçîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ,
íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü ñòîèìîñòü äîïîëíèòåëüíîé ïðîäóêöèè.

Âåëè÷èíó

n m

δ = ∑bj � ∑ai
j=1 i=1

áóäåì íàçûâàòü äåôèöèòîì. Îòðèöàòåëüíîñòü äåôèöèòà åùå íå îçíà÷àåò
ñóùåñòâîâàíèå âàðèàíòà ðàñêðîÿ, ïðè ïîëîæèòåëüíîì äåôèöèòå ðàñêðîé
íåâîçìîæåí. Ýòî ñâîéñòâî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ óêàçàíèÿ
ïåðñïåêòèâíîñòè âàðèàíòà. Òàê, åñëè çàãîòîâêà a2 ðàñêðàèâàåòñÿ íà b3 è b5 , òî
íåçàâèñèìî îò êîìáèíàöèé îñòàëüíûõ îòðåçêîâ ðàñêðîé íåâûïîëíèì, ïîñêîëüêó
äëÿ îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ äåôèöèò ïîëîæèòåëåí.

Ïåðâûå ýòàïû ïðèâîäèìîé íèæå ñõåìû âåòâëåíèÿ, èñïîëüçóþùåé
êîìáèíàòîðíûå îòíîøåíèÿ ïîäìíîæåñòâ âàðèàíòîâ, ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.14.
Íà ïåðâîì ýòàïå ôîðìèðóþòñÿ ðàçáèåíèÿ ïåðâîé ãðóïïû îòðåçêîâ (çàãîòîâîê)
íà âòîðóþ ãðóïïó (äåòàëåé) íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêîé èìåííî îòðåçîê ïåðâîé

Ðèñ. 3.13. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö

G0

G12
G11

G21 G22
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ãðóïïû ðàçðåçàåòñÿ. Êîëè÷åñòâî âåòâåé ïåðâîãî ýòàïà ìîæíî âû÷èñëèòü ëèøü
ïî ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì. Ñìûñë ïîäìíîæåñòâà {1, 2, 3} çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî îäèí èç îòðåçêîâ ïåðâîé ãðóïïû â ðåçóëüòàòå ðàñêðîÿ äàåò îäèí
îòðåçîê âòîðîé ãðóïïû, îäèí èç îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ ïåðâîé ãðóïïû
ðàñêðàèâàåòñÿ íà äâà îòðåçêà âòîðîé ãðóïïû èç ÷èñëà îñòàâøèõñÿ è, íàêîíåö,
ïîñëåäíèé îòðåçîê ïåðâîé ãðóïïû äåëèòñÿ íà òðè ÷àñòè, îáðàçóÿ òðè îòðåçêà
âòîðîé ãðóïïû. Íà âòîðîì ýòàïå ôîðìèðóþòñÿ âñå ïåðåñòàíîâêè (ñ ó÷åòîì
ïîðÿäêà) ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ýòàïà. Ñêàæåì, âàðèàíò {2, 1, 3} îçíà÷àåò, ÷òî
èìåííî ïåðâûé ýëåìåíò ïåðâîé ãðóïïû à ðàçðåçàåòñÿ íà äâå ÷àñòè è ò. ä.

Î÷åðåäíîé ýòàï âåòâëåíèÿ îáðàçóåòñÿ ôèêñàöèåé îòðåçêîâ âòîðîé ãðóïïû
ïðè óêàçàííîì íà ïðåäûäóùåì ýòàïå ÷èñëå ÷àñòåé, íà êîòîðîå ðàçðåçàåòñÿ
ïåðâûé ýëåìåíò. Äðóãèìè ñëîâàìè, ôîðìèðóåì ñî÷åòàíèÿ ïî ÷èñëó ðàçäåëåíèé
ïåðâîãî ýëåìåíòà ïåðâîãî ìíîæåñòâà íà ÷èñëî ýëåìåíòîâ âòîðîãî ìíîæåñòâà.
Â äàëüíåéøåì ôèêñèðóåì îòðåçêè âòîðîé ãðóïïû ïðè âòîðîì ýëåìåíòå ïåðâîé
ãðóïïû è, íàêîíåö, ïðè îñòàâøåìñÿ ýëåìåíòå ïåðâîé ãðóïïû ïîëó÷àåì
êîíêðåòíûå âàðèàíòû ðàñêðîÿ, âñåãî 447 âàðèàíòîâ. Â ïîäðîáíî îïèñàííîé
ñõåìå âåòâëåíèÿ, â îòëè÷èå îò ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ, íè íà îäíîì ýòàïå íå
èñïîëüçóåòñÿ êîíêðåòíûé ÷èñëîâîé ìàòåðèàë. Ðåêîìåíäóåòñÿ ïîñòðîèòü äëÿ
ýòîãî æå ïðèìåðà èíóþ ñõåìó âåòâëåíèÿ, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî ýòàïà, ïî
ñëåäóþùåìó ïðèçíàêó: îòðåçêè âòîðîé ãðóïïû ôèêñèðóþòñÿ ïðè ýëåìåíòå
ïåðâîé ãðóïïû, ðàçðåçàåìîì íà ìåíüøåå ÷èñëî ÷àñòåé. Çàòåì íàäî ñðàâíèòü
ñõåìû. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íà êàæäîì ýòàïå âåòâëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïî ðåãóëÿðíîé ïðîöåäóðå, ÷òî ïîçâîëÿåò çàïîìèíàòü ëèøü îäèí âàðèàíò.
Ñðàâíåíèå äåôèöèòîâ ïðåäûäóùåãî è ïîñëåäóþùåãî âàðèàíòîâ ïîçâîëÿåò
âûäåëèòü ïåðñïåêòèâíûé è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó âåòâü. Îêîí÷àòåëüíûé
ðåçóëüòàò èìååò âèä:

{ (b2, b3), (b4, b5, b6), (b1) };
{ (b1, b4), (b2, b5), (b3, b6) };
{ (b1, b4), (b2, b6), (b3, b5) };
{ (b1, b5), (b2, b4), (b3, b6) };
{ (b2, b3), (b1, b6), (b4, b5) };
{ (b1, b6), (b2, b4), (b3, b5) };
{ (b2, b4), (b1, b6), (b3, b5) }.

(1
,1

,4
)

(3
,1

,2
)

(2
,3

,1
)

(2
,1

,3
)

(4
,3

,2
)

(1
,2

,3
)

(2
,2

,2
)

(1
,4

,1
)

(4
,1

,1
)

(3
,2

,1
)

3,6

(1,1,4)
(1,2,3) (2,2,2)

18

16

13

12

10

8

6

5

4

Ðèñ. 3.14. Ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî ðàñêðîÿ çàãîòîâîê
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Ôîðìàëüíî çàäà÷ó ìîæíî áûëî áû ñâåñòè ê îáùåìó âèäó ëèíåéíîé çàäà÷è
öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íî òàêîå ñâåäåíèå ïðèâåäåò ê
çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ è äðóãèì òðóäíîñòÿì.
Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïðè ýòîì ïðèîáðåòàåò êâàçèáëî÷íûé âèä ñ íåïëîòíûì
çàïîëíåíèåì åå îòëè÷íûìè îò íóëÿ ýëåìåíòàìè. Êàê ïðàâèëî, çàäà÷è
ìíîãîèíäåêñíûå ñ áîëüøèì ÷èñëîì óñëîâèé è ñëîæíîé óïîðÿäî÷åííîñòüþ
ðåêîìåíäóåòñÿ ðåøàòü ïî ñõåìå âåòâëåíèé, èñïîëüçóÿ ñïåöèôèêó óñëîâèé è
îãðàíè÷åíèé.

Äëÿ çàäà÷ äèñêðåòíîãî òèïà ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðà-
íåíèå â ñèëó ïðîñòîòû è äîñòóïíîñòè è, êðîìå òîãî, íàèáîëåå åñòåñòâåííîé
ôîðìû îïèñàíèÿ ñèñòåì óñëîâèé è îãðàíè÷åíèé, ÿâëÿþùèõñÿ, êàê ïðàâèëî,
îòïðàâíûì ïóíêòîì ïîñòðîåíèÿ äåðåâà âåòâëåíèÿ. Ïî ñóùåñòâó ìíîãèå
îðèãèíàëüíûå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ ìîäèôèêàöèÿìè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ñ
ó÷åòîì ñïåöèôèêè óñëîâèé çàäà÷è.

3.6. Äðóãèå ìåòîäû îïòèìèçàöèè

Ðàññìîòðèì ïðåæäå âñåãî ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷
öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íå ãàðàíòèðóþùèå ñõîäèìîñòè çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ, à òàêæå âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû, îáåñïå÷èâàþùèå ñõîäèìîñòü â
âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå. Ñþäà æå îòíîñÿòñÿ ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû â ÷èñòîì
âèäå è â êîìáèíàöèè ñ âåðîÿòíîñòíûìè.

Ðåøåíèå çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ
ëèíãâèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà ëèíãâèñòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî èõ èñïîëüçîâàòü ïðè ðàçðàáîòêå ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ áîëüøèìè ñèñòåìàìè. Ê òàêèì ñâîéñòâàì â ïåðâóþ î÷åðåäü
îòíåñåì ïðîñòîòó îáùåíèÿ ÷åëîâåêà ñ ìàøèíîé, òàê êàê ëèíãâèñòè÷åñêèå
ìåòîäû èñïîëüçóþò â êà÷åñòâå âõîäíûõ ÿçûêè, áîëåå ïîíÿòíûå íåñïåöèàëèñòó,
÷åì èçâåñòíûå àëãîðèòìè÷åñêèå ÿçûêè, à òàêæå àâòîìàòèçèðîâàííûé (â ðåæèìå
äèàëîãà) ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ìîäåëè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïðîñëåäèì îñíîâíûå ìîìåíòû ìåòîäà ëèíãâèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
íà ðåøåíèè çàäà÷è îá îïàñíîé ïåðåïðàâå. Îáîçíà÷èì ïðèñóòñòâèå ìèññèîíåðà
ñèìâîëîì m, ïðèñóòñòâèå ëþäîåäà ñèìâîëîì l. Òîãäà öåïî÷êà ñèìâîëîâ
(êîòîðóþ â äàëüíåéøåì áóäåì ïîíèìàòü êàê ôðàçó ÿçûêà îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèé
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû) mmmmllll áóäåò îïèñàíèåì íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íà
ëåâîì áåðåãó. Ïðè ýòîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèé êàæäàÿ ïåðåâîçêà
ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëó âèäà α → ε , ãäå α � öåïî÷êà èç ñèìâîëîâ m  è (èëè) l,
à  ε �: ïóñòîé ñèìâîë. Îòìåòèì, ÷òî äëèíà öåïî÷êè α íå äîëæíà ïðåâûøàòü
ãðóçîïîäúåìíîñòü ëîäêè, à êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ m íå äîëæíî áûòü ìåíüøå
÷èñëà ñèìâîëîâ l (óñëîâèå íåëþäîåäñòâà â ëîäêå). Òàê, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà
ëåâîì áåðåãó íàõîäÿòñÿ 4 ìèññèîíåðà è 3 ëþäîåäà, èìååò ìåñòî ñîñòîÿíèå
mmmmlll. Ïóñòü ìû õîòèì ïåðåâåçòè äâóõ ìèññèîíåðîâ è îäíîãî ëþäîåäà,
òîãäà ïðàâèëî âûãëÿäèò êàê ïîäñòàíîâêà mml → ε, ïðèìåíåíèå êîòîðîé ê
îïèñàíèþ ñîñòîÿíèÿ äàåò mmmmlll → mmεll = mmll. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
äâîéíûå ïåðåâîçêè, ò.å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëîäêà ñîâåðøàåò ðåéñ ñ ëåâîãî
áåðåãà íà ïðàâûé è îáðàòíî. Òàêèå ïåðåâîçêè çàïèøóòñÿ êàê ïðàâèëà âèäà
α → β, ãäå α è β � íåïóñòûå öåïî÷êè, ïî äëèíå íå ïðåâûøàþùèå âåëè÷èíû
ãðóçîïîäúåìíîñòè ëîäêè, è, êðîìå òîãî, â íèõ ñîáëþäàþòñÿ óñëîâèÿ
íåëþäîåäñòâà. Åñëè ñîñòîÿíèå íà ëåâîì áåðåãó èìååò îïèñàíèå mmmmlll è
ìû ïåðåâîçèì ñ ëåâîãî áåðåãà íà ïðàâûé äâóõ ìèññèîíåðîâ è îäíîãî ëþäîåäà,
à îáðàòíî îäíîãî ìèññèîíåðà è îäíîãî ëþäîåäà, òî ïðàâèëî ïðèîáðåòàåò âèä
mml → ml, à ðåçóëüòàò åãî ïðèìåíåíèÿ � mmmmlll → mmmlll. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ñôîðìèðîâàëè çíàêîìóþ ìîäåëü çàäà÷è, ñîäåðæàùóþ ∑ � ÿçûê îïèñàíèÿ
ñîñòîÿíèé, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ∑ âñåõ
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öåïî÷åê, ñîñòàâëåííûõ èç ñèìâîëîâ m è l, è ìíîæåñòâî ïðàâèë ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò âèä α → β, ãäå α è β ⊂ ∑, à ∑ � àëôàâèò,
ñîñòîÿùèé èç ñèìâîëîâ m è l.

Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü íå äàåò åùå íè÷åãî íîâîãî. Â ñàìîì äåëå, îíà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî óäîáíóþ çàïèñü ïîðîæäåíèÿ ãðàôà óïðàâëåíèÿ �
îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, âåðøèíû êîòîðîãî îòîæäåñòâëåíû ñ ñîñòîÿíèÿìè
íà ëåâîì áåðåãó, à ðåáðà � ñ äâîéíûìè ïåðåâîçêàìè. Ýòà ìîäåëü íå äàåò
íèêàêèõ ñâåäåíèé î òîì, êàêóþ ïåðåâîçêó èç íåñêîëüêèõ âîçìîæíûõ äëÿ êàæäîãî
ñîñòîÿíèÿ ñëåäóåò ïðèìåíèòü, ÷òîáû îáùåå ÷èñëî ïåðåâîçîê áûëî
ìèíèìàëüíûì. Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìååò
äåëî ïðàêòè÷åñêè ñ òåì æå ñàìûì îïèñàíèåì.

Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü ìåòîäîâ ëèíãâèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè ââîäÿò íåêèå ìàêðîîïèñàíèÿ çàäà÷è, êîòîðûå
ïîçâîëÿþò îáúåäèíÿòü ñõîäíûå ïî ñòðóêòóðå îïèñàíèé ñîñòîÿíèÿ â
ìàêðîñîñòîÿíèÿ. Ýòèì äîñòèãàåòñÿ ðàññìîòðåíèå çàäà÷è ñ áîëåå îáùåé òî÷êè
çðåíèÿ, ò.å. ðåøåíèå èùåòñÿ íå íà ãðàôå, à íà ìàêðîãðàôå óïðàâëåíèÿ,
èìåþùåì ãîðàçäî ìåíüøå âåðøèí è ðåáåð.

Â òàêèõ çàäà÷àõ ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ ãðàôîâûå ìîäåëè � ìîäåëè,
èñïîëüçóþùèå êîíöåïöèè òîïîëîãè÷åñêèõ ãåîìåòðèé è ïðîñòðàíñòâ, à òàêæå
ãðàôîâûå ïîòîêîâûå ìîäåëè â âèäå ïëîñêîãî ãðàôà, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò
ïåòëè, åñòü íà÷àëüíàÿ âåðøèíà (èñòîê) è êîíå÷íàÿ âåðøèíà (ñòîê).

Ïîñòðîåíèå ìàêðîñîñòîÿíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíîãî
àïïàðàòà ïîðîæäàþùèõ ãðàììàòèê, ðàçðàáîòàííîãî â öåëÿõ ìîäåëèðîâàíèÿ
åñòåñòâåííûõ ÿçûêîâ. Ïîðîæäàþùàÿ ãðàììàòèêà Ã ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñîâî-
êóïíîñòü òåðìèíàëüíîãî ñëîâàðÿ Ò, íåòåðìèíàëüíîãî ñëîâàðÿ N, Ò ∩ N = ∅,
íà÷àëüíîãî ñèìâîëà S ⊂ N è ìíîæåñòâà ïðàâèë âûâîäà Ð, èìåþùèõ âèä α → β,
ãäå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå   α ⊂ N, β ⊂ (N ∪ Ò) � öåïî÷êà, ñîñòàâëåííàÿ èç
ñèìâîëîâ òåðìèíàëüíîãî è íåòåðìèíàëüíîãî ñëîâàðåé.

Ñóùåñòâóþò ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ãðàììàòèê ïî äàííîìó
ïîäìíîæåñòâó ôðàç ÿçûêà. Ýòè ìåòîäû â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äîïóñêàþò
àâòîìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ãðàììàòèêè, íî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ
âîçìîæíûì àâòîìàòèçèðîâàííîå (â ðåæèìå äèàëîãà) ïîñòðîåíèå.

Â ñëó÷àå çàäà÷è îá îïàñíîé ïåðåïðàâå óäàåòñÿ îñóùåñòâèòü
àâòîìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ãðàììàòèê, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àþòñÿ òðè
ãðàììàòèêè, ðàçáèâàþùèå âñå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé íà òðè ïîäìíîæåñòâà,
ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿì íåëþäîåäñòâà.
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ÇÀÄÀÍÈß ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ

1. Ñîñòàâüòå ëîãè÷åñêóþ ñõåìó áàçû çíàíèé ïî òåìå þíèòû.
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2. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ôóíêöèè

f(x) = x (x � 1)2

3. Ìåòîäîì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà íàéäèòå ìèíèìóì

F(x) = x
1
2/4 + x

2
2
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4. Íàéäèòå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà

F(x
1
, x

2
) = 4 � (x

1
 � 4) 2 � (x

2
 � 4) 2 → max

ïðè x
1
 + x

2 
≤ 10

x
1
 x

2 
≥ 1

x
1
, x

2 
≥ 0

5. Ðåøèòå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Îãðàíè÷åíèÿ: x
1
 + 2x

2 
≤ 5

3x
1
 + x

2 
≤ 8

Óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè: x
1
, x

2 
≥ 0

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ: z = x
1
 + x

2 
→ max
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6. Íàéäèòå â îáëàñòè  D = {| x
1
| < 1, | x

2
| < 1}

min F(x
1
, x

2
) = x

1
4 + x

2
4 � x

1
2 � x

2
2

D

÷åðåç ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

2x
1
3 � x

1 
= 0

2x
2
3 � x

2 
= 0
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ÒÐÅÍÈÍÃ ÓÌÅÍÈÉ

1. Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ òðåíèíãà íà óìåíèå ¹ 1

Çàäàíèå

Äëÿ ôóíêöèè F(x1, x2) íàéòè óñëîâíûé ýêñòðåìóì, åñëè

F(x1, x2) = x1 x2

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
x1

2 + x2
2
  = 2

Ðåøåíèå

¹
ï/ï

Àëãîðèòì
Êîíêðåòíîå äåéñòâèå, ñîîòâåòñòâóþùåå

ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

1.
Ïîñòðîèòü
ôóíêöèþ Ëà-
ãðàíæà

L(x1, x2, λ) = x1x2 + λ(2  � x12 � x22)

2

Íàéòè ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå
ïåðâîãî ïîðÿäêà

äëÿ L(x1, x2, λ)

∂L / ∂x1 = x2 � 2λx1;     ∂L / ∂x2 = x1 � 2λx2;

∂L / ∂λ  = 2 � x12 � x22

3.

Ñîñòàâèòü ñèñ-
òåìó óðàâíåíèé
äëÿ íàõîæäåíèÿ
ñòàöèîíàðíûõ

òî÷åê L(x1, x2, λ)









=−−

=λ−
=λ−

0xx2

0x2x

0x2x

2

2

2

1

21

12

4.
Ðåøèòü ñèñòåìó
óðàâíåíèé

x10 = 1; x20 = 1; λ0 = 1/2 ;

x11 = �1; x21 = �1; λ1 = 1/2 ;

x12 = 1; x22 = �1; λ2 = �1/2;

x13 = �1; x23 = 1; λ3 = 1/2

5.
Íàéòè ýêñòðå-
ìóìû ôóíêöèè

F(1,1) = 1; F(�1, �1) = 1; F(�1,1) = �1; F(1, �1) = �1.
Îòêóäà:
Fmax = 1 ïðè (x1 = 1, x2 = 1) è (x1 = �1, x2 =  �1);
Fmin = �1 ïðè (x1 = �1, x2 = 1) è (x1 = 1, x2 =  �1).

Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî:

Çàäàíèå 1.1

Äëÿ ôóíêöèè F(x1, x2) íàéòè óñëîâíûé ýêñòðåìóì, åñëè

F(x1, x2) = x1 + x2

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
1/x1 + 1/x2  = 2  è  x1, x2  ≥ 0.
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Çàäàíèå 1.2

Äëÿ ôóíêöèè F(x1, x2) íàéòè óñëîâíûé ýêñòðåìóì, åñëè

F(x1, x2) = x1
2 + x2

2

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
x1 + x2 = 2     è      x1, x2  ≥ 0.
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2. Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ òðåíèíãà íà óìåíèå ¹ 2

Çàäàíèå

Ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ

F = 1/4 X1 + 1/3 X2

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
5 X1 +  X2 � 5 ≥ 0
2 X1 +  5X2 � 10 ≥ 0
X1,  X2  ≥ 0.

Ðåøåíèå

¹
ï/ï

Àëãîðèòì
Êîíêðåòíîå äåéñòâèå, ñîîòâåòñòâóþùåå

ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

1.
Ââåñòè âñïîìîãàòåëüíûå
ïåðåìåííûå

x1 = X1, x2 = 5X1 +  X2 � 5,
x3 = 2 X1 +  5X2 � 10, x4 = X2

2.
Ïðåîáðàçîâàòü çàäà÷ó ê
ñòàíäàðòíîé ôîðìå

 F = 1/4  x1 + 1/3  x4 = min
5x1 � x2 + x4 = 5,
2x1 � x3 + 5x4 = 10,

x1, x2, x3, x4, ≥ 0

3.

Ïîëó÷èòü êàíîíè÷åñêóþ
ôîðìó çàäà÷è, ïðèíèìàÿ â
êà÷åñòâå áàçèñíûõ ïåðå-
ìåííûõ x1, x2

x1 � 1/2x3 + 5/2x4 = 5 > 0,
x2 � 5/2  x3 + 23/2x4 = 20 > 0,

24F = 3  x3 � 7 x4  + 30

4.

Ïðîâåñòè àíàëèç ïîâåäå-
íèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â
çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèé
x4

Êîýôôèöèåíò ïðè x4 îòðèöàòåëåí
(24F = 3  x3 � 7x4  + 30), ñëåäîâàòåëüíî, F
óáûâàåò ïðè âîçðàñòàíèè x4.
Íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà x4 îäíó èç áà-
çèñíûõ ïåðåìåííûõ

5.
Ïðîâåñòè àíàëèç òîãî,
êàêóþ áàçèñíóþ ïåðåìåí-
íóþ íåîáõîäèìî çàìåíèòü

Ïðè âîçðàñòàíèè Ñ ïåðâîé îáðàùàåòñÿ â
íóëü áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ x2. Ñëåäîâà-
òåëüíî, x4 çàìåíèò x2.

6.

Íàéòè çíà÷åíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ â íîâîé êàíîíè-
÷åñêîé ôîðìå ïîñëå çàìå-
íû áàçèñà

x2 =x3 = 0,
x4 = 20/(23/2) = 40/23,
x1 = 15/23.

7.
Ïîëó÷èòü íîâóþ êàíîíè-
÷åñêóþ ôîðìó ïîñëå çàìå-
íû áàçèñà íà x1 è x4

x1 � 5/23 x2 + 1/23 x3 = 15/23 > 0,
x4 + 2/23  x3 � 5/23 x3 = 40/23 > 0,

12⋅23 F = 7 x2 + 17 x3  + 205

8.

Ïðîâåñòè àíàëèç ïîâåäå-
íèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â
çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèé
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ
x3 è x2

Â öåëåâîé ôóíêöèè êîýôôèöèåíòû ïðè
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ x3 è x2 ïîëîæè-
òåëüíû, çíà÷èò, ìîæíî ïîëó÷èòü åäèíñò-
âåííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.
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Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî:

Çàäàíèå 2.1

Ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ

F = 1/8 X1 + 1/2 X2

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
3 X1 +  X2 � 5 ≥ 0
2 X1 +  3X2 � 10 ≥ 0
X1,  X2  ≥ 0.

¹
ï/ï

Àëãîðèòì
Êîíêðåòíîå äåéñòâèå, ñîîòâåòñòâóþùåå

ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

9.
Íàéòè îïòèìàëüíîå ðå-
øåíèå

Ïðèðàâíèâàåì ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå
íóëþ è ïîëó÷àåì:

F = 205/12⋅23 = 205/276
åäèíñòâåííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
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Çàäàíèå 2.2

Ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ

F = 4 X1 + 3 X2

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
4 X1 +  X2 � 3 ≥ 0
X1 +  5X2 � 15 ≥ 0
X1,  X2  ≥ 0.
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3. Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ òðåíèíãà íà óìåíèå ¹ 3

Çàäàíèå

Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ

F(x1, x2) = x1
4 + x2

4
  � 2 x1x2 � x1

2 � x2
2

íà áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì.

Ðåøåíèå

¹
ï/ï

Àëãîðèòì
Êîíêðåòíîå äåéñòâèå, ñîîòâåòñò-

âóþùåå ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

1.
Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂F / ∂x1 = 4x13 � 2x2 � 2x1;

∂F / ∂x2 = 4x23 � 2x2 � 2x1

2. Ïîñòðîèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé




=
=

0x2x2x4

0x2x2x4

12

3

2

12

3

1

        �    � 
           � �  

3. Íàéòè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè
(x1 = 1,  x2 = 1); (x1 = 0,  x2 = 0);
(x1 = �1,  x2 = �1)

4.
Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
âòîðîãî ïîðÿäêà

∂2F / ∂x12 = 12x12 � 2;

∂2F / ∂x22 =  12x22 � 2;

∂2F / ∂x1∂x2 = � 2

5.

Íàéòè çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà â
ïåðâîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå
(x1 = 0,  x2 = 0)

À1 = �2; À2 = �2; À12 = �2

6.
Îïðåäåëèòü íàëè÷èå ýêñòðå-
ìóìà â òî÷êå (x1 = 0,  x2 = 0)

À1 À2 � À212 = 0
Â òî÷êå (x1 = 0,  x2 = 0) íóæíû äîïîë-
íèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ

7.

Íàéòè çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà âî
âòîðîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå (x1

= 1,  x2 = 1)

À1 = 10; À2 = �10; À12 = �2

8.
Îïðåäåëèòü íàëè÷èå ýêñòðå-
ìóìà â òî÷êå (x1 = 1,  x2 = 1)

À1 À2 � À212 = 96 > 0, À1 = 10> 0.
Â òî÷êå (x1 = 1,  x2 = 1) èìååòñÿ ìè-
íèìóì

9.
Íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè â
òî÷êå (x1 = 1,  x2 = 1)

Fmin = �2 â òî÷êå (x1 = 1,  x2 = 1)

10.

Íàéòè çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà âî
2-é ñòàöèîíàðíîé òî÷êå (x1 = �
1,  x2 = �1)

À1 = 10; À2 = 10; À12 = �2
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¹
ï/ï

Àëãîðèòì
Êîíêðåòíîå äåéñòâèå, ñîîòâåòñò-

âóþùåå ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

11.
Îïðåäåëèòü íàëè÷èå ýêñòðå-
ìóìà â òî÷êå (x1 =-1, x2 = �1)

À1 À2 � À212 = 96 > 0, À1 = 10 > 0.
Â òî÷êå (x1 = �1,  x2 = �1) èìååòñÿ ìè-
íèìóì

12.
Íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè â
òî÷êå (x1 =-1,  x2 = �1)

Fmin = �2 â òî÷êå (x1 = �1,  x2 = �1)

Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî:

Çàäàíèå 3.1

Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ

F(x1, x2) = x1
3 + x2

3
  � 3 x1x2 � x1

2 � x2
2

íà áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì.
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Çàäàíèå 3.2

Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ

F(x1, x2) = x1
4 � 2 x1x2 + x1

2 � x2 +2

íà áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì.
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