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ÄÈÄÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÏËÀÍ

Êðèòåðèè îïòèìèçàöèè. Êëàññèôèêàöèÿ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè. Ñèñòåìíûé
ïîäõîä ê îïòèìèçàöèè. Îñíîâû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû
îïòèìèçàöèè. Óðàâíåíèå Ýéëåðà. Óñëîâèå Ëåæàíäðà. Îáîáùåííàÿ çàäà÷à
Ëàãðàíæà. Çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèÿìè â êëàññè÷åñêîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè.
Âûðîæäåííûå ôóíêöèîíàëû. Ïðÿìûå ìåòîäû â êëàññè÷åñêîì âàðèàöèîííîì
èñ÷èñëåíèè. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Íåïðåðûâíûé
ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ.
Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Äèñêðåòíûé ïðèíöèï
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Îïòèìèçàöèÿ äèñêðåòíûõ ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ.
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ÏÅÐÅ×ÅÍÜ ÓÌÅÍÈÉ

¹

ï/ï

Óìåíèÿ Àëãîðèòìû

1 Íàõîæäåíèå ýêñòðåìàëè

ôóíêöèîíàëà

1. Îïðåäåëèòü ïîäèíòåãðàëüíóþ

ôóíêöèþ.

2. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå Ýéëåðà.
3. Îïðåäåëèòü ýêñòðåìàëè êàê ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.

4. Ïðîâåðèòü óäîâëåòâîðåíèå ðåøå-
íèÿ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.

2 Îïðåäåëåíèå äîñòàòî÷íûõ óñ-
ëîâèé ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíà-
ëà (óñëîâèÿ Ëåæàíäðà).

1. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå Ýéëåðà.

2. Îïðåäåëèòü ýêñòðåìàëè êàê ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.

3. Íà îñíîâàíèè óñëîâèé Ëåæàíäðà
îïðåäåëèòü òèï ìàêñèìóìà (ìèíè-
ìóìà) äàííîãî ôóíêöèîíàëà.

3 Îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè íà-
ïðàâëåííîãî ïåðåáîðà â äèíà-
ìè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè

ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì ïåðå-
áîðîì (ïî çàäà÷å ðàñïðåäåëå-

íèÿ ðåñóðñîâ ∑
=

=
n

i
ii xg

1

max)( )

1. Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî âû÷èñëå-
íèé äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé
çíà÷åíèé ðåñóðñîâ ïðè ïðÿìîì ïå-
ðåáîðå.

2. Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî âû÷èñëå-
íèé äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé

çíà÷åíèé ðåñóðñîâ ïðè íàïðàâëåí-
íîì ïåðåáîðå (â äèíàìè÷åñêîì ïðî-
ãðàììèðîâàíèè).

3. Îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíîñòü íàïðàâ-
ëåííîãî ïåðåáîðà ïî ñðàâíåíèþ ñ

ïðÿìûì â %.
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ÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÎÁÇÎÐ*

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎËÎÆÅÍÈß ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

1.1. Îïòèìèçàöèÿ â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ è ïðîåêòèðîâàíèÿ

Îïòèìèçàöèÿ � ýòî ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è,
îïðåäåëÿåìîãî ïî íåêîòîðîìó çàðàíåå óñòàíîâëåííîìó êðèòåðèþ. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ýòî öåëåíàïðàâëåííàÿ äåÿòåëüíîñòü, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ïîëó÷åíèè
íàèëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ.

Îïòèìèçàöèÿ â øèðîêîì ñìûñëå ñëîâà íàõîäèò ïðèìåíåíèå â íàóêå, òåõíèêå
è â ëþáîé äðóãîé îáëàñòè ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, íàïðèìåð:

- ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñëîæíûõ èíæåíåðíûõ ñîîðóæåíèé è ñèñòåì;
- â óïðàâëåíèè ïðîèçâîäñòâåííûìè, òåõíè÷åñêèìè è ýêîíîìè÷åñêèìè

ñèñòåìàìè;
- â ïðîöåññàõ ðàçðàáîòêè àâòîìàòèçèðîâàííûõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è ò.ä.
Òàê, îïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà  óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â âèäå

íàáîðà ïðàâèë, ñòðàòåãèè èëè ñïîñîáà óïðàâëåíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðûì ñëåäóåò
ïîñòóïàòü â òîé èëè èíîé ñèòóàöèè (âîåííîé,  ïðîèçâîäñòâåííîé è ò.ä.) èëè â
âèäå  êîìïëåêñà  òåõíè÷åñêèõ  ñðåäñòâ  óïðàâëåíèÿ (êîñìè÷åñêèì èëè ìîðñêèì
îáúåêòîì, èíæåíåðíûì ïðîåêòîì è ò.ä.).

Ïîèñêè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïðèâåëè ê ñîçäàíèþ ñïåöèàëüíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è óæå â XVIII â. áûëè çàëîæåíû ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû
îïòèìèçàöèè (âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è äð).  Îäíàêî äî
âòîðîé ïîëîâèíû ÕÕ â. ìåòîäû îïòèìèçàöèè âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè
ïðèìåíÿëèñü ðåäêî, ïîñêîëüêó ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè òðåáîâàëî îãðîìíîé âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû, êîòîðóþ áåç
ÝÂÌ ðåàëèçîâàòü áûëî êðàéíå òðóäíî, à â ðÿäå ñëó÷àåâ - íåâîçìîæíî. Íàïðèìåð,
áîëüøèå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïðîöåññîâ â
õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè èç-çà áîëüøîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ è èõ ñëîæíîé
âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñîáîé. Ïðè íàëè÷èè ÝÂÌ çàäà÷à çàìåòíî óïðîùàåòñÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

1) Íàëè÷èå îáúåêòà îïòèìèçàöèè è öåëè îïòèìèçàöèè. Ôîðìóëèðîâêà êàæäîé
çàäà÷è îïòèìèçàöèè äîëæíà òðåáîâàòü ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ëèøü îäíîé
âåëè÷èíû, ò.å. îäíîâðåìåííî ñèñòåìå íå äîëæíî ïðèïèñûâàòüñÿ äâà è áîëåå
êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè (ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ýêñòðåìóì îäíîãî êðèòåðèÿ íå
ñîîòâåòñòâóåò ýêñòðåìóìó äðóãîãî).

Âîò òèïè÷íûé ïðèìåð íåïðàâèëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è îïòèìèçàöèè: �Ïîëó÷èòü
ìàêñèìàëüíóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïðè ìèíèìàëüíîé ñåáåñòîèìîñòè�. Îøèáêà
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîèñêà îïòèìóìà 2-õ âåëè÷èí, ïðîòèâîðå÷àùèõ
äðóã äðóãó ïî ñâîåé ñóòè. Ïðàâèëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìîãëà áûòü ñëåäóþùàÿ:
�Ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïðè çàäàííîé ñåáåñòîèìîñòè èëè
ïîëó÷èòü ìèíèìàëüíóþ ñåáåñòîèìîñòü ïðè çàäàííîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè�.

Â ïåðâîì ñëó÷àå êðèòåðèé îïòèìèçàöèè � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, à âî âòîðîì
- ñåáåñòîèìîñòü.

2) Íàëè÷èå ðåñóðñîâ îïòèìèçàöèè, ïîä êîòîðûìè ïîíèìàþò âîçìîæíîñòü
âûáîðà çíà÷åíèé íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ îïòèìèçèðóåìîãî îáúåêòà. Îáúåêò
äîëæåí îáëàäàòü îïðåäåëåííûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû - óïðàâëÿþùèìè
âîçäåéñòâèÿìè.____________________________________________________________________________________________________

* Æèðíûì øðèôòîì âûäåëåíû íîâûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî óñâîèòü. Çíàíèå ýòèõ ïîíÿòèé
áóäåò ïðîâåðÿòüñÿ ïðè òåñòèðîâàíèè.
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3) Âîçìîæíîñòü êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè îïòèìèçèðóåìîé âåëè÷èíû,
ïîñêîëüêó òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñðàâíèâàòü ýôôåêòû îò âûáîðà òåõ èëè
èíûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé.

4) Ó÷åò îãðàíè÷åíèé.
×àñòî îïòèìèçèðóåìàÿ âåëè÷èíà ñâÿçàíà ñ ýêîíîìè÷íîñòüþ ðàáîòû

ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà. Îïòèìèçèðóåìûé âàðèàíò ðàáîòû îáúåêòà äîëæåí
îöåíèâàòüñÿ êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè, ïîä êîòîðûì ïîíèìàåòñÿ êîëè÷åñòâåííàÿ
îöåíêà îïòèìèçèðóåìîãî êà÷åñòâà îáúåêòà.

Íà îñíîâàíèè âûáðàííîãî êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ñîñòàâëÿåòñÿ öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé çàâèñèìîñòü êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè îò
ïàðàìåòðîâ, âëèÿþùèõ íà åå çíà÷åíèå. Âèä êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè èëè öåëåâîé
ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíîé çàäà÷åé îïòèìèçàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ýêñòðåìóìà
öåëåâîé ôóíêöèè.

Íàèáîëåå îáùåé ïîñòàíîâêîé îïòèìàëüíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå
êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè â âèäå ýêîíîìè÷åñêîé îöåíêè (ïðîèçâîäèòåëüíîñòü,
ñåáåñòîèìîñòü ïðîäóêöèè, ïðèáûëü, ðåíòàáåëüíîñòü). Èíîãäà, â ÷àñòíûõ çàäà÷àõ
îïòèìèçàöèè, êîãäà îáúåêò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà, íå âñåãäà
óäàåòñÿ èëè íå âñåãäà öåëåñîîáðàçíî âûäåëÿòü ïðÿìîé ýêîíîìè÷åñêèé
ïîêàçàòåëü, êîòîðûé áû ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçîâàë ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû
ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè ìîæåò
ñëóæèòü òåõíîëîãè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà, êîñâåííî îöåíèâàþùàÿ ýêîíîìè÷íîñòü
ðàáîòû àãðåãàòà (âðåìÿ êîíòàêòà, âûõîä ïðîäóêòà, ñòåïåíü ïðåâðàùåíèÿ,
òåìïåðàòóðà).

Â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè âàæíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
ñèñòåìíîãî ïîäõîäà ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ñóùíîñòü ñèñòåìíîãî ïîäõîäà
çàêëþ÷àåòñÿ  â  êîìïëåêñíîì,  åäèíîì ðàññìîòðåíèè âñåõ  ÷àñòåé  ñèñòåìû è èõ
ýôôåêòèâíîì ñî÷åòàíèè.  Òàê, ïðè êîñìè÷åñêèõ ïîëåòàõ ìîæíî, óâåëè÷èâàÿ âåñ
êîðàáëÿ, äîáèòüñÿ ìàêñèìàëüíîé àâòîíîìèè óïðàâëåíèÿ,  íåçàâèñèìî îò Çåìëè.
Ìîæíî,  íàîáîðîò, îáåñïå÷èâ õîðîøóþ ñâÿçü ñ êîðàáëåì,  áîëüøå àïïàðàòóðû
ðàçìåñòèòü íà Çåìëå, ìàêñèìàëüíî óìåíüøèâ âåñ êîðàáëÿ. Îïòèìàëüíóþ ãðàíèöó
ðàñïðåäåëåíèÿ âåñà íàçåìíîé è áîðòîâîé àïïàðàòóðû äîëæíû  îïðåäåëèòü ìåòîäû
îïòèìèçàöèè, èñõîäÿ èç êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè è ñîñòîÿíèÿ òåõíèêè, äîñòóïíîé
ïðîåêòèðîâùèêàì.

Ïðîöåññ ïðîåêòèðîâàíèÿ ëþáîé ñèñòåìû âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ïðàâèëî
ñëåäóþùèå ýòàïû:

- ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà,  êîòîðûì  òðåáóåòñÿ  óïðàâëÿòü
(îáúåêòà óïðàâëåíèÿ),  è  ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíûìè ñâÿçÿìè (êîíòóðà
óïðàâëåíèÿ);

- íàõîæäåíèå ôîðìàëüíîãî (ìàòåìàòè÷åñêîãî)  çàêîíà (îïèñàíèÿ)
óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëó÷åííîé ìîäåëè;

- ðàçðàáîòêà (ïðèîáðåòåíèå) ñèñòåìíîãî ïðîãðàììíî-òåõíè÷åñêîãî
êîìïëåêñà óïðàâëÿþùåé èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû è ñðåäñòâ
ñâÿçè;

- ðàçðàáîòêà èíôîðìàöèîííîãî è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ.
Íà êàæäîì èç ýòèõ ýòàïîâ âîçíèêàåò ïðîáëåìà  ôîðìóëèðîâêè  êðèòåðèåâ

îïòèìàëüíîñòè è îïòèìèçàöèè. Òàê, íà ýòàïå ðàçðàáîòêè èíôîðìàöèîííîãî è
ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ò.å. çàäà÷ó ïîðîæäåíèÿ êîìïèëÿòîðîì âûõîäíîé ïðîãðàììû,
êîòîðàÿ íàèëó÷øèì ñïîñîáîì èñïîëüçóåò ðåñóðñû ÝÂÌ. Ïðè ýòîì çàäà÷à
ðàçáèâàåòñÿ íà ðÿä ïîäçàäà÷, íàïðèìåð:

- ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ - ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèå
óñòàíîâëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ êîìàíä ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ
èçáûòî÷íûõ âû÷èñëåíèé;
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- ðåãèñòðîâàÿ îïòèìèçàöèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ - ïðèâÿçêà ðåãèñòðîâ ÝÂÌ
ê ïåðåìåííûì è ïðîìåæóòî÷íûì ðåçóëüòàòàì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî
ñëó÷àåâ �õîëîñòîãî� ðåçåðâèðîâàíèÿ ðåãèñòðîâ;

- ëîêàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ - àäàïòàöèÿ ïðîãðàììû ê
êîíêðåòíûì îñîáåííîñòÿì àðõèòåêòóðû ÝÂÌ.

Õîòÿ ñèñòåìíûé ïîäõîä ïîäðàçóìåâàåò îáùóþ îïòèìèçàöèþ âñåõ ýòàïîâ,
êàæäûé èç íèõ â îòäåëüíîñòè ìîæåò è íå áûòü îïòèìàëüíûì.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî óìåòü
ôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè è âëàäåòü ìåòîäàìè (ïðîöåäóðàìè)
îïòèìèçàöèè.

1.2. Êëàññè÷åñêèå îñíîâû îïòèìèçàöèè

Êëàññè÷åñêèå îñíîâû îïòèìèçàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ
ôóíêöèé â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå

Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì â òî÷êå õ
0
 ,åñëè

cóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà d, òàêàÿ, ÷òî åñëè ½õ - õ
0
½ <d, òî

f(x) ≥ f(x
0
), ò. å. åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè x

0
, òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ çíà-

÷åíèè õ â ýòîé îêðåñòíîñòè f(x) áîëüøå f(x
0
). Ôóíêöèÿ f(x) èìååò ãëîáàëüíûé

ìèíèìóì â òî÷êå õ*, åñëè äëÿ âñåõ õ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(x) ≥ f(x*).
Íà ðèñ.1à äàíî ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f(x), êîòîðàÿ èìååò

ëîêàëüíûé ìèíèìóì â òî÷êå x
0 
è ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â òî÷êå õ*.

    xm 0                               xc

      x0                 x*

f(x)

Ðèñ. 1à. Ëîêàëüíûé è ãëîáàëüíûé ìèíèìóìû

Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé x
0
 è õ* ñîñòîèò â ïîèñ-

êå óðàâíåíèé, êîòîðûì îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü. Ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 1à
ôóíêöèÿ è åå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû, è âèäíî, ÷òî â òî÷êàõ  x

0
 è õ* ïðîèçâîäíàÿ

f�(x) (ãðàäèåíò ôóíêöèè) ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, x
0
 è õ* áóäóò ðåøåíèÿìè

óðàâíåíèÿ:

f�(x) = 0.

Òî÷êà x
m 
, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, è òî÷êà x

c 
, â êîòîðîé

èìååòñÿ òî÷êà ãîðèçîíòàëüíîãî ïåðåãèáà ôóíêöèè, òàêæå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó
óðàâíåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå f�(x) = 0 ÿâëÿåòñÿ òîëüêî íåîáõîäèìûì
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óñëîâèåì ìèíèìóìà, íî íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ìèíèìóìà.
Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî â òî÷êàõ x

0
 è õ* ïðîèçâîäíàÿ f�(x) ìåíÿåò çíàê ñ

îòðèöàòåëüíîãî íà ïîëîæèòåëüíûé. Â òî÷êå x
m
 çíàê ìåíÿåòñÿ ñ ïîëîæèòåëüíîãî

íà îòðèöàòåëüíûé, â òî âðåìÿ êàê â òî÷êå x
c
 îí íå ìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðîèçâîäíàÿ â ìèíèìóìå ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé, à ïîñêîëüêó ñòåïåíü
âîçðàñòàíèÿ f�(x) èçìåðÿåòñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî f�( x

0
)>0,

f�(x*) > 0, òîãäà êàê f�( x
m
)

 
< 0.

Åñëè, îäíàêî, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ, ñèòóàöèÿ îñòàåòñÿ íåîïðå-
äåëåííîé.

Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè íàäåæíîå îáîñíîâàíèå, åñëè
ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x

0
 (èëè

õ*, èëè x
m
), ÷òî òðåáóåò íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) è åå ïðîèçâîäíûõ:

f(x
0
+ h) - f(x

0
) = h f ′(x

0
) + (h2/2!) f�(x

0
) +...

Åñëè â òî÷êå x
0
 äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ áóäåò íåîòðè-

öàòåëüíîé äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî h. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ
f�(x

o
) äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì (ñì. óðàâíåíèå

f�(x) = 0) . Åñëè áû îíà áûëà ïîëîæèòåëüíîé, òî äîñòàòî÷íî ìàëîå îòðèöàòåëüíîå
çíà÷åíèå h äåëàëî áû ïðàâóþ ÷àñòü:

f(x
0
+ h) - f(x

0
) = h f�(x

0
) + (h2/2!) f�(x

0
) +...

îòðèöàòåëüíîé, à åñëè áû îíà áûëà îòðèöàòåëüíîé, òî äîñòàòî÷íî ìàëîå
ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå h äåëàëî áû ïðàâóþ ÷àñòü îòðèöàòåëüíîé.

Òàê êàê  âñåãäà h2 > 0, òî, åñëè f�(x
o
)>0, â òî÷êå x

0 
äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì.

Åñëè f�(x
m
) = 0 è  f�( x

m
) < 0, òî èç àíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæåíèé â òî÷êå x

m 
äîñòèãàåòñÿ

ìàêñèìóì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó ëîêàëüíûì è ãëîáàëüíûì
ìèíèìóìàìè íåîáõîäèìî ñðàâíèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé f(x

0
) è f(x*).

Íàïðèìåð, èññëåäóåì õàðàêòåð òî÷åê ïåðåãèáà ôóíêöèè:

f(x) = õ3 � 2õ2 + õ + 1,

òàê êàê f�(x) = 3õ2 - 4õ+1 = 0, è  (3õ - 1)(õ - 1) = 0, òî õ = 1/3 èëè õ = 1.
Ïðè õ = 1/3 ïðîèçâîäíàÿ f′(x) ìåíÿåò çíàê ñ ïîëîæèòåëüíîãî íà îòðèöàòåëüíûé,

à ïðè õ = 1 - ñ îòðèöàòåëüíîãî íà ïîëîæèòåëüíûé. Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå õ = 1/
3 äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì, à â òî÷êå õ = 1 - ìèíèìóì.

Ýòîò ïðèìåð ìîæåò áûòü ðåøåí áîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì, åñëè âû÷èñëèòü
âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ f�(x) = 6õ - 4:

f� (1/3) = -2, ò. å. îòðèöàòåëüíà, è ïðè õ = 1/3 äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì;
f� (1) = 2, ò. å. ïîëîæèòåëüíà, è ïðè õ = 1 äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì.

Íåîäíîçíà÷íîñòü, âîçíèêàþùóþ ïðè f�(x) = 0, ìîæíî ðàçðåøèòü, óâåëè÷èâ
êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ â ôîðìóëå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà:

f(x
0
 + h) -f(x) = hf�(x

0
) + (h2/2!) f�(x

0
) + (h3/3!) f�� (x

0
) + (h4/4!) f��� (x

0
) +...

Ïðè ýòîì ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ïðàâèëî:
�Åñëè ôóíêöèÿ f(x) è åå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû, òî òî÷êà x

0 
 ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ýêñòðåìóìà (ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n
÷åòíîå, ãäå n - ïîðÿäîê ïåðâîé íåîáðàùàþùåéñÿ â íóëü â òî÷êå x

0
 ïðîèçâîäíîé.

Åñëè f�( x
0
) < 0, òî â òî÷êå x

0
 äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì, åñëè f�( x

0
) > 0, òî â òî÷êå x

0
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äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì�.
Íàïðèìåð, íàéäåì òî÷êó ïåðåãèáà ôóíêöèè f(x) = (õ - 1)6.

f�(x) = 6(õ-1)5 = 0 ïðè õ = 1.

Ïåðâîé íåîáðàùàþùåéñÿ â íóëü â òî÷êå õ = 1 ïðîèçâîäíîé áóäåò f 6(1) = 6!.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) èìååò ìèíèìóì â òî÷êå õ = 1.

Ôóíêöèþ n äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê:

F(x
1
 , x

2
 , x

3
 ,..., x

n
).

Òî÷êà â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè x
1
 , x

2
 , x

3
 ,..., x

n
îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîðîì-ñòîëáöîì õ. Ãðàäèåíò ôóíêöèè, ò. å. âåêòîð ñ
êîìïîíåíòàìè ∂f/∂ x

1
, ∂f/∂x

2
,� ∂f/∂x

n
, îáîçíà÷àåòñÿ Ñ f(x) èëè, èíîãäà, g(x). Íàèáîëåå

ðàñïðîñòðàíåííûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè çàêëþ÷àþòñÿ â íàõîæäåíèè ìèíèìóìà
(èëè ìàêñèìóìà) ôóíêöèè èëè  ôóíêöèîíàëà.  Â ïåðâîì ñëó÷àå íàõîäÿò çíà÷åíèå
n  ïåðåìåííûõ  õ

1
, õ

2
, ..., õ

n
,  ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ F (õ

1
,  õ

2
,  ..., õ

n
) ïðèíèìàåò

ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå F = min(max).
Â  ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè è íåðàâåíñòâà íóëþ

âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ n àëãåáðàè÷åñêèõ ( â îáùåì
ñëó÷àå íåëèíåéíûõ) óðàâíåíèé:

dF/dx
i 
= 0,   i  = 1, 2, ..., n .               (1-1)

Ïðè îïòèìèçàöèè óïðàâëåíèÿ ïðèõîäèòñÿ îïåðèðîâàòü ñ áîëüøèì  ÷èñëîì
ïåðåìåííûõ. Â ýòîì ñïåöèôèêà çàäà÷ îïòèìèçàöèè, è ýòî çàòðóäíÿåò ðåøåíèå
óðàâíåíèé îïòèìèçàöèè äàæå ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ.

Åñëè ôóíêöèÿ F(x),  ãäå x = (x
1
,  x

2
,  ...,  x

n
), ïîìèìî ïåðåìåííûõ x

1
, x

2
, ..., x

n
çàâèñèò åùå (ïàðàìåòðè÷åñêè) îò äðóãîé ïåðåìåííîé  λ ,  òî ðåøåíèå äëÿ êàæäîãî
çíà÷åíèÿ λ  ñîîòíîøåíèÿ (1-1) äàåò îïòèìàëüíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ:

{ }x x x xn
( ) ( ), ( ),..., ( )λ λ λ λ=

1 2
.

Çäåñü ìû óæå ïåðåõîäèì, ïî ñóùåñòâó, ê ïîíÿòèþ ôóíêöèîíàëà, ÷àñòíûì
ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè, èñïîëüçóþùèå ýòîò
êðèòåðèé,  ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå ðàçäåëà ìàòåìàòèêè, íàçâàííîãî âàðèàöèîííûì
èñ÷èñëåíèåì. Ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëà â ìàòåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì
îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ  ôóíêöèè. Íå  î÷åíü ñòðîãî ôóíêöèîíàë ìîæíî îïðåäåëèòü
êàê ôóíêöèþ îò ôóíêöèè, ò.å.  ôóíêöèþ, â êîòîðîé â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé âûñòóïàåò äðóãàÿ ôóíêöèÿ.

Åñëè îäíîìó ìíîæåñòâó Ì çíà÷åíèé âåëè÷èíû õ  (õ∈Ì)  ñîîòâåòñòâóåò äðóãîå
ìíîæåñòâî N  çíà÷åíèé âåëè÷èíû y,  òî ãîâîðÿò,  ÷òî y ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé õ,  ò.å.
y = f(x).

Íàïðèìåð, ïóñòü Ì {1, 4, 9, 8} è N {20, 70,90, 110}, è ïóñòü êàæäîìó çíà÷åíèþ
x èç ìíîæåñòâà Ì ñîîòâåòñòâóåò îäíî çíà÷åíèå y èç ìíîæåñòâà N.  Ýòî - ìåòîä
çàäàíèÿ ôóíêöèè â âèäå òàáëèö.  Îí  ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â  êèáåðíåòèêå.
Àíàëèòè÷åñêè  ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà â âèäå y = x2, y = sin x.

Åñëè Ì - ìíîæåñòâî ôóíêöèé è êàæäîé ôóíêöèè f(x),  ïðèíàäëåæàùåé
Ì{f(x) ∈M}, ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû y èç
ìíîæåñòâà N,  òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå Ì çàäàí ôóíêöèîíàë.

Íàïðèìåð:

Ì {sin x, cos x, tg x, ctg x},
è
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N {3, 4, 5, 18}.
Äðóãèì ïðèìåðîì ôóíêöèîíàëà ìîæåò ñëóæèòü îïðåäåëåííûé èíòåãðàë:

I = I {y(x)} = 
0

1

∫ y(x)dx.

Êàæäîé ôóíêöèè y (x) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ÷èñëîâîå çíà÷åíèå I. Òàê, ïðè
y = x I= 1/2,  ïðè y = x2 I = 1/3.

Ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó îòûñêèâàíèÿ òàêîé ôóíêöèè y(x),  êîòîðàÿ îáðàùàëà
áû ýòîò ôóíêöèîíàë â ìèíèìóì (ìàêñèìóì), ò.å.

I{y} → min(max).

Â îáùåì ñëó÷àå ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ôóíêöèîíàëå ìîæåò
çàâèñåòü ÿâíî îò àðãóìåíòà õ, ó è ïðîèçâîäíîé y�:

 I{y} = F
a

b

∫ (x, y, y�)dx.                                  (1-2)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü,  ÷òî çàïèñü (1-2) âêëþ÷àåò â ñåáÿ ôóíêöèþ. Òàê, åñëè
ïîëîæèòü:

F (x, y, y�) = f(x) g (t-x),

òî

I = 
a

b

∫  f(x) g (t-x)dx = f(x),

     ïðè a <t<b.
Àíàëîãè÷íî, åñëè ïîëîæèòü:

 F (x, y, y�) = 
i

n

=
∑

1
c

i
 f

i
 (x) g (t

i
-x),

òî

I = 
i

n

=
∑

1
c

i
 f

i
 (t

i
).

Èíîãäà ñ÷èòàþò,  ÷òî ôóíêöèîíàë  ÿâëÿåòñÿ  ôóíêöèåé  áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
ïåðåìåííûõ.  Ñîîòâåòñòâåííî, âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê îáîáùåíèå ìåòîäîâ îòûñêèâàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè íà ñëó÷àé áîëüøîãî
èëè áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèþ ó(õ) â ôîðìóëå
(1-2) ìîæíî çàìåíèòü ïðèáëèæåííî ëîìàíîé ëèíèåé (ðèñ. 1) ñ âåðøèíàìè y

0
 =

y(x
0
) = y(a), y

1
 = y(x

0
 + ∆ x), y

n
 = y(x

0
 +n ∆ x) = y(b), à èíòåãðàë � ñóììîé:

I = 
i

n

=

−

∑
0

1

F (x
i, 
y

i
(y

i
 - y

i-1
)/ ∆ x) ∆ x.
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Ïîñëå ýòîãî  âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ïðèáëèæåííî ðåøàåòñÿ êàê îáû÷íàÿ
çàäà÷à íà îòûñêèâàíèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ:

I = (y
1
,  y

2
,...  y

n
).

Tàêîé âûâîä èñïîëüçîâàë äëÿ ñâîåãî îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ âàðèàöèîííîãî
èñ÷èñëåíèÿ Ýéëåð.

Îäíàêî áîëüøèíñòâî çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñîäåðæèò îãðàíè÷åíèÿ íà èñõîäíóþ
ôóíêöèþ. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë:

I = 
a

b

∫  F (x, y, y�)dx → min;

ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé

ϕ
k 
 (x, y, y�) ≤ 0;

k = 1, 2, 3, ..., m,

ãäå ϕ
k
 - íåêîòîðûå ôóíêöèè.

Ñìûñë ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî îòûñêèâàåòñÿ íå ëþáàÿ
ôóíêöèÿ ó(õ), îáðàùàþùàÿ ôóíêöèîíàë â ìèíèìóì, à òàêàÿ, êîòîðàÿ
óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òåì ñàìûì
çíà÷åíèå  óñëîâíîãî  ýêñòðåìóìà (ýêñòðåìóì ôóíêöèè ïðè óñëîâèè, êîãäà
íà êðèòåðèé îïòèìèçàöèè íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ) íå  ìîæåò  áûòü ìåíüøå
çíà÷åíèÿ àáñîëþòíîãî ýêñòðåìóìà (áåç îãðàíè÷åíèé).  Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
ôîðìèðóåòñÿ êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè (ñ îãðàíè÷åíèÿìè) äëÿ ôóíêöèè:

F (x
1
, x

2
, ..., x

n
) → min;

                              ϕ
k 
(x

1
, x

2
, ..., x

n
) ≤ 0                        (1-3)

k = 1, 2, 3, ..., m.
Â êëàññè÷åñêîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè â ôóíêöèîíàëå èíòåãðàë

ïîíèìàåòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå êàê ïðåäåë ñóìì Äàðáó.  Äàëåå â  öåëÿõ
ñîáëþäåíèÿ ïðèêëàäíîãî óðîâíÿ èçëîæåíèÿ áóäåò èñïîëüçîâàíî  êëàññè÷åñêîå
ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëà  (åñëè íå äàíî ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê).

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âî âñåõ ïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ ïåðåìåííûå õ è ó
ìîãóò áûòü âåêòîðàìè:

õ = ( x
1
, x

2
, ..., x

n
 );

y = ( y
1
,  y

2
,...  y

n
 );

F = (F
1
, F

2
, ..., F

p
).

∆ Xn =bX0 = a

Ðèñ. 1. Çàìåíà èíòåãðàëà íà ñóììó
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Òàêàÿ ôîðìà çàïèñè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ,  è, â ÷àñòíîñòè, îíà ó÷èòûâàåò
ñëó÷àè îïòèìèçàöèè ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è îïòèìèçàöèè íåñêîëüêèõ
ôóíêöèé.

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé,  ïî ñóùåñòâó, ïðèâåëè ê
ïåðåñìîòðó êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ñîçäàíèþ íîâûõ ìåòîäîâ,  èçâåñòíûõ ïîä
íàçâàíèåì ìåòîäîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.  Åñëè  â  ôîðìóëàõ  (1-3)  âñå ôóíêöèè
ëèíåéíûå,  íàëèöî  çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.  Â îáùåì ñëó÷àå ýòè
ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

1.3. Êðèòåðèè îïòèìèçàöèè

Êðèòåðèé îïòèìèçàöèè - êîëè÷åñòâåííûé èëè ïîðÿäêîâûé ïîêàçàòåëü,
êîòîðûé âûðàæàåò ïðåäåëüíóþ ìåðó ýêîíîìè÷åñêîãî, íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî èëè
äðóãîãî ýôôåêòà ïðèíèìàåìîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñðàâíèòåëüíîé îöåíêè âîçìîæíûõ
ðåøåíèé (àëüòåðíàòèâ) è âûáîðà íàèëó÷øåãî.

Âîïðîñ î âûáîðå êðèòåðèÿ îïòèìèçàöèè - îäèí èç ñàìûõ âàæíûõ â  ïðîöåññàõ
îïòèìèçàöèè,  â òî æå âðåìÿ îí îäèí èç íàèáîëåå ñëîæíûõ, è ïðîöåññ âûáîðà
êðèòåðèÿ ñîäåðæèò ñóùåñòâåííóþ òâîð÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ. Ðàññìîòðèì áîëåå
ïîäðîáíî òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå äîëæíû ïðåäúÿâëÿòüñÿ ê êðèòåðèþ îïòèìèçàöèè.

Êðèòåðèé îïòèìèçàöèè äîëæåí:
- âûðàæàòüñÿ êîëè÷åñòâåííî;
- áûòü åäèíñòâåííûì;
- îòðàæàòü íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ñòîðîíû ïðîöåññà;
- èìåòü ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë è ëåãêî ðàññ÷èòûâàòüñÿ.
Ïðè ïîñòàíîâêå êîíêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè êðèòåðèé îïòèìèçàöèè

äîëæåí áûòü çàïèñàí â âèäå àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ íåâåëèêè, à èõ âîçäåéñòâèå íà îáúåêò ìîæíî íå
ó÷èòûâàòü, êðèòåðèé îïòèìèçàöèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ôóíêöèÿ âõîäíûõ,
âûõîäíûõ è óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ:

K
îïò. 

= K(Õ
1
, Õ

2
, �, Õ

n
, Y

1
, Y

2
,� Y

n
, U

1
, U

2
,� U

n
),

Ãäå:
Ê � êðèòåðèé îïòèìèçàöèè;
Y � âûõîäíûå ïàðàìåòðû;
Õ � êîíòðîëèðóåìûå âõîäíûå ïàðàìåòðû;
U � ðåãóëèðóåìûå, óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû.
Òàê êàê Y=f (U), òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ Õ ìîæíî çàïèñàòü Ê = Ê (U

i ñð.
)

Ïðè ýòîì âñÿêîå èçìåíåíèå çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ äâîÿêî
ñêàçûâàåòñÿ íà âåëè÷èíå Ê:

-  ïðÿìî, ò.ê óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû íåïîñðåäñòâåííî âõîäÿò â âûðàæåíèå
êðèòåðèÿ îïòèìèçàöèè;

- êîñâåííî - ÷åðåç èçìåíåíèå âûõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà, êîòîðûå
çàâèñÿò îò óïðàâëÿþùèõ.

Åñëè æå ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ äîñòàòî÷íî âåëèêè è èõ íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü, òî ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ýêñïåðèìåíòàëüíî-ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû,
êîòîðûå ïîçâîëÿò ïîëó÷èòü ìîäåëü îáúåêòà â âèäå ôóíêöèè:

Y= ϕ (X
i
,U

i
),

êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà òîëüêî äëÿ èçó÷åííîé ëîêàëüíîé îáëàñòè. Òîãäà
êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

Ê=Ê(X
ñð
.,U

ñð
.).
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Â ïðèíöèïå, äëÿ îïòèìèçàöèè âìåñòî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìîæíî
èñïîëüçîâàòü è ñàì îáúåêò, îäíàêî îïòèìèçàöèÿ îïûòíûì ïóòåì èìååò ðÿä
ñëåäóþùèõ íåäîñòàòêîâ:

-  íåîáõîäèì ðåàëüíûé îáúåêò;
-  íåîáõîäèìî èçìåíÿòü òåõíîëîãè÷åñêèé ðåæèì â çíà÷èòåëüíûõ ïðåäåëàõ,

÷òî íå âñåãäà âîçìîæíî;
-  äëèòåëüíîñòü èñïûòàíèé è ñëîæíîñòü îáðàáîòêè äàííûõ.
Íàëè÷èå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (ïðè óñëîâèè, ÷òî îíà äîñòàòî÷íî íàäåæíî

îïèñûâàåò ïðîöåññ) ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ïðîùå ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè
àíàëèòè÷åñêèì ëèáî ÷èñëåííûì ìåòîäàìè.

Êðèòåðèè îïòèìèçàöèè ìîãóò êëàññèôèöèðîâàòüñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè, â
çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ çàäà÷.

Òàê, èíîãäà ðàçëè÷àþò ïðîñòûå è ñëîæíûå êðèòåðèè îïòèìèçàöèè. Êðèòåðèé
îïòèìèçàöèè íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ýêñòðåìóì öåëåâîé
ôóíêöèè áåç çàäàíèÿ óñëîâèé íà êàêèå-ëèáî äðóãèå âåëè÷èíû. Òàêèå êðèòåðèè
îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè ÷àñòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè (íàïðèìåð,
îïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíîé êîíöåíòðàöèè öåëåâîãî ïðîäóêòà, îïòèìàëüíîãî
âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ðåàêöèîííîé ñìåñè â àïïàðàòå è ò.ï.).

Êðèòåðèé îïòèìèçàöèè íàçûâàåòñÿ ñëîæíûì, åñëè íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü
ýêñòðåìóì öåëåâîé ôóíêöèè ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûå íàêëàäûâàþò
îãðàíè÷åíèÿ íà ðÿä äðóãèõ âåëè÷èí (íàïðèìåð, îïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíîé
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðè çàäàííîé ñåáåñòîèìîñòè, îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîé
òåìïåðàòóðû ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ïî òåðìîñòîéêîñòè ). Êàê ïðàâèëî, ïðîöåäóðà
ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè îáÿçàòåëüíî âêëþ÷àåò, ïîìèìî âûáîðà
óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, åùå è óñòàíîâëåíèå îãðàíè÷åíèé íà ýòè ïàðàìåòðû.
Îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ êàê ïî òåõíîëîãè÷åñêèì, òàê è ïî ýêîíîìè÷åñêèì
ñîîáðàæåíèÿì.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âûäåëÿþòñÿ äâà äðóãèõ âèäà êðèòåðèåâ  îïòèìèçàöèè.
Ýòî, âî-ïåðâûõ, ïðàãìàòè÷åñêèå êðèòåðèè - âûðàáîòàííûå  ïðàêòèêîé
êà÷åñòâåííûå èëè êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè îïòèìàëüíîñòè ðàáîòû
ðàçëè÷íûõ ñèñòåì è, âî-âòîðûõ, ìàòåìàòè÷åñêèå êðèòåðèè - ðàçðàáîòàííûå
ìàòåìàòèêàìè  ìàòåìàòè÷åñêèå êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè,  ïîëîæåííûå â îñíîâó
àíàëèòè÷åñêèõ,  ãðàôîàíàëèòè÷åñêèõ, ÷èñëåííûõ è ìàøèííûõ ìåòîäîâ
îïòèìèçàöèè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿ ñáëèæåíèå ýòèõ äâóõ  êðèòåðèåâ:  ñ îäíîé
ñòîðîíû, ïîÿâèëèñü íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìèçàöèè, òàêèå, êàê
ïðèíöèï ìàêñèìóìà è äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, êîòîðûå ëó÷øå
ïðèñïîñîáëåíû äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïðàêòèêà ïðîåêòèðîâàíèÿ âñå ÷àùå ïîëüçóåòñÿ êðèòåðèÿìè îïòèìàëüíîñòè,
óäîáíûìè â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå. Òàê ïðîèçîøëî ñ êðèòåðèåì
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè, ïðèíÿòûì â êà÷åñòâå îöåíêè òî÷íîñòè ðàáîòû
àâòîìàòè÷åñêèõ ñèñòåì ðåãóëèðîâàíèÿ,  è  êðèòåðèåì  âåðîÿòíîñòè,
óòâåðäèâøèìñÿ  êàê êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè äëÿ ðàáîòû ñèñòåìû.

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ öåëûé ðÿä êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè.  Âûáîð òîãî
èëè  èíîãî êðèòåðèÿ çàâèñèò  îò ýêîíîìèñòà èëè êîíñòðóêòîðà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ,
è â ýòîì ñîäåðæèòñÿ ýëåìåíò íåñòðîãîñòè. Â òî æå âðåìÿ, ïðè èñïîëüçîâàíèè â
îïòèìèçèðóþùèõ ðàñ÷åòàõ áèáëèîòåê ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ ÿçûêîâ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ âñå ÷àùå ïðèìåíÿþò òèïîâûå êðèòåðèè, êîòîðûå  ñòàíîâÿòñÿ
îáùåïðèíÿòûìè è çàíîñÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â òåõíè÷åñêèå çàäàíèÿ.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä ïðèìåðîâ êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè, êîòîðûå
èñïîëüçóþòñÿ â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå.

Êðèòåðèé ñðåäíåãî êâàäðàòà îøèáêè - òðåáîâàíèå ìèíèìóìà äèñïåðñèè
èëè êâàäðàòà îøèáêè ìåæäó çàäàííûì h(t)  è âûõîäíûì x(t) ñèãíàëàìè ñèñòåìû.

Ýòîò êðèòåðèé ïðèìåíÿåòñÿ ïðè îöåíêå êà÷åñòâà ðàáîòû àâòîìàòèçèðîâàííûõ
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ñèñòåì ðåãóëèðîâàíèÿ è óäîáåí ïðè ðåøåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.
Òðåáîâàíèå ìèíèìóìà äèñïåðñèè èëè êâàäðàòà îøèáêè (ðèñ.2)  ìåæäó  çàäàííûì
(èëè æåëàåìûì) h(t) è âûõîäíûì õ(t) ñèãíàëàìè ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ êàê:

e2
ñð
   = [h(t) - x(t)]2

ñð
 → min

è îçíà÷àåò áîëüøóþ  íåæåëàòåëüíîñòü (ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì çàêîíîì)
áîëüøèõ (÷åì ìàëûõ) ïî çíà÷åíèþ îøèáîê (ðèñ.3).  Ïðè÷åì â ñîîòâåòñòâèè ñ
ðèñ.2  h(t) ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëåçíîãî âõîäíîãî ñèãíàëà  m(t) ñ ïîìîùüþ çàäàííîãî
îïåðàòîðà x(t), â òî âðåìÿ êàê ðåàëüíûé ñèãíàë x(t) ïîëó÷àåòñÿ èç âõîäíîãî ñèãíàëà
ñèñòåìû s(t) ñ ïîìîùüþ  îïåðàòîðà k(t), êîòîðûé ñëåäóåò íàéòè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè
êðèòåðèÿ:

| e
ñð
|  =|h(t) - x(t)|

ñð
 =min,

ãäå �
ñð
� îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âðåä, íàíîñèìûé

îøèáêîé , ïðîïîðöèîíàëåí åå âåëè÷èíå.

Ðèñ. 2. Ñõåìà îïðåäåëåíèÿ îøèáêè àâòîìàòè÷åñêîé ñèñòåìû ðåãóëèðîâàíèÿ

h(t)

+
 -

å(t)

h(t)

  m(t)     +                                            x(t)
k(t)

x(t)

                                                 îøèáêà    å

I = |e|

I = e2

Ðèñ. 3. Îöåíêà êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ ïî âåëè÷èíå äèñïåðñèè
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Ñðåäíèé êâàäðàò  îøèáêè e2
ñð

 - ýòî ôóíêöèîíàë îò åå èìïóëüñíîé
ïåðåõîäíîé ôóíêöèè è äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñèãíàëîâ è ëèíåéíîé ñèñòåìû èìååò
âèä:

e2
ñð

 = R
h
 (0) - 2 

0

∞

∫  k(τ )R
hs
  (τ )dτ  +

0

∞

∫ k(τ )d τ  
0

∞

∫  k(τ 1
 )R

s
 (τ -τ 1

)dτ 1
,

ãäå R
h
 ( τ )  è R

s
  (τ )  - ôóíêöèè êîððåëÿöèè æåëàåìîãî h(t) è âõîäíîãî s(t)

ñèãíàëîâ, à R
hs
  (τ ) - èõ âçàèìíàÿ ôóíêöèÿ êîððåëÿöèè.

Åñëè ïðè ìèíèìèçàöèè òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü çàäàííîå çíà÷åíèå
äèíàìè÷åñêîé îøèáêè, òî äîáàâëÿþòñÿ óñëîâèÿ:

0

∞

∫ k(τ )(-τ )zd τ    = µ
z
   , z = 1, 2, ..., m,

ãäå µ
z
 - çàäàííûå ÷èñëà,  è çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷åé íà

óñëîâíûé ýêñòðåìóì.
Èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé � ýòî êðèòåðèé, èìåþùèé âèä èíòåãðàëà ïî îòðåçêó

(â îáùåì ñëó÷àå ïî îáëàñòè), íà êîòîðîì (îé) çàäàíà èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Òàêîé
êðèòåðèé, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû
óïðàâëåíèÿ, îïòèìàëüíîé â ïåðåõîäíîì ðåæèìå, è â êà÷åñòâå íåãî èíîãäà
âûáèðàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà:

I
1
 = 

0

∞

∫  [ e2  + T2 (de/dt)2  ]dt,

ãäå e - îøèáêà ðàññîãëàñîâàíèÿ â ñèñòåìå (ðèñ.4).

Ðèñ. 4. Èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé êà÷åñòâà
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Îïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ - ñèñòåìà, ðåàëèçîâàííàÿ â âèäå íàáîðà
ïðàâèë, ñòðàòåãèè, ñîãëàñíî êîòîðûì ñëåäóåò ïîñòóïàòü â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñèòóàöèÿõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

 Òðåáîâàíèåì ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà:

I
1
 → min

ìîæíî îáåñïå÷èòü  â  ñèñòåìå ïåðåõîäíûé ïðîöåññ ñ ìàëûìè îòêëîíåíèÿìè,
âåëè÷èíà êîòîðûõ îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó èíòåãðàëà:

0

∞

∫ e2 dt.

Ïåðåõîäíûé ïðîöåññ    äîñòàòî÷íî ïëàâíûé, áåç ðåçêèõ êîëåáàíèé, ÷òî
îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé èíòåãðàëà

0

∞

∫  T2  (de/dt)2dt,

êîòîðûé ïî ñóùåñòâó âêëþ÷àåò óïðàâëåíèå  ïî  ïðîèçâîäíîé. Äåëî â òîì,
÷òî ïðè ïåðåõîäå íóëåâîãî çíà÷åíèÿ îøèáêè e ïðîèçâîäíàÿ e/ ïðèíèìàåò
áîëüøèå çíà÷åíèÿ è èç-çà ýòîãî âîçíèêàþò áîëüøèå ïåðåêîëåáàíèÿ. Íàëè÷èå
âòîðîãî ÷ëåíà â ôóíêöèîíàëå óìåíüøàåò çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé,  ñïîñîáñòâóÿ
ìåíüøèì êîëåáàíèÿì.

Èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé òðåáóåò ìèíèìóìà ñóììàðíîé ïëîùàäè,
îãðàíè÷åííîé êðèâûìè îøèáêè, åå ïðîèçâîäíîé è îñüþ àáñöèññ,  ïðè÷åì
ïîñëåäíÿÿ ïëîùàäü áåðåòñÿ ñ âåñîì Ò. Èç ðèñ.4 âèäíî, ÷òî ýòè äâå êðèâûå
�ðàáîòàþò� ñî ñäâèãîì ïðèìåðíî â 90 ãðàäóñîâ, è êîýôôèöèåíò Ò îñóùåñòâëÿåò
îïòèìàëüíûé áàëàíñ ìåæäó óïðàâëåíèåì ïî îøèáêå è ïî ïðîèçâîäíîé.

Êðèòåðèé ìàêñèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè
âðåìåíè, çà êîòîðîå óïðàâëÿåìûé îáúåêò äîëæåí ïåðåéòè â çàäàííîå ñîñòîÿíèå.

Ýòîò êðèòåðèé âîçíèê ïðè çàðîæäåíèè âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ (ïåðâàÿ
çàäà÷à êîòîðîãî � çàäà÷à î �áðàõèñòîõðîíå�, êðèâîé íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà, è
áûëà çàäà÷åé áûñòðîäåéñòâèÿ) è îñíîâíîå ðàçâèòèå ïîëó÷èë ïðè ðåøåíèè
âîåííûõ çàäà÷ â 60-å ãã. XX â., â êîòîðûõ áûñòðîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ
ïðèíöèïèàëüíûì ôàêòîðîì.

Â íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîì ñëó÷àå çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïî
áûñòðîäåéñòâèþ ñâîäèòñÿ ê ïîëó÷åíèþ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, çàêàí÷èâàþùåãîñÿ
â êðàò÷àéøåå âðåìÿ. Áóäü òî ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ðàêåòîé èëè àíòåííîé
ðàäèîëîêàöèîííîé ñòàíöèè, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïåðåõîäíûé ïðîöåññ çàêàí÷èâàëñÿ
â ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.  Äåëî â òîì, ÷òî äî îêîí÷àíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà
ñèñòåìà íå ìîæåò âûïîëíèòü ñâîåãî îñíîâíîãî íàçíà÷åíèÿ ñëåäÿùåé ñèñòåìû,
íàïðèìåð àíòåííà ðàäèîëîêàöèîííîé ñòàíöèè íå ìîæåò ñëåäèòü çà âõîäíûì
ñèãíàëîì (ðèñ. 5). Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â ôóíêöèîíàëå:

I = 
a

b

∫  F (x, y, y�)dx → min

íåîáõîäèìî ïîëîæèòü:
F(x, x� , t) =1
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è, èçìåíèâ x→t, y→x, y�→x�,  ïîëó÷èòü:

I
2
 = 

t

tk

0
∫ F(x, x�, t)dt = t

k
  -  t

0
 →  min,

ïðè÷åì t
0
 ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíûì êîîðäèíàòàì ïðîöåññà, à t

k
 - êîíå÷íûì.

Ðèñ. 5. Ñèñòåìà, îïòèìàëüíàÿ ïî áûñòðîäåéñòâèþ

ìàêñε&

ìàêñε− &

ε

t

t

tnt0

txt0

Õâûõ
Õ âõ

õ

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíî ïîëó÷åíèå îïòèìàëüíîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà
ñ âêëþ÷åíèåì ìàêñèìàëüíîãî óñêîðåíèÿ â íà÷àëå ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì íà
ìàêñèìàëüíîå òîðìîæåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî òîëüêî îïðåäåëèòü ìîìåíò
ïåðåêëþ÷åíèÿ t

n
. Çàäà÷à ìàêñèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü íå

îáÿçàòåëüíî â ñâÿçè ñ ïåðåõîäíûì ïðîöåññîì ñëåäÿùèõ ñèñòåì. Åñëè, íàïðèìåð,
òðåáóåòñÿ çà íàèìåíüøåå âðåìÿ äîñòàâèòü ëåòàòåëüíûé àïïàðàò ñ Çåìëè íà Ëóíó,
òî ýòà çàäà÷à òàêæå ñâåäåòñÿ ê çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì áûñòðîäåéñòâèè.

Êðèòåðèé ìèíèìóìà ñòîèìîñòè â åäèíèöó âðåìåíè - ñòîèìîñòü
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ â åäèíèöó
âðåìåíè.

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ôóíêöèîíàëà, âñòðå÷àþùåãîñÿ â ïðàêòèêå
ïðîåêòèðîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ ñèñòåì, ìîæíî ïðèâåñòè ñòîèìîñòü
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (èëè ñåòè
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ) â åäèíèöó âðåìåíè:

C = c
1
 p

ñð
 + c

2
 w

ñð,

ãäå ð
ñð
 � ñðåäíåå ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïðèáîðîâ; w

ñð
 � ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê,

îæèäàþùèõ ñâîåé î÷åðåäè; c
1
 è ñ

2
 � ñòîèìîñòè ïðîñòîåâ îäíîãî ïðèáîðà è

çàÿâêè ñîîòâåòñòâåííî â åäèíèöó âðåìåíè.
Èç-çà ñëó÷àéíîñòè ïîòîêà çàÿâîê è âðåìåíè èõ îáñëóæèâàíèÿ âñåãäà èìååòñÿ

êàêîå-òî ñðåäíåå ÷èñëî ïðîñòàèâàþùèõ ïðèáîðîâ èëè îæèäàþùèõ çàÿâîê.
Òðåáóåòñÿ òàê ðàñïðåäåëèòü ÷èñëî ïðèáîðîâ ïî ðàçíûì ñèñòåìàì, ÷òîáû
Ñ = min. Òàêàÿ êèáåðíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü è êðèòåðèè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè
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ñîçäàíèè îïòèìàëüíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ â ñôåðå îáñëóæèâàíèÿ, íàïðèìåð
óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé  ãîñòèíèö. Â êà÷åñòâå çàÿâîê çäåñü âûñòóïàþò êëèåíòû, â
êà÷åñòâå ïðèáîðîâ - àäìèíèñòðàòîðû. Ïîòîê êëèåíòîâ è âðåìÿ èõ îáñëóæèâàíèÿ
� ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïëîõî, è êîãäà ïðîñòàèâàþò àäìèíèñòðàòîðû, è êîãäà
îæèäàþò êëèåíòû. Ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà:

C = c
1
 p

ñð
 + c

2
 w

ñð

îçíà÷àåò îïòèìàëüíûé âûáîð ÷èñëà àäìèíèñòðàòîðîâ, îñíîâàííûé íà
îïðåäåëåííîé ñòàòèñòèêå ïîòîêà êëèåíòîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîëæíû áûòü
èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ñòîèìîñòè ïðîñòîÿ êëèåíòîâ è àäìèíèñòðàòîðîâ. Âåëè÷èíû
ð

ñð
 è w

ñð
 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ÷èñëà ïðèáîðîâ íà îòäåëüíûõ ó÷àñòêàõ.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ, ýòà çàäà÷à èìååò äåëî ñ äèñêðåòíûì
èçìåíåíèåì ïàðàìåòðîâ, òàê êàê ÷èñëî ïðèáîðîâ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî
äèñêðåòíûì îáðàçîì. Ïîýòîìó çäåñü íåïðèìåíèìî êëàññè÷åñêîå âàðèàöèîííîå
èñ÷èñëåíèå, è íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ñïåöèàëüíûå ìåòîäû òèïà äèñêðåòíîãî è
öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Êðèòåðèé ìèíèìóìà êðèòè÷åñêîãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ðàáîòû � ýòî
ìèíèìèçàöèÿ êðèòè÷åñêîãî ïóòè ïî ãðàôó ïðè îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñàõ.

Â ñâÿçè ñ èíòåíñèâíûì âíåäðåíèåì ñåòåâûõ ìåòîäîâ ïëàíèðîâàíèÿ è
óïðàâëåíèÿ âîçíèêàþò çàäà÷è î êðèòè÷åñêîì ïóòè. Íàïðèìåð, âûïîëíåíèå
ñëîæíîãî ïðîåêòà ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ êàêîãî-òî
îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà ðàáîò. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ýòîãî ïðîöåññà ïðèáåãàþò ê
ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ñ ïîìîùüþ ãðàôà (ðèñ.6).

Ðèñ. 6. Ñåòåâîé ãðàô êîìïëåêñà ðàáîò

t0

ti                                 tij

Óçåë ãðàôà îáîçíà÷àåò êîíåö îäíîé ðàáîòû è íà÷àëî äðóãîé. Äóãà, èëè
ðåáðî, ãðàôà - ðàáîòà, à äëèíà ðåáðà ïðîïîðöèîíàëüíà âðåìåíè âûïîëíåíèÿ
ðàáîòû. Ïóñòü äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ îòäåëüíîé ðàáîòû:

t
ij
 = t

j
 - t

i
,

ãäå t
i
 è t

j
 � ìîìåíòû âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëó è êîíöó ðàáîòû.

Êðèòè÷åñêèì â ãðàôå áóäåò òàêîé ïóòü, íà êîòîðîì ñóììàðíîå âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ ðàáîò ìàêñèìàëüíî. Ýòîò ïóòü çàäåðæèâàåò âñþ ðàçðàáîòêó: áåç åãî
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óìåíüøåíèÿ íåâîçìîæíî ñîêðàòèòü âðåìÿ âûïîëíåíèÿ âñåé ðàçðàáîòêè.
Êðèòè÷åñêèé ïóòü îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è, â êîòîðîé
îáðàùàåòñÿ â ìàêñèìóì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

t
êð

 =  
i j,
∑ t

ij
  → max.

Ñóììèðîâàíèå â ýòîé äâîéíîé ñóììå íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïóòü èç íà÷àëüíîé âåðøèíû t

0
 â êîíå÷íóþ t

ê
 áåç ðàçðûâà

è äâàæäû íå ïðîéòè ïî îäíîé è òîé æå äóãå. Êðèòåðèé ìèíèìóìà êðèòè÷åñêîãî
âðåìåíè:

I = t
êð
  → min,

îçíà÷àåò ìèíèìèçàöèþ êðèòè÷åñêîãî ïóòè ïðè îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñàõ. Ïðè
ýòîì íàëè÷íûå ðåñóðñû ðàñïðåäåëÿþòñÿ íà òå ðàáîòû, êîòîðûå ëåæàò íà
êðèòè÷åñêîì ïóòè. Â äàííîì ñëó÷àå, ïî ñóùåñòâó, ðåøàåòñÿ ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à,
õàðàêòåðíàÿ äëÿ òåîðèè èãð:

min max    
i j,
∑ t

ij
  = ?,

ïðè÷åì ìàêñèìóì âûáèðàåòñÿ ñðåäè âñåõ ïóòåé â ãðàôå ïî âðåìåíè
âûïîëíåíèÿ ðàáîò, à ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî ðåñóðñàì äëÿ ðàáîò, ëåæàùèõ íà
êðèòè÷åñêîì ïóòè.

Ìèíèìàêñíûé êðèòåðèé - èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèè ïðè íàëè÷èè ñèòóàöèè, êîãäà èíòåðåñû äâóõ ñòîðîí ïðîòèâîïîëîæíû.

Ìèíèìàêñíûé êðèòåðèé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèè ïðè íàëè÷èè êîíôëèêòíîé ñèòóàöèè, êîãäà èíòåðåñû äâóõ ñòîðîí
ïðîòèâîïîëîæíû, ò.å. âûèãðûø îäíîé ñòîðîíû îçíà÷àåò ïðîèãðûø äðóãîé. Â
ýòîì ñëó÷àå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü ñðåäè õóäøèõ äëÿ ñåáÿ ñòðàòåãèé
ïðîòèâíèêà íàèìåíåå õóäøóþ, ò. å. áðàòü ìàêñèìóì ïî ìíîæåñòâó ñòðàòåãèé
ïðîòèâíèêà è ìèíèìóì ïî ñîáñòâåííûì ñòðàòåãèÿì. Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ
ìèíèìàêñíûé êðèòåðèé, øèðîêî èñïîëüçóåìûé â òåîðèè èãð. Â òåîðèè ìàòðè÷íûõ
èãð çàäàåòñÿ ìàòðèöà ïëàòåæåé:

|| a
ij
   ||,

ãäå: i= 1, 2, ..., m;    j= 1, 2, ..., n.
Êàæäûé ýëåìåíò ýòîé ìàòðèöû îçíà÷àåò ïëàòåæ ïðîòèâíèêó â ñëó÷àå, êîãäà

îí ïðèìåíÿåò ñòðàòåãèþ j, à íàøà ñòîðîíà - ñòðàòåãèþ i.  Òðåáóåòñÿ íàéòè ñðåäè
ìíîæåñòâà õóäøèõ äëÿ íàñ ñòðàòåãèé ïðîòèâíèêà íàèìåíåå ïëîõóþ, ò. å. ðåøèòü
ìèíèìàêñíóþ çàäà÷ó:

       min max a
ij
   = ?

                                             i       j

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè ïîìåíÿòü çíàêè à
ij
 íà îáðàòíûå, à ýòî ôèçè÷åñêè

îçíà÷àåò çàìåíó ïðîèãðûøà íàøåé ñòîðîíû íà âûèãðûø, òî áóäåò ðåøàòüñÿ
ìàêñèìèííàÿ çàäà÷à:

max min (-à
ij
 ) = ?

                                               i      j
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Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ, èìåþùèõ òàê íàçûâàåìóþ ñåäëîâóþ òî÷êó,

min max a
ij
    = max min a

ij
.

                                i       j              i        j

1.4. Êëàññèôèêàöèÿ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè

Êëàññèôèêàöèÿ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî
ñëîæíóþ çàäà÷ó, òàê êàê â îñíîâíîì îíè èñòîðè÷åñêè ðàçâèâàëèñü íåçàâèñèìî
îäèí îò äðóãîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ êîíöåïöèé, ìàòåìàòè÷åñêèõ
àïïàðàòîâ è ò. ä. Îäíàêî ñïåöèàëèñòó ïî èíôîðìàòèêå è âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå
íåîáõîäèìî îçíàêîìèòüñÿ ñ íèìè.

Ðàçóìååòñÿ, ÷òî ïðèâîäèìàÿ êëàññèôèêàöèÿ (êàê è ëþáàÿ êëàññèôèêàöèÿ)
íîñèò óñëîâíûé õàðàêòåð, íî â öåëîì îíà ïîçâîëÿåò ñðàçó îõâàòèòü âñå
îñîáåííîñòè ìåòîäîâ.

Âîçìîæíî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê êëàññèôèêàöèè. Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ìåòîäû
îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè è ôóíêöèîíàëà (ðèñ. 7). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôóíêöèîíàëà, ìåòîäû îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
ïðîùå. Ìåòîäû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà è ôóíêöèè. Ïðÿìûå ìåòîäû
âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ (ìåòîäû Ðèòöà, Ýéëåðà è äð.), êàê è äèñêðåòíûé âàðèàíò
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, ñâîäÿò çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà ê
ýêñòðåìóìó ôóíêöèè.

Ðèñ. 7. Ñõåìà ìåòîäîâ îïòèì èçàöèè

Ý êñòðåì óì

ô óíêöèîíà ëà

Ý êñòðåì óì

ô óíêöèè

Í åïðåðûâíûå ìåòîäû Äèñêðåòíûå ìåòîäû

Äåòåðìåíèð îâàííûå

ìåòîäû

Âåð îÿòíûå ì åòîäû

À íàëèòè÷åñ êèå ìåòîäû ×èñëåííûå ìåò îäû



23
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

Ìåòîäû îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ïîëó÷èëè áîëüøîå ðàçâèòèå  â ñâÿçè
ñ âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
âèäà:

dF (x
1
, x

2
, ..., x

n
)/dx

j 
= 0,    j = 1, 2, ..., n,

îñîáåííî ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé íà êîîðäèíàòû x
j
.

Êëàññè÷åñêàÿ ìàòåìàòèêà îãðàíè÷èâàëàñü ðàçðàáîòêîé ìåòîäîâ ðåøåíèÿ è
äîêàçàòåëüñòâàìè ïðèíöèïèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè òàêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ÷òî
ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè (ìåòîäû
ïðèíöèïèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé îïòèìèçàöèè). Ïðè ðåøåíèè
êîíêðåòíûõ çàäà÷ âàæíî âëàäåòü ïðîöåäóðàìè, ïîçâîëÿþùèìè äîâîäèòü ðåøåíèå
äî ÷èñëîâûõ äàííûõ. Ýòî çàñòàâèëî èñêàòü è ðàçðàáàòûâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû
îïòèìèçàöèè (ìåòîäû ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ èíæåíåðíûõ çàäà÷ ñ äîâåäåíèåì
ðåøåíèÿ äî ÷èñëîâûõ äàííûõ). Ïðàêòèêà ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíêðåòíûõ ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ îáîèõ ìåòîäîâ.

Ðèñ. 8. Ìåòîäû îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèé

Ýêñòðåìóì  ôóíêöèé

Ïðÿìûå ìåòîäû Ëèíåéíîå

ïðîãðàììèðîâàíèå

Íåëèíåéíîå

ïðîãðàììèðîâàíèå

Äèñêðåòíîå
äèíàìè÷åñêîå

ïðîãðàììèðîâàíèå

Äèñêðåòíûé ïðèíöèï

ìàêñèìóìà

Öåëî÷èñëåííîå

ïðîãðàììèðîâàíèå

Çà àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè îñòàåòñÿ ïðåèìóùåñòâî, çàêëþ÷àþùååñÿ â
âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ êà÷åñòâåííîé êàðòèíû ïîâåäåíèÿ îïòèìàëüíîé
ñèñòåìû ïðè èçìåíåíèè åå ïàðàìåòðîâ è ñòðóêòóðû. ×èñëåííûå æå ìåòîäû
îáåñïå÷èâàþò ïîëó÷åíèå êîíêðåòíûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.
Ðàöèîíàëüíîå îáúåäèíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ ïðîèçâîäèòñÿ ïðè  ðàçðàáîòêå
÷åëîâåêî-ìàøèííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, èñïîëüçóþùèõ  äèàëîã ÷åëîâåêà è
ÝÂÌ, áàçû äàííûõ è âîçìîæíîñòè ñîâðåìåííûõ òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì.
Ïðè ýòîì îáû÷íî  ïîâòîðÿþò âû÷èñëåíèÿ, èçìåíÿÿ óñëîâèÿ, èñïîëüçóÿ, ãäå
íåîáõîäèìî, àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå ñòàíäàðòíûõ
áèáëèîòå÷íûõ ïðîãðàìì, è, ñàìîå ãëàâíîå, îïåðàòèâíî âêëþ÷àÿ â ïðîöåäóðó
îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíûå ñïîñîáíîñòè ÷åëîâåêà.

Ïðè òàêîì ñïîñîáå îïòèìèçàöèè èñõîäíûé êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ìîæåò
áûòü ìàòåìàòè÷åñêè íåñòðîãî ôîðìàëèçîâàí â âèäå ôóíêöèè èëè ôóíêöèîíàëà.
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Òàê, îí ìîæåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ ïîëîæåíèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ äîñòàòî÷íî
÷åòêî íà ñëîâåñíîì, ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå, ÷òî ïðè íàëè÷èè äèàëîãà ÷åëîâåê
� ìàøèíà âïîëíå äîïóñòèìî.

Â çàäà÷àõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè áîëüøîå ðàçâèòèå ïîëó÷èëè ìåòîäû ëèíåéíîãî
è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðÿìûå ìåòîäû îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè, à òàêæå äèñêðåòíûå ïðèíöèïû ìàêñèìóìà è äèíàìè÷åñêîå
ïðîãðàììèðîâàíèå (ðèñ. 8).

Ìåòîäû îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà âåäóò ñâîå íà÷àëî îò
êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ Ýéëåðà � Ëàãðàíæà � Ãàìèëüòîíà è çàêàí÷èâàþòñÿ
äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì è ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà (ðèñ. 9). Â íèõ òàêæå
ñîäåðæàòñÿ ïðÿìûå ìåòîäû îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà è ðàçëè÷íûå
÷àñòíûå ìåòîäû.

Ðèñ. 9. Ìåòîäû îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèîíàëîâ

Ýêñòðåìóì

ôóíêöèîíàëà

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Ïðÿìûå ìåòîäû Äèíàìè÷åñêîå

ïðîãðàììèðîâàíèå

Ñïåöèàëüíûå ìåòîäûÌåòîä Ýéëåðà �

Ëàãðàíæà-Ãàìèëüòîíà

Ïî÷òè âî âñåõ ìåòîäàõ:
- Ýéëåðà � Ëàãðàíæà � Ãàìèëüòîíà;
- ïðèíöèïå ìàêñèìóìà;
- äèíàìè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè;
- ïðÿìûõ ìåòîäàõ îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
ìîæíî âûäåëèòü äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ìîäèôèêàöèè,

äåòåðìèíèðîâàííûå è ñëó÷àéíûå âàðèàíòû.
Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè âîçíèêàåò âñÿêèé ðàç, êîãäà òðåáóåòñÿ

íàéòè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðåìåííûõ, êîòîðûå çàäàíû, òàê æå êàê è ôóíêöèÿ
îò íèõ, â âèäå íàáîðà äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé.

Â ñâÿçè ñ ðàçðàáîòêîé àâòîìàòèçèðîâàííûõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ (ÀÈÑÓ) áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèîáðåëè ìåòîäû öåëî÷èñëåííîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ ÀÈÑÓ - îïåðàòèâíî-êàëåíäàðíîå
ïëàíèðîâàíèå, îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Åäèíîãî
îáùåãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåò.
Ðàçðàáîòàíî ìíîãî ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ïðèãîäíûõ äëÿ ÷àñòíîãî êëàññà çàäà÷,
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ñðåäè êîòîðûõ áîëüøîå ìåñòî çàíèìàþò íåñòðîãèå ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû.
Îñîáîãî âíèìàíèÿ ñðåäè íèõ çàñëóæèâàþò ëèíãâèñòè÷åñêèå ìåòîäû
îïòèìèçàöèè (ìåòîäû, èìèòèðóþùèå ïðèìåíÿåìûå ÷åëîâåêîì ìåòîäû
îïòèìèçàöèè è ïëàíèðîâàíèÿ ñ äîáàâëåíèåì ýôôåêòèâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ è
÷èñëîâûõ ïðîöåäóð). Îíè áëèæå âñåãî ïîäõîäÿò ê ÷åëîâå÷åñêîìó ñïîñîáó
ìûøëåíèÿ è óäîáíû äëÿ ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ ñ ïîìîùüþ ïðîáëåìíî-
îðèåíòèðîâàííûõ  ÿçûêîâ. ×åëîâåêî-ìàøèííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ öåëî÷èñëåííûõ
çàäà÷ îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ ïî ñóùåñòâó ñâîåìó ëèíãâèñòè÷åñêèìè â øèðîêîì
ñìûñëå.

Â çàêëþ÷åíèå íàäî îòìåòèòü, ÷òî îäíè è òå æå ìåòîäû, ðàññìàòðèâàåìûå ñ
ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ  êàê àíàëèòè÷åñêèå è êàê ÷èñëåííûå.
Òàê, ãðàäèåíòíûé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ â ïðÿìûõ ìåòîäàõ îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè è ìåòîäàõ íåëèíåéíîãî (êâàäðàòè÷íîãî è âûïóêëîãî) ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Âî âòîðîì ñëó÷àå îí èñïîëüçóåòñÿ êàê àíàëèòè÷åñêèé, â ïåðâîì � êàê ÷èñëåííûé
ìåòîä.

1.5. Ñèñòåìíûé àíàëèç è îïòèìèçàöèÿ

Ñèñòåìíûé àíàëèç - ýòî  ñèíòåç èäåé è ïðèíöèïîâ òåîðèè èññëåäîâàíèÿ
îïåðàöèé è ìåòîäîâ òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñ âîçìîæíîñòÿìè ñîâðåìåííîé
âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ:
�ñèñòåìíûé àíàëèç�, �òåîðèÿ ñèñòåì� è �ñèñòåìíûé ïîäõîä�. Ñëîâî ñèñòåìà è
ñâÿçàííûå ñ íèì òåðìèíû ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå. Ýòî ïðîèçîøëî
ïîòîìó, ÷òî íà ïåðåäíèé ïëàí âñå áîëåå è áîëåå âûñòóïàåò íåîáõîäèìîñòü
èçó÷åíèÿ ñëîæíûõ êîìïëåêñîâ (ñèñòåì). Òàêàÿ íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîæíåíèåì ñîçäàâàåìûõ òåõíè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé, óñòðîéñòâ, òåõíîëîãèé è
âñåõ ñîâîêóïíîñòåé õîçÿéñòâåííûõ ñâÿçåé, ñ êîòîðûìè ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî
ýêîíîìèñòàì, õîçÿéñòâåííûì ðóêîâîäèòåëÿì è èíæåíåðàì.

Ïîòðåáíîñòü èçó÷åíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ïðîáëåì ýêîëîãèè, êîòîðûå
ñ êàæäûì ãîäîì ñòàíîâÿòñÿ âñå àêòóàëüíåå, òàêæå ïðèâîäèò èññëåäîâàòåëÿ ê
ñëîæíûì ñèñòåìàì.

Ïîíÿòèå ñèñòåìà îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó òåõ, äëÿ êîòîðûõ òðóäíî äàòü ñòðîãîå
îïðåäåëåíèå. ×àñòî ñèñòåìîé íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ, ìåæäó êîòîðûìè
ñóùåñòâóþò òå èëè äðóãèå ñâÿçè (íàïðèìåð, ñèñòåìà äâóõ ïðèòÿãèâàþùèõñÿ ìàññ).
Ìû íå áóäåì ïûòàòüñÿ äàâàòü ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ñèñòåìû. Äëÿ íàøèõ öåëåé
äîñòàòî÷íî òîãî èíòóèòèâíîãî ïîíÿòèÿ ñèñòåìû, êîòîðîå èìååòñÿ ó êàæäîãî,
èçó÷àþùåãî èíæåíåðíûå äèñöèïëèíû.

Â îòâåò íà ïîòðåáíîñòè èçó÷åíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì âîçíèêëà äèñöèïëèíà
�ñèñòåìíûé àíàëèç�. Îäíîé èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì ñèñòåìíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ
ïðîáëåìà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Èíñòðóìåíòà òåîðèè èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé äëÿ
ýòèõ öåëåé ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå,
íåîïðåäåëåííîñòü öåëè â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè ñîñòîèò â ìíîãîêðèòåðèàëüíîñòè.
Òðóäíî ñîèçìåðèòü è ñîïîñòàâèòü ìåæäó ñîáîé ðàçëè÷íûå òðåáîâàíèÿ - òðóäíî
ôîðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå �öåëü�, îáúåäèíèòü ïîêàçàòåëè. Â ðÿäå çàäà÷ ëèáî
âîîáùå íåëüçÿ ñêîëüêî-íèáóäü òî÷íî ïîñòàâèòü öåëè, ëèáî òå öåëè, êîòîðûå
õîòåëîñü áû ïîñòàâèòü, íåðåàëüíû (ïðèìåðû ïîäîáíûõ ñèòóàöèé äàåò ïîðîé
ýêîíîìèêà). Â òàêèõ ñëó÷àÿõ íà ïîìîùü ïðèõîäèò ñèñòåìíûé àíàëèç.

Äîïóñòèì, ÷òî ðå÷ü èäåò î ïëàíàõ ïåðñïåêòèâíîãî ðàçâèòèÿ òîïëèâíî-
ýíåðãåòè÷åñêîãî êîìïëåêñà. Êàê îïðåäåëèòü öåëè? Êîíå÷íî, âñåãäà ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü òðåáîâàíèÿ: òîïëèâà ïîáîëüøå, çàòðàò ïîìåíüøå è ò. ä. Íî äëÿ
ïðîåêòà ïëàíà íåîáõîäèìû áîëåå èëè ìåíåå òî÷íûå ïîêàçàòåëè è ðåàëèñòè÷åñêèå
öåëè, êîòîðûå ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîòðåáíîñòÿìè ñòðàíû è ìîãóò áûòü îáåñïå÷åíû
ñóùåñòâóþùèìè ðåñóðñàìè. Â òàêèõ ïðîáëåìàõ ñàìûé ãëàâíûé ìîìåíò -
ñôîðìóëèðîâàòü öåëè, êîòîðûå äîëæåí ïðåñëåäîâàòü ïðîåêò. Öåëü ïåðåñòàåò
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áûòü âíåøíèì ôàêòîðîì, êàê, íàïðèìåð, â òåîðèè èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé èëè
òåîðèè óïðàâëåíèÿ, îíà ñòàíîâèòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ.

×òî íàäî èññëåäîâàòåëþ äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü (ïðàâèëüíî
ñôîðìóëèðîâàòü) òå ðåàëüíûå öåëè, îñóùåñòâëåíèå êîòîðûõ äîëæíû
îáåñïå÷èâàòü ñîçäàâàåìûå êîíñòðóêöèÿ èëè õîçÿéñòâåííûé êîìïëåêñ? Î÷åâèäíî,
÷òî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ïðåæäå âñåãî, ïðåäñòàâèòü ñåáå ôóíêöèîíèðîâàíèå
áóäóùåé êîíñòðóêöèè, ñîïîñòàâèòü åå âîçìîæíîñòè ñ òåìè ðåñóðñàìè, êîòîðûìè
áóäóò ðàñïîëàãàòü ðàçðàáîò÷èêè. Äîñòè÷ü ýòîãî ìîæíî ñ ïîìîùüþ ôèçè÷åñêèõ
(ìàêåòû áóäóùèõ êîíñòðóêöèé) èëè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòèêó, ñíà÷àëà íåîáõîäèìî îïèñàòü
ñèñòåìó ìîäåëåé è ñîçäàòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, êîòîðûé ïîçâîëèò ïðîâåñòè
àíàëèç èçó÷àåìîãî ïðîöåññà, óâèäåòü ïîñëåäñòâèÿ ïðèíÿòûõ ðåøåíèé, îöåíèòü
âîçìîæíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ àëüòåðíàòèâàõ, è òîëüêî íà îñíîâå òàêîãî àíàëèçà
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü öåëè. Ñëîæíîñòü èçó÷àåìûõ è ïðîåêòèðóåìûõ ñèñòåì
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ñîçäàíèÿ ñïåöèàëüíîé òåõíèêè èññëåäîâàíèÿ,
èñïîëüçóþùåé àïïàðàò èìèòàöèè, - âîñïðîèçâåäåíèÿ íà ÝÂÌ ñïåöèàëüíî
îðãàíèçîâàííûìè ñèñòåìàìè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ïðîåêòèðóåìîãî èëè èçó÷àåìîãî êîìïëåêñà.

Ïîñëåäíåå íå îçíà÷àåò íåäîîöåíêè êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà. Áîëåå
òîãî, ýôôåêòèâíîå èñïîëüçîâàíèå èìèòàöèîííûõ ñèñòåì íåîáõîäèìî
ïðåäïîëàãàåò ïðåäâàðèòåëüíóþ îáðàáîòêó ìîäåëè. Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè
ïðîöåññà, ïîçâîëÿþùåå óâèäåòü ïåðñïåêòèâû è íàìåòèòü öåëè, - ýòî ëèøü îäèí
èç àñïåêòîâ ñèñòåìíîãî àíàëèçà, ìîæåò áûòü, è ñàìûé âàæíûé, íî íå
èñ÷åðïûâàþùèé âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ âîïðîñîâ, íà êîòîðûå îí â ñîñòîÿíèè äàòü
îòâåò. Ýòî âñåãî ëèøü ïåðâûé øàã èññëåäîâàíèÿ. Ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû ðåàëèçîâàòü íàìå÷åííûå öåëè, ò. å. ñôîðìóëèðîâàòü  ðåøåíèÿ, â
ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ êîòîðûõ áóäåò îáåñïå÷åíî äîñòèæåíèå ýòèõ öåëåé
(âûáðàíû ïàðàìåòðû ñîçäàâàåìûõ êîíñòðóêöèè èëè ïðîåêòà).

Ñðåäè çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ñâÿçè ñ ñîçäàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîåêòîâ,
áîëüøîå ìåñòî çàíèìàþò ïðîáëåìû ñî÷åòàíèÿ ñòðóêòóðíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ
àñïåêòîâ. Îäèí èç òðóäíûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ýòèì, îòíîñèòñÿ ê ïðîáëåìàì
ïðîåêòèðîâàíèÿ èåðàðõè÷åñêîé îðãàíèçàöèè. Ëþáûå áîëåå èëè ìåíåå ñëîæíûå
ñèñòåìû âñåãäà îðãàíèçîâàíû ïî èåðàðõè÷åñêîìó ïðèíöèïó â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî
öåíòðàëèçîâàííûå îáðàáîòêà èíôîðìàöèè è ïðèíÿòèå ðåøåíèé ÷àñòî áûâàþò
íåâîçìîæíû èç-çà áîëüøîãî îáúåìà èíôîðìàöèè, êîòîðóþ ñëåäóåò ñîáèðàòü è
ïåðåðàáàòûâàòü, èç-çà âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì çàäåðæåê è èñêàæåíèé è ò. ä. Åñëè
ðå÷ü èäåò î ïðîåêòèðîâàíèè òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì, òî çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì
(çàäà÷à ïðîåêòèðîâùèêà) ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ôóíêöèîíàëüíîé ñõåìû, êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà çàâåäîìî íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, è â îïðåäåëåíèè
÷àñòíûõ öåëåé.

Çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå îáñòîèò äåëî, êîãäà ðå÷ü èäåò î íàðîäíîõîçÿéñòâåííûõ
êîìïëåêñàõ, ôóíêöèîíèðîâàíèå ýëåìåíòîâ êîòîðûõ çàâèñèò îò òîãî, êàê óïðàâëÿþò
èìè ëþäè. Â îòëè÷èå îò ìàøèíû, ÷åëîâåê âñåãäà èìååò ñîáñòâåííûå öåëè è
èíòåðåñû, è ïðîåêòèðîâùèêó ñèñòåìû óæå íåäîñòàòî÷íî òîëüêî ôîðìóëèðîâàòü
öåëè äëÿ íèæíèõ çâåíüåâ. Íåîáõîäèìî åùå áûòü óâåðåííûì, ÷òî ýòè öåëè áóäóò
äîñòèãíóòû, ÷òî íèæíèå çâåíüÿ  âûïîëíÿò òðåáîâàíèÿ âåðõíèõ çâåíüåâ. Äëÿ ýòîãî,
â ñâîþ î÷åðåäü, äîëæåí áûòü ñïðîåêòèðîâàí ñïåöèàëüíûé �ìåõàíèçì�, îäíîãî
ïðèêàçà äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè áûâàåò íåäîñòàòî÷íî. Âîò ïî÷åìó âîçíèêàåò
ïîòðåáíîñòü â ñïåöèàëüíîé òåîðèè, êîòîðàÿ äîëæíà ðàçâèâàòü ïðèíöèïû ñîçäàíèÿ
èåðàðõèè â óïðàâëåíèè è ìåòîäû èõ àíàëèçà. Òåîðèÿ èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðàÿ
èçó÷àåò íåêîòîðûå èç àñïåêòîâ ýòîé ïðîáëåìû, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ
÷àñòåé ñèñòåìíîãî àíàëèçà.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìíûé àíàëèç - ýòî äèñöèïëèíà, ðàçâèâàþùàÿ ìåòîäû
ïðîåêòèðîâàíèÿ ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ, íàðîäíîõîçÿéñòâåííûõ è  ýêîëîãè÷åñêèõ
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ñèñòåì. Ñèñòåìíûé àíàëèç, êàê äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè èññëåäîâàíèÿ
îïåðàöèé è òåîðèè óïðàâëåíèÿ, âêëþ÷àåò â ñåáÿ ýòè äèñöèïëèíû ñî âñåì
àðñåíàëîì ñðåäñòâ, ðàçâèòûõ â èõ ðàìêàõ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñëîæèëàñü íåêîòîðàÿ óñëîâíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé ïî õàðàêòåðó è ñïîñîáó èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé
è ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå îíè ñîäåðæàò. Â èõ ÷èñëî âõîäÿò ñëåäóþùèå âèäû ìîäåëåé:

1) Ìîäåëè áåç óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû (ñ
ïîìîùüþ, íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàëüíûõ èëè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé) è íå
ñîäåðæàò ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ èëè ôóíêöèé. Ê èõ ÷èñëó îòíîñèòñÿ áîëüøèíñòâî
ïðîãíîñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, êîãäà çàäàííîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåò
òðàåêòîðèþ ïðîöåññà. Ìîäåëè òàêîãî ðîäà ìîãóò áûòü è ñòîõàñòè÷åñêèìè,
íàïðèìåð, îíè ìîãóò ñîäåðæàòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ôóíêöèè âèäà:

x′ = f(x, t, ξ),

ãäå x - íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ èçâåñòíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå èññëåäóþòñÿ íå îòäåëüíûå òðàåêòîðèè, à èõ ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà,
íàïðèìåð ñðåäíåå çíà÷åíèå. Ìîäåëè ïîäîáíîãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè äëÿ
îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â íåæèâîé ïðèðîäå.

2) Ìîäåëè, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïòèìèçàöèè íåêîòîðûõ
äåéñòâèé. Íàïðèìåð, äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ, ìîäåëü êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì âèäà:

x′ = f(x, t,u),

ãäå âûáîð ôóíêöèè u(t,x) íàõîäèòñÿ â ðàñïîðÿæåíèè êàêîãî-òî ñóáúåêòà.
Âåêòîð-ôóíêöèÿ u(f,x) íàçûâàåòñÿ óïðàâëåíèåì. Óïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ èç
óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîé öåëè. Ðàñïðîñòðàíåííûé êëàññ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ
äàííîé ìîäåëè ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: çà âðåìÿ Ò ïåðåâåñòè ñèñòåìó
èç ñîñòîÿíèÿ

x(0) = x
0

â ñîñòîÿíèå

x(T) = x
T

òàê, ÷òîáû �çàòðàòû� áûëè ìèíèìàëüíûìè, ò. å.:

       T
∫ F(x, u, t)dt → min.

       0

Îãðàíè÷åíèÿ x(0) = x
0
, x(T) = x

T 
è öåëåâóþ ôóíêöèþ â ïîíÿòèå ìîäåëè íå

âêëþ÷àþò. Äëÿ îäíîé è òîé æå ìîäåëè x′ = f(x, t,u) ìîãóò ñòàâèòüñÿ ðàçíûå çàäà÷è.
3) Ìîäåëè, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ àíàëèçà êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèÿìè íåñêîëüêèõ
ñóáúåêòîâ, â ðàñïîðÿæåíèè êîòîðûõ èìåþòñÿ óïðàâëåíèÿ: u, v, w,... Òîãäà:

x′ =f(x′, t, u, u, w, ...),

ïðè÷åì óïðàâëåíèÿ áóäóò âûáèðàòüñÿ èç óñëîâèé âèäà:
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                               T
∫ F

1
 (x, u, v, w, ..., t)dt → min,

                               0

êàæäîå èç êîòîðûõ îòðàæàåò âïîëíå îïðåäåëåííûå èíòåðåñû òîãî èëè
äðóãîãî ñóáúåêòà.

2. ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ, ÎÑÍÎÂÛ
ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß

2.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â êëàññè÷åñêèõ
ìåòîäàõ

Ïåðåä  íà÷àëîì èçëîæåíèÿ àïïàðàòà êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî
èñ÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìî âñïîìíèòü íåêîòîðûå îñíîâíûå  ïîíÿòèÿ.

Â êëàññè÷åñêîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå
êëàññû ôóíêöèé (ðèñ. 10):

à) íåïðåðûâíûå ôóíêöèè - ãðàôèê òàêèõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êðèâóþ áåç ðàçðûâîâ;

á) êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè � ôóíêöèè, êîòîðûå íåïðåðûâíû íà
èíòåðâàëå âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà;

ã) ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ - òàêàÿ ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé â çàäàííîì èíòåðâàëå
íåïðåðûâíà ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ;

ä) êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ - òàêàÿ ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé â çàäàííîì
èíòåðâàëå  ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî
ðîäà.

Ðèñ. 10. Ãðàôèêè ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé óïðàâëåíèÿ: à) íåïðåðûâíûå ôóíêöèè; á) êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè; â) ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ; ã) êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ



29
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

Ðàçðûâû ôóíêöèé êëàññèôèöèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
áåñêîíå÷íûé ðàçðûâ - çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðè ïîäõîäå ê òî÷êå ðàçðûâà

óñòðåìëÿåòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè;
ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà (êîíå÷íûé) - ó ôóíêöèè â òî÷êå ðàçðûâà ñóùåñòâóþò

êîíå÷íûå ïðåäåëû ñïðàâà è ñëåâà;
óñòðàíèìûé ðàçðûâ - ïðåäåëû ñïðàâà è ñëåâà â òî÷êå ðàçðûâà ðàâíû

ìåæäó ñîáîé, íî çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå îòëè÷íî îò íèõ.
Ðàññìîòðèì ïîíÿòèÿ ãëîáàëüíîãî è ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìîâ. Ãëîáàëüíûé

ýêñòðåìóì äîñòèãàåòñÿ ñðàâíåíèåì âñåõ êðèâûõ äàííîãî êëàññà, à  ëîêàëüíûé
ýêñòðåìóì - äîñòèãàåòñÿ ñðàâíåíèåì òîëüêî áëèçêèõ â íåêîòîðîì ñìûñëå êðèâûõ.

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî âñÿêèé ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì îäíîâðåìåííî è ëîêàëüíûé.
Íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ ïðîëîæèòü êðàò÷àéøóþ äîðîãó ìåæäó äâóìÿ ïóíêòàìè,

ðàçäåëåííûìè ãîðîé. Åñòåñòâåííî, ÷òî åå ñëåäóåò èñêàòü ñðåäè ïóòåé, îãèáàþùèõ
ãîðó ñëåâà èëè ñïðàâà. Äîïóñòèì, íàèêðàò÷àéøèé ïóòü ñëåâà êîðî÷å, ÷åì ñïðàâà.
Òîãäà ïóòü ñëåâà áóäåò äàâàòü ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì, à ïóòü ñïðàâà - ëîêàëüíûé.

Êëàññè÷åñêîå âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå -  òåîðèÿ íåîáõîäèìûõ è
äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
èñêîìàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷àõ íà ýêñòðåìóì, ñîäåðæàùèõ îãðàíè÷åíèÿ òîëüêî òèïà
ðàâåíñòâà è èìåþùèõ öåëåâîé ôóíêöèîíàë èíòåãðàëüíîãî âèäà.

Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ íå ïðèìåíèìû ê
îòûñêàíèþ ôóíêöèé, îïòèìàëüíûõ â êëàññå ôóíêöèé, ãðàôèêè êîòîðûõ
èçîáðàæàþòñÿ â âèäå ðàçðûâíûõ è ñòóïåí÷àòûõ êðèâûõ, ïðåäñòàâëåííûõ íà
ðèñ. 10. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé õàðàêòåðíî íàëè÷èå âåðòèêàëüíûõ ó÷àñòêîâ, ãäå ïåðâàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.

2.2. Óðàâíåíèå Ýéëåðà

Ïóñòü íà íåêîòîðîé ãëàäêîé êðèâîé, çàäàííîé íà îòðåçêå [a,b] è èìåþùåé â
åãî êîíöàõ çàäàííûå çíà÷åíèÿ y(a) = y

a
  è y(b) = y

b, 
äîñòèãàåòñÿ ýêñòðåìóì

ôóíêöèîíàëà:

.ó)(ylim
n

n =
∞→

                                              (2-1)

Íàäî îïðåäåëèòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
ôóíêöèÿ y(x), ÷òîáû íà íåé äîñòèãàëñÿ ìèíèìóì. Äëÿ ýòîãî ñðàâíèì çíà÷åíèÿ
ôóíêöèîíàëà äëÿ áëèçêèõ ê y(x) ôóíêöèé, ïðèäàâàÿ y(x) âàðèàöèþ:

)()( xxy εη+ ,

ãäå e - ÷èñëî; η (x) - ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì  η (a) = (b) = 0 è  η (x) ≥  0.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ôóíêöèîíàëîâ:

∆  I = 
a

b

∫ F( x, y + εη , y�+  ε η ′ )dx - 
a

b

∫ F( x, y, y� )dx.

Ðàçëîæèì åå â ðÿä Ìàêëîðåíà ïî ε  (ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ ïðè ε = 0 ):

∆  I = ε dI/dε + ε2/2 (d2 I/dε2) + ...                          (2-2)

Âûðàæåíèå:
δ  I = ε dI/dε,
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êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ ôóíêöèîíàëà, íàçûâàåòñÿ ïåðâîé
âàðèàöèåé ôóíêöèîíàëà.

Â ñâîþ î÷åðåäü:

δ 2 I = ε2/2 (d2 I/dε2)

íàçûâàþò âòîðîé âàðèàöèåé ôóíêöèîíàëà. Ïðè ìàëûõ ε âñåìè ÷ëåíàìè â
âûðàæåíèè (2-2), êðîìå ïåðâîãî, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ò.å,:

∆  I  ≈  δ  I.

Åñëè íà êðèâîé ó(õ) äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé ìèíèìóì, òî ôóíêöèÿ I (y + εη )
àðãóìåíòà ε èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì ïðè ε = 0, ïîýòîìó:

∆  I  ≈  δ  I    =  εdI/dε  ≥  0.                               (2-3)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èñïîëüçóåì ôîðìóëû (2-1) è (2-2):

dI/dε = 
εd
d

  
a

b

∫ F( x, y + εη ,  y� + εη � )dx = 
a

b

∫ [∂  F/ ∂  y (d(y + εη )/da)  +

+ ∂  F/∂  y�(d(y�+ εη � )/dε)]dx = 
a

b

∫ (η ∂  F/ ∂  y +η � ∂  F/ ∂  y� ) dx.

Ïðîèíòåãðèðóåì âòîðîé ÷ëåí ïî ÷àñòÿì:

a

b

∫ (η � ∂  F/ ∂  y� ) dx  = F 
y
� η |b

a   - 
a

b

∫ η (d F 
y
�/dx)dx,

òàê êàê η (õ) îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ à è â, òî:

a

b

∫ (η � ∂  F/ ∂  y� ) dx = - 
a

b

∫ η (d F 
y
�/dx)dx,

îòêóäà:

δ  I = a 
a

b

∫ (F
y 
- d F 

y
�/dx) η dx.                     (2-4)

Òåïåðü ê âûðàæåíèþ (2-4) òðåáóåòñÿ ïðèìåíèòü ëåììó Ëàãðàíæà, êîòîðàÿ
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ Ì(õ) îáëàäàåò
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî:

a

b

∫  Ì(õ) η (x) = 0          (2-5)

äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè η (x), òî îáÿçàòåëüíî
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Ì(õ)=0                        (2-6)

äëÿ âñåõ à ≤  õ ≤   b.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ñ,

ãäå  a ≤  ñ ≤  b, Ì(ñ) ≠ 0, äëÿ îïðåäåëåííîñòè Ì(ñ) > 0. Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
M , â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ñ áóäåò Ì(õ) > 0. Âûáåðåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè
η (x) òàêóþ, êîòîðàÿ áîëüøå íóëÿ â îêðåñòíîñòÿõ òî÷êè ñ, à íà îñòàëüíîì èíòåðâàëå
ðàâíà íóëþ (î÷åâèäíî, òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, ñì. ðèñ. 11). Ïðè òàêîì âûáîðå
ïðîèçâåäåíèå Ì(õ)η (x) > 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè õ = ñ è Ì(õ)η (x) = 0 âíå ýòîé
òî÷êè, ïîýòîìó èíòåãðàë áóäåò ïîëîæèòåëåí, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó
óñëîâèþ. Òåì ñàìûì ëåììà Ëàãðàíæà äîêàçàíà.

η

Ì

          à                         ñ                          b            Õ

Ðèñ. 11. Ïîÿñíåíèå ê òåîðåìå Ëàãðàíæà

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (2-4) - (2-6) íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà
çàïèøåòñÿ êàê:

F
y 
- d F 

y
�/dx = 0.                                      (2-7)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå Ýéëåðà. Îáùåå ðåøåíèå (2-7)  ñîäåðæèò äâå
íåîïðåäåëåííûå ïîñòîÿííûå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ
óäîâëåòâîðåíèå äâóõ óñëîâèé. Êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå òàêèõ óñëîâèé çàäàþòñÿ
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ó(õ) â íà÷àëå è êîíöå èíòåðâàëà ó (à) è y(b).

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ F íåëèíåéíà
îòíîñèòåëüíî ó è ó�.

Çàìåòèì, ÷òî:

 d F
 y

� /dx = 
x∂

∂  y F &

 +  
y∂

∂  y F &

(dy/dx) +
y&

&

∂
∂  y F

 (d y& /dx).

Ïîäñòàâëÿåì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå Ýéëåðà è ïîëó÷àåì:

F
y 
- F

 yx
�  - F

y y
� y� - F

 y
�
 y

� y��= 0.                       (2-8)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà è ïîýòîìó åãî ðåøèòü íå
óäàåòñÿ. Ïðè íàøåì âûâîäå äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ òðåáóåòñÿ
íåïðåðûâíîñòü êàê ïåðâîé, òàê è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè ó (õ), ò. å. çàðàíåå
ñòàâèòñÿ óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïåðâûõ äâóõ ïðîèçâîäíûõ íà ýêñòðåìàëè.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó î äëèíå êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé
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äâå äàííûå òî÷êè:

I = S = ∫ +
1

0
2y1 & dx.

Â äàííîì ñëó÷àå

 F(x, y, y�) = 2y1 &+

F
y  

= 0;       F
 y

� = y& / 2y1 &+

d F 
y
�/dx = [ ] 2/3

21 y

y

&

&&

+ .

Îòêóäà óðàâíåíèå Ýéëåðà èìååò âèä:

d F 
y
�/dx = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ýêñòðåìàëåé è ðåøåíèå
çàïèøóòñÿ êàê:

y�� = 0;
y = C

1
x + C

2
.

Ýòî åñòü óðàâíåíèå ïðÿìîé. Ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ C
1 
è C

2 
îïðåäåëÿþòñÿ

èç òîãî óñëîâèÿ, ÷òî ïðÿìàÿ äîëæíà ïðîõîäèòü ÷åðåç îáå äàííûå òî÷êè. Òàêèì
îáðàçîì, ïðÿìàÿ ëèíèÿ îáåñïå÷èâàåò êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè.

Äàëåå ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.

1. Äîïóñòèì, F  íå çàâèñèò  îò y. Òîãäà:

d F 
y
�/dx = 0,

è ñëåäîâàòåëüíî:

F 
y
� = const.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåì y� êàê ôóíêöèþ x è çàòåì - èñêîìóþ ôóíêöèþ
y(x) êàê èíòåãðàë îò ýòîãî ðåøåíèÿ.

2. Ïóñòü F  íå çàâèñèò  îò x ÿâíî , ò.å.:

F = F(y, y�),

òîãäà óðàâíåíèå (2-8) çàïèøåòñÿ, êàê:

F
y 
- F

y y
� y� - F

 y
�
 y

� y��= 0.

Óìíîæàåì âñå ÷ëåíû íà y� (y� íå äîëæíî îáðàùàòüñÿ â íóëü):
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d(F - y� F
 y

�)/dx = 0,

îòêóäà

 F - y� F
 y

� = Ñ.

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàþò ïåðâûì èíòåãðàëîì Ýéëåðà (èíòåãðàëîì ýíåðãèè).
3. Äîïóñòèì, ÷òî F çàâèñèò òîëüêî îò ó�. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ýéëåðà

ïðèíèìàåò âèä:

d F
 y

�/dx = 0

è y� = const = k, óðàâíåíèå ýêñòðåìàëåé çàïèøåòñÿ êàê:

y = kx + b,

ò. å. ýêñòðåìàëè áóäóò ïðÿìûìè ëèíèÿìè.
4. Íàêîíåö,  äîïóñòèì, ÷òî  F

 y
�
 y

� = 0. Â ÷àñòíîñòè,  ýòî  ìîæåò  áûòü,  êîãäà F
= F (õ, ó) èëè F = Ì (õ, ó) + N (õ, ó) ó�, ò.å. ôóíêöèîíàë èëè ñîâñåì íå çàâèñèò îò
ïðîèçâîäíîé ó� , èëè çàâèñèò îò íåå ëèíåéíî. Ôóíêöèîíàëû, äëÿ êîòîðûõ F

y�y�
 = 0

íàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè  â ñèëó ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïåðåïèøåì
ôîðìóëó (2-8)

 ó �� =( F
y 
- F

 y
� 

x
 - F

 y
�
 y

� y�)/ F
 y

�
 y

� .                (2-9)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî äëÿ âûðîæäåííûõ ôóíêöèîíàëîâ íå
ñóùåñòâóåò âòîðîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ýêñòðåìàëè, îíà íå ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé
è, ñëåäîâàòåëüíî, äîïóñòèìîé ôóíêöèåé, äëÿ êîòîðîé âûâîäèëîñü óðàâíåíèå
Ýéëåðà.

F
 y

�
 y

� ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü äëÿ íåâûðîæäåííûõ ôóíêöèîíàëîâ òîëüêî â
îòäåëüíûõ òî÷êàõ, çà èñêëþ÷åíèåì êîòîðûõ ôîðìóëà (2-9) äàåò çíà÷åíèå âòîðîé
ïðîèçâîäíîé, ò.å. ýêñòðåìàëü íåâûðîæäåííîãî ôóíêöèîíàëà ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-
ãëàäêîé ôóíêöèåé, èìåþùåé íà îòäåëüíûõ ó÷àñòêàõ íåïðåðûâíóþ âòîðóþ
ïðîèçâîäíóþ. Èçëîìû êðèâîé ìîãóò áûòü â òåõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ èëè F

 y
�
 y

� = 0, èëè
÷èñëèòåëü ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (2-9) òåðïèò ðàçðûâ.

2.3. Óñëîâèå Ëåæàíäðà

Äàëåå áóäåò ðàññìîòðåíî óñëîâèå Ëåæàíäðà � íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ýêñòðåìóìà, ñîñòîÿùåå â íåîòðèöàòåëüíîñòè ãëàâíîãî êîýôôèöèåíòà âòîðîé
âàðèàöèè, ïîçâîëÿþùåå îòëè÷àòü ìèíèìóì îò ìàêñèìóìà - êîòîðîå èãðàåò âàæíóþ
ðîëü â êëàññè÷åñêîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè. Òàê êàê íà ýêñòðåìàëè ïåðâàÿ
âàðèàöèÿ δ I îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî çíàê ïðèðàùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì
âòîðîé  âàðèàöèåé,   ïîýòîìó   â ñëó÷àå ìèíèìóìà   δ 2I ≥  0, â ñëó÷àå  ìàêñèìóìà
δ 2I ≤  0.

Î÷åâèäíî, ÷òî:

d2I/dε2 = 
a

b

∫ d2 [F( x, y + εη ,  y� + εη � )dx]/ dε2  =
a

b

∫ (F
yy

η 2 + 2 F
yy

� η η � +

+ F
y
�
y
� η �2))dx.
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Ïðåîáðàçóåì âòîðîé ÷ëåí ýòîãî âûðàæåíèÿ, âçÿâ èíòåãðàë ïî ÷àñòÿì:

2
a

b

∫  F
yy

� η η � dx = 
x a

x b

=

=
∫  F

yy
�d η 2 = F

yy
 η 2|

bõ

àõ

=
=  

- 

a

b

∫  F
yy

� η 2 dx,

îòêóäà:

d2I/dε2 = 2
a

b

∫ (Pη 2+Rη � 2)dx,                       (2-10)

ãäå

P = 1/2(F
yy

  - d F
yy

� /dx  );

R = 1/2 F
y
�
y
� .

Èç ôîðìóëû (2-10) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ìèíèìóìà:

   d2I/de2  ≥  0               (2-11)

íåîáõîäèìî, ÷òîáû:

F
y
�
y
� ≥  0.                                                    (2-12)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ η (x) ïðîèçâîëüíàÿ, òî åå âñåãäà ìîæíî
ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ η 2 áûëà ìàëà, à η �2 âåëèêà. Âûáîð ñëåäóåò
îñòàíîâèòü íà ôóíêöèè η (x)  ìàëîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, íî áûñòðî è ðåçêî
èçìåíÿþùåéñÿ. Äëÿ òàêîé ôóíêöèè çíàê âòîðîé âàðèàöèè, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò
ñî çíàêîì êîýôôèöèåíòà R.

Åñëè R(õ) < 0 â íåêîòîðîé òî÷êå, òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé η (õ) ïðàâàÿ ÷àñòü
â (2-10) áóäåò < 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2-11).

Òåì ñàìûì óñëîâèå Ëåæàíäðà äîêàçàíî.
Äëÿ çàäà÷è íà ìàêñèìóì îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå:

F
y
�
y
�  ≤  0.                                  (2-13)

Êàê ïðàâèëî, â òåîðèè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî çàäà÷è íà ìèíèìóì, à ê çàäà÷å
íà ìàêñèìóì ìîæíî ïåðåéòè çàìåíîé çíàêà ó öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà.

2.4. Íåêîòîðûå âàðèàöèîííûå çàäà÷è

Ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ çàäà÷è áîëåå ñëîæíûå, â ÷àñòíîñòè òàêèå, â êîòîðûõ êîíöû
êðèâûõ íå çàêðåïëåíû, - çàäà÷è ñ íåçàêðåïëåííûìè, èëè ïîäâèæíûìè,
êîíöàìè. Â ýòîì ñëó÷àå âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà çàâèñèò îò âàðèàöèè èñêîìîé
ôóíêöèè è åå êîíöîâ.  Íà ðèñ. 12 èçîáðàæåíû èñõîäíàÿ ó (õ) è ïðîâàðüèðîâàííàÿ
y(x) + h (õ) ôóíêöèè.
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Ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìå:

∆ I=I(y+h)- I(y) = 

x x

x x

0 0

1 1

+

+
∫
∆

∆
F(x, y+h, y�+h�)dx - 

x

x

0

1
∫  F(x, y, y�)dx =

= 

x

x

0

1
∫ [ F(x�, y+h, y�+h�) - F(x, y, y�)]dx+ 

x

x x

1

1 1+
∫
∆

 F(x, y+h, y�+h�)dx  -

- 

x

x x

0

0 0+
∫
∆

 F(x, y+h, y�+h�)dx.

Çäåñü ïåðâûé èíòåãðàë - âàðèàöèÿ êðèâîé, à äâà ïîñëåäíèõ - âàðèàöèè
êîíöîâ. Âûäåëèì ãëàâíóþ ëèíåéíóþ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ - âàðèàöèþ δ I, äëÿ ÷åãî
ïîëîæèì ìàëûìè h, h�, δ x

0 
,
 δ x

1
:

δ I = 

x

x

0

1
∫ [ F

y
 h + F

y�
h�]dx+F|

x=x1
 δ  x

1
 - F|

x=x0
 δ  x

0
 .   (2-14)

Âòîðîé ÷ëåí ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ôîðìóëå (2-14) ïðîèíòåãðèðóåì
ïî ÷àñòÿì, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì:

δ I = 
x

x

0

1
∫ ( F

y
 - dF

y� 
/dx)

 
hdx + F

 y�
 |x1

x0
 
+ F|

x1δ  x
1
 - F|

x0
 δ  x

0 
.

Ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âûñøåãî ïîðÿäêà ìîæíî íàïèñàòü (ñì.
ðèñ. 12):

Õ

  õ0  õ0 + δõ0                     õ1  õ1 + δõ1

ó(õ)

δó1

δó

ó(õ) + h(õ)

Ó

Ðèñ. 12. Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ñ ïîäâèæíûìè êîíöàìè
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h(x
0
) = δ  y

0
 - y� δ x

0

h(x
1
) = δ  y

1
 - y� δ  x

1

òîãäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

δ I = ∫
1

0

x

x
( F

y
 - dF

y� 
/dx)

 
hdx + F

 y�
 |

x = x1 δ  y
1 
+ (F- y� F

y�
) |

x=x1δ  x
1 
 -

 - F
 y�
 |

x=x0
 δ  y

0
   - (F- y� F

y�
) |

x=x0δ  x
0 
,
                 

(2-15)

ãäå åñòü èíòåãðàëüíûé ÷ëåí, çàâèñÿùèé îò âàðèàöèè êðèâîé âíóòðè
ïåðâîíà÷àëüíîãî èíòåðâàëà, è ÷ëåíû âíå èíòåãðàëà, çàâèñÿùèå îò âàðèàöèè
êîíöîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó  îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà ñðåäè
êðèâûõ ó(õ), êîíöû êîòîðûõ ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ ïî äâóì êðèâûì:

y = ϕ  (õ),

y = ψ (õ).

Â îáùåì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ãðàíèö ìîãóò âûñòóïàòü òðåõìåðíûå è n-ìåðíûå
êðèâûå è ïîâåðõíîñòè â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ìîðñêèìè ïåðåõîäàìè ñ îäíîãî
ìàòåðèêà íà äðóãîé  èëè êîñìè÷åñêèìè ïîëåòàìè ìåæäó áëèçêî ðàñïîëîæåííûìè
íåáåñíûìè òåëàìè. Ïðèìåðîì òàêîé çàäà÷è ìîæåò áûòü îïðåäåëåíèå
ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îêðóæíîñòÿìè (ðèñ.13). Äëÿ ðåøåíèÿ
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íå òîëüêî êðèâóþ, íî è ïîëîæåíèå åå êîíöîâ A è B.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà êðèâàÿ äîëæíà áûòü ýêñòðåìàëüþ, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Â

À

90°

90°

Ðèñ. 13. Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ãëàäêèìè êðèâûìè

÷åðåç òå æå òî÷êè À è Â ìîæíî áûëî áû ïðîâåñòè äðóãóþ êðèâóþ, äàþùóþ
ìèíèìóì ðàññòîÿíèÿ, ïîýòîìó ïåðâûé ÷ëåí â ôîðìóëå (2-14) îáðàùàåòñÿ â íóëü
è

δ I =  F
 y�
 |

x = x1δ  y
1
 + (F- y� F

y�
) |

x=x1δ  x
1 
- F

 y�
 |

x=x0
 δ  y

0
   - (F- y� F

y�
) |

x=x0 δ  x
0
;

c òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âûñøåãî ïîðÿäêà çàïèøåì:
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δ y = ϕ  (õ) δ  x
0
;

δ y = ψ (õ) δ  x
1 
,

îòêóäà óñëîâèå ýêñòðåìóìà δ I = 0 ïðèîáðåòåò âèä:

(F
y�
 ψ �+F- y� F

y�
) |

x = x1δ  x
1 
- (F

y�
 ϕ �+F- y� F

y�
) |

x=x0δ  x
0 
=0.

Òàê êàê δ  x
1
 è δ  x

0
 - íåçàâèñèìûå äðóã îò äðóãà ïðèðàùåíèÿ, òî:

(F
y� 
ψ �+F- y� F

y�
) |

x = x1 
=0;

(F
y�
 ϕ �+F- y� F

y�
) |

x=x0  
=0.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè òðàíñâåðñàëüíîñòè. Âõîäÿùèå â
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äâå íåîïðåäåëåííûå êîíñòàíòû ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû èç ýòèõ óñëîâèé. Ïîëîæåíèÿ êîíöîâ ýêñòðåìàëè (òî÷êè x

0  
è x

1
 ) ìîãóò

áûòü íàéäåíû êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýêñòðåìàëè ñ êðèâûìè: ó = ϕ  - ïåðâûé

êîíåö, ó =ψ - âòîðîé êîíåö. Óêàæåì ñëó÷àé, â êîòîðîì óñëîâèþ

òðàíñâåðñàëüíîñòè ìîæíî äàòü  ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèîíàë âèäà:

I = 
x

x

1

2
∫ f(x, y) 21 ó&+ dx .       (2-16)

Â ýòîì ñëó÷àå

F
y� 
= f(x, y)(

 
y�/ 21 ó&+ ) = F

y� 
/( 1 +y′2)

è óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè çàïèøåòñÿ êàê
[F( 1 +y′ϕ ′′)] /( 1 +y′2) = 0

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

1 +y′ϕ ′′  = 0;              y′ϕ ′ = - 1.        (2-17)

èëè y′ = - 1 /ϕ ′′.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî êîíöà

y� = - 1 / ψ �.                                  (2-18)

Íî óñëîâèÿ (2-18) è (2-17) îçíà÷àþò, ÷òî êðèâàÿ ó (õ) ïåðåñåêàåò êðèâûå

ϕ  (õ) è ψ (õ) ïîä ïðÿìûì óãëîì, ïîýòîìó äëÿ ôóíêöèîíàëîâ âèäà (2-16) óñëîâèå

òðàíñâåðñàëüíîñòè ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè. Ê òàêîãî ðîäà
ôóíêöèîíàëàì îòíîñèòñÿ ôóíêöèîíàë, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå:
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S = ∫
2

1

x

x
21 ó&+ dx.

Îòñþäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
êðèâûìè ïîëó÷àåòñÿ âäîëü òðåòüåé, èì ïåðïåíäèêóëÿðíîé. Òàê, äëÿ äâóõ
îêðóæíîñòåé ýòî áóäåò ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç èõ öåíòðû.

Ôóíêöèîíàëó (2-15) òàêæå ìîæíî äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ
(ðèñ.14). Ôóíêöèÿ z = f(õ, ó) îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå è ôèçè÷åñêè ìîæåò îçíà÷àòü, íàïðèìåð, ðàñõîä òîïëèâà íà åäèíèöó
äëèíû. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë îçíà÷àåò ïîëíûé ðàñõîä òîïëèâà âäîëü
òðàåêòîðèè, ñîåäèíÿþùåé äâå ãðàíè÷íûå êðèâûå. Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à íà
ìèíèìóì îçíà÷àåò îïðåäåëåíèå òàêîé òðàåêòîðèè ó (õ), ñîåäèíÿþùåé êðèâûå

y=ϕ  (õ) è y=ψ (õ), âäîëü êîòîðîé ðàñõîä òîïëèâà áûë áû ìèíèìàëåí. Åñëè

ðàññìîòðåòü èíòåãðàë âèäà:

∫
2

1

õ

õ

f(x, y) 2
ó1 &+ dx,

òî åãî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ ïîâåðõíîñòè
âðàùåíèÿ, êîòîðóþ îïèñûâàåò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êðèâàÿ, ïðîâåäåííàÿ
â ïëîñêîñòè (x, y) ìåæäó êðèâûìè y=ϕ  (õ) è y=ψ (õ), ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè
Îõ. Â ýòîì ñëó÷àå f(õ, ó) îçíà÷àåò âåñ åäèíè÷íîé ïëîùàäè. Ýëåìåíò ïëîùàäè
ðàâåí:

Ðèñ. 14. Ïîÿñíåíèå ê ôóíêöèîíàëó (2-15)

ó da dS = y 2
ó1 &+ dx da.

Ôèçè÷åñêè ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà

I= 
0

2π
∫ da ∫

2

1

x

x
f(x, y) y 2

ó1 &+ dx = 2 π  ∫
2

1

x

x
f(x, y) y 2

ó1 &+ dx
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îçíà÷àåò îïðåäåëåíèå òàêîé êðèâîé ó (õ), äëÿ êîòîðîé âåñ ïëîùàäè
ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ìèíèìàëåí.

2.5. Îáîáùåííàÿ çàäà÷à Ëàãðàíæà è çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèÿìè
â  âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè

Â ïðàêòèêå âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è íà îòûñêàíèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà ïðè
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ íà ôóíêöèè, â êëàññå êîòîðûõ èùåòñÿ
ýêñòðåìóì. Ýòè çàäà÷è íàçûâàþò çàäà÷àìè íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Èõ ïðèìåðîì
ìîæåò ñëóæèòü çàäà÷à î íàõîæäåíèè êðàò÷àéøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè
ïðè óñëîâèè, ÷òî êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ýòè äâå òî÷êè, ëåæèò íà íåêîòîðîé
ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð íà ñôåðå. Ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ìèíèìóìà
ôóíêöèîíàëà:

I=S= ∫
1

0

x

x
1 2 2+ +y z' ' dx                          (2-19)

ïðè óñëîâèè:

x2 + y2 + z2 - R2 = 0.                                (2-20)

Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà: äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà

I= ∫
1

0

x

x
F(x, y, y�z, z�)dx      (2-21)

ïðè óñëîâèè

ψ (x, y, z,)=0,            (2-22)

íåîáõîäèìî ââåñòè âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ:

Ô = F + λ (õ)ψ ,

ãäå λ (õ) ïîêà íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ (íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà),

è èñêàòü îáû÷íûìè ìåòîäàìè ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà:

I= ∫
1

0

x

x
 Ô dx.                                               (2-23)

Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òðè íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ó (õ), z(õ), λ (õ),

óäîâëåòâîðÿþùèå  òðåì  óðàâíåíèÿì: äâóì óðàâíåíèÿì Ýéëåðà äëÿ ôóíêöèîíàëà
(2-22):
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Ô
y
 - dÔ

y� 
/ dx = F

y
 - dF

y� 
/dx + ψ

yλ (õ) = 0,

Ô
z 
- dÔ

z� 
 / dx = F

z
 - dF

z� 
/dx + ψ

z λ (õ) = 0

è îäíîìó óðàâíåíèþ ñâÿçè:

ψ  (õ, y, z) = 0.

Êðîìå òîãî, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè, ïðè ýòîì ðîëü
ôóíêöèè F áóäåò èãðàòü ôóíêöèÿ:

Ô = F + ψ λ .

Ïðèìåðîì çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ÿâëÿåòñÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ
çàäà÷à, êîòîðàÿ ïîëó÷èëà òàêîå íàçâàíèå èç-çà ÷àñòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ñðåäè
âñåõ êðèâûõ ðàâíîé äëèíû (èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ) îäíîé êðèâîé, îãðàíè÷èâàþùåé
ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü. Çäåñü ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà:

I
0 
= ∫

1

0

x

x
F(x, y, y�)dx

îïðåäåëÿåòñÿ ïðè îãðàíè÷èâàþùåì óñëîâèè â âèäå èíòåãðàëà:

I
1
 = ∫

1

0

x

x
K(x, y, y�)dx = const.

Äàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îáîáùåííîé çàäà÷å Ëàãðàíæà ââåäåíèåì ôóíêöèè:

Ô = λ 0
F + Kλ 1

,

ïîñëå ÷åãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà:

I= ∫
1

0

x

x
Ô dx

óæå áåç èñõîäíîãî îãðàíè÷åíèÿ. Â èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷å
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèíöèï âçàèìíîñòè � ýêñòðåìàëè çàäà÷è I

0
 → min, I

1
 = const

ñîâïàäàþò ñ ýêñòðåìàëÿìè çàäà÷è I
1
 → min, I

0
 = const, ò.ê. óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ

ýòèõ çàäà÷ îäíî è òî æå � îíî ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè Ô.
Ïðàâèëî íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñîõðàíÿåòñÿ è òîãäà, êîãäà

îãðàíè÷èâàþùåå óñëîâèå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå. Â ýòîì ñëó÷àå ýêñòðåìàëüíàÿ
çàäà÷à íàçûâàåòñÿ  çàäà÷åé Ëàãðàíæà.

Ê  çàäà÷å Ëàãðàíæà ñâîäÿòñÿ ïî÷òè âñå ÷àñòíûå çàäà÷è âàðèàöèîííîãî
èñ÷èñëåíèÿ. Òàê, ïðè çàâèñèìîñòè ôóíêöèîíàëà îò âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ çàäà÷à
òàêæå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ëàãðàíæà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èìååòñÿ ôóíêöèîíàë:

I=
x

x

0

1
∫ F(x, y, y�, y��) dx,



41
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

òî ìîæíî ââåñòè íîâóþ ôóíêöèþ ó′ = z, ó′′ = z, òîãäà ðåøåíèå ñâåäåòñÿ ê
îòûñêàíèþ ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà:

I= ∫
1

0

x

x
F(x, y, y′, z′′)dx,

ïðè óñëîâèè

ó′ - z =0.

Íà ïðàêòèêå äëÿ äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (êîòîðîå
ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå) ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ îòûñêèâàòü ýêñòðåìóì
ôóíêöèîíàëà ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, íàëîæåííûõ íà êëàññ ñðàâíèâàåìûõ ôóíêöèé.
Äåëî â òîì, ÷òî, íàïðèìåð, ìîùíîñòè èñïîëíèòåëüíûõ óñòðîéñòâ ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ, êàê ïðàâèëî, îãðàíè÷åíû. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
ñðàâíåíèÿ äîïóñêàþòñÿ ôóíêöèè y

j
, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó:

ψ
i
 (x, y

j
, y

j
� ) ≤  0,               i  =1, 2, .... m.

Òàêèå çàäà÷è óäàåòñÿ ðåøàòü íà óðîâíå èíæåíåðíîé ñòðîãîñòè ââåäåíèåì
îäíîñòîðîííèõ âàðèàöèé è äîïîëíèòåëüíûì óñëîæíåíèåì ôóíêöèîíàëîâ. Ïðè
ýòîì çàäà÷à, åñòåñòâåííî, óñëîæíÿåòñÿ. Äëÿ ïðèìåðà áóäåò ðàññìîòðåí
ïðîñòåéøèé ñëó÷àé (âïîëíå äîñòàòî÷íûé, ñ ìåòîäè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ), êîãäà
çàäàíû ôóíêöèîíàë âèäà:

I= 
a

b
∫ F(x, y, y′)dx             (2-24)

è îãðàíè÷èâàþùåå óñëîâèå:

ψ (x ) ≤  y(x).

Êðèâàÿ ó = ψ  (õ) îïðåäåëÿåò ãðàíèöó îáëàñòè, âíóòðè èëè âíå êîòîðîé

äîëæíà íàõîäèòüñÿ ôóíêöèÿ, äîñòàâëÿþùàÿ ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëó (ðèñ. 15).
Îáëàñòè, â êîòîðûå âêëþ÷àåòñÿ ãðàíèöà, íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè. Îñíîâíàÿ
òðóäíîñòü â ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ çàìêíóòîé îáëàñòè
êðèâóþ  ó (õ) ìîæíî ñðàâíèâàòü òîëüêî ñ êðèâîé ó+ δ  ó, òàê êàê, åñëè ó (õ)

ïðîõîäèò ïî ãðàíèöå  [ó =  ψ  (õ)],   òî   êðèâàÿ   ó+ δ  ó  (δ  ó > 0) óæå âûõîäèò

çà ïðåäåëû äîïóñòèìîé îáëàñòè, ò. å. íà ãðàíèöå äîïóñòèìà òîëüêî îäíîñòîðîííÿÿ
âàðèàöèÿ. Ïðè âûâîäå æå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èñïîëüçîâàëèñü âàðèàöèè
îáîèõ  çíàêîâ  ó +δ  ó   è   ó -δ  (δ ó > 0) è çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà íà ýêñòðåìàëè

ó (õ) ñðàâíèâàëèñü ñ åãî çíà÷åíèÿìè äëÿ îáåèõ äîïóñòèìûõ ôóíêöèé ó + δ y è ó
- δ ó. Äëÿ òîãî ÷òîáû óñòðàíèòü ýòî íåñîîòâåòñòâèå, çàìåíÿþò ïåðåìåííûå: âìåñòî
ó ââîäÿò z, ïîëüçóÿñü óðàâíåíèåì:

z2 = ó -ψ  (õ),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
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2zz′ = ó′ -ψ  (õ)

èëè

ó′ = 2zz′ +ψ  (õ).

Ðèñ. 15. Ê çàäà÷å ñ îãðàíè÷åíèÿìè

Ïîýòîìó ôóíêöèîíàë (2-24) â íîâûõ ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü çàïèñàí â
âèäå:

I= 
a

b
∫ F [x, z2  +ψ  (õ),  2zz� +ψ  (õ)]dx.             (2-25)

Íà íîâóþ ôóíêöèþ z (õ) íå íàëîæåíî íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, ïðîñòî íà ãðàíèöå
îáëàñòè îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå z = 0, è ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà (2-25) ìîæíî
èñêàòü îáû÷íûì ìåòîäîì, ïðèäàâàÿ  äâóñòîðîííèå âàðèàöèè. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ ôóíêöèè:

F
z 
- d F

z�
 / dx = 0.                  (2-26)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà (2-26)  ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî  â âèäå:

F
z 
- d F

z�
 / dx = 2zF

y 
- 2z d F

y�
 / dx = 0

èëè
2z(F

y 
-  d F

y�
 / dx) = 0.                     (2-27)

Óðàâíåíèå (2-27) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà: z = 0, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì

ó =  ψ  (õ), è óðàâíåíèå Ýéëåðà

F
y 
-  d F

y�
 / dx) = 0.

Èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèè ñëåäóåò, ÷òî ýêñòðåìóì ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé
ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ëèøü íà êðèâûõ, ñîñòàâëåííûõ èç êóñêîâ ýêñòðåìàëåé è êóñêîâ
ãðàíèöû äîïóñòèìîé îáëàñòè.

Äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè íåîáõîäèìî íàéòè óñëîâèÿ
ïåðåõîäà ýêñòðåìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè è íàîáîðîò, íî äàííàÿ çàäà÷à âûõîäèò çà
ãðàíèöû äàííîãî êóðñà.
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2.6. Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà óðàâíåíèé Ýéëåðà è ïðÿìûå
ìåòîäû â  âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè

Ñèììåòðè÷íàÿ èëè êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
Ýéëåðà îñíîâàíà íà âàðèàöèîííîé ìåõàíèêå Ãàìèëüòîíà - Ëàãðàíæà. Ââåäåì
âìåñòî ó′  íîâóþ ïåðåìåííóþ:

p = F
y�
,                                      (2-28)

èç íåå ìîæíî âûðàçèòü y�  = ϕ  (õ, ó, ð). Ïîýòîìó, åñëè ââåñòè ôóíêöèþ,

íàçûâàåìóþ ãàìèëüòîíèàíîì:

H(õ, ó, ð)=- F(õ, ó, y′)+ y′ F
y� 
(õ, ó, y′),

ãäå y�  = ϕ  ( ð), ò.å.:

H(õ, ó, ð)=- F(õ, ó, ϕ  ( ð), )+ ð ϕ  ( ð),

òî ïðÿìûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

∂  H / ∂  y = p ∂ y′/ ∂  y - F
 y
 - F

 y�∂ y′/ ∂  y                               (2-29)

∂  H /∂  p =  - F
 y� ∂ ϕ  / ∂  p + ϕ  ( ð) + p ∂ ϕ  / ∂  p.           (2-30)

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå Ýéëåðà

F
 y  

- d
 
F

y� 
/dx = 0

ôîðìóëó (2-28), ïîëó÷èì:

F
 y 
= 

 
 dp

 
/dx.

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ è ôîðìóëû (2-28) óðàâíåíèÿ (2-29) è
(2-30) ïðèìóò âèä:

- ∂  H / ∂  y = dp
 
/dx,                                           (2-31)

∂  H / ∂  p = dy
 
/dx.                                             (2-32)

Ýòî - ãàìèëüòîíîâà ôîðìà óðàâíåíèé Ýéëåðà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
ñâÿçàííóþ ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Èíà÷å
èõ íàçûâàþò êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé óðàâíåíèé Ýéëåðà èëè óðàâíåíèÿìè
Ãàìèëüòîíà.

Ýòîò ìåòîä öåëèêîì çàèìñòâîâàí èç êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.
Ñîñòîÿíèå ëþáîé ôèçè÷åñêîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ â

îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè t êîîðäèíàòàìè q è èõ ïðîèçâîäíûìè q′ èëè
èìïóëüñàìè Ð, ïîýòîìó ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî òî÷êîé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå 2 n èçìåðåíèé, ïî îñÿì êîîðäèíàò
êîòîðîãî îòëîæåíû ð

i 
, è q

i
.

Â ìåõàíèêå åñòü ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ èëè ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà,
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êîòîðûé ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðåõîä ñèñòåìû èç îäíîãî
ñîñòîÿíèÿ  â äðóãîå ñîñòîÿíèå  ïðîèñõîäèò ïî òàêîé òðàåêòîðèè â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå, íà êîòîðîé íåêîòîðûé èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë, íàçûâàåìûé
äåéñòâèåì, îáðàùàåòñÿ â ìèíèìóì (òî÷íåå, òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ
ýêñòðåìàëüþ ýòîãî ôóíêöèîíàëà). Ôóíêöèîíàë-äåéñòâèå âûáèðàåòñÿ òàêèì
îáðàçîì, ÷òî óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ íåãî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèì çàêîíàì Íüþòîíà.

Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ óðàâíåíèå Ýéëåðà - Ëàãðàíæà íå
èíòåãðèðóåòñÿ. Ïîýòîìó áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè òàê íàçûâàåìûå
ïðÿìûå ìåòîäû, êîòîðûå äàþò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Èäåÿ ïðÿìûõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ ó(õ), äîñòàâëÿþùóþ ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëó I(ó). Ïîñòðîèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé y

1
, y

2
, ..., y

n
,  êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ó, ò. å.:

.ó)(ylim
n

n =
∞→

è äîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì ôóíêöèîíàë òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó:

.ó)(ylim
n

n =
∞→

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðÿìûõ ìåòîäîâ. Èç íèõ íàèáîëåå èçâåñòíû ìåòîäû Ðèòöà
è Ýéëåðà, äëÿ êîòîðûõ ñ ïîìîùüþ  ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé
äîêàçûâàåòñÿ, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôóíêöèé ê ýêñòðåìàëè.

Çäåñü áóäåò ðàññìîòðåí ìåòîä Ðèòöà.
Äîïóñòèì, òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà

I{y}= ∫
1

0

x

x
F(x, y, y�)dx

ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:

ó(x
0
) = À;   y(x

1
) = B.                                 (2-33)

 Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè:

y(x
1
) =ϕ  

0
 (õ)+ 

j

n

=
∑

1
c

 j
 ϕ  

j
 (õ),               (2-34)

ãäå:

ϕ  
0
 (õ

0
)=A; ϕ  

0
 (õ

1
)=B;

ϕ  
j
 (õ

0
)= ϕ  

j
 (õ

1
)=0.

Ôóíêöèè ϕ  
j
 ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå è íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè

(áàçèñíûìè),  äëÿ íèõ òîæäåñòâî:

c
 0
 ϕ  

0 
+ c

 1
 ϕ  

1  
+... + 

 
c

 nϕ  
n  ≡ 0
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âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè c
 j 
= 0,  j = 1,...,n. Åñëè   ïîäñòàâèòü  âûðàæåíèå

(2-34) â (2-33), òî ôóíêöèîíàë ïðåâðàòèòñÿ â ôóíêöèþ n ïåðåìåííûõ:

I{y
 n
(õ) }= Q (c

 1
, 

 
c

 2
, ... ,

 
c

 n
).

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ c
j  
, êîòîðûå îáðàùàþò â ìèíèìóì ôóíêöèþ

Q, ò, å. çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ n àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

∂  Q / ∂  c
j
 = 0,      j = 1, 2, ..., n.                        (2-35)

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íàéäåííûå òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè ó
j
(õ)  ñõîäÿòñÿ ê

ýêñòðåìàëè.
Ïðèìåð. Ìèíèìèçèðóåì ôóíêöèîíàë:

I = 
0

1
∫ (y� 2 +y2 +2 xy);          y(0)=y(1)= 0.

Äëÿ ýòîãî âûáåðåì êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ϕ
j  
â âèäå:

ϕ  
0
(õ)=0; ϕ  

1
(õ)=x2 - x;

ϕ  
2
(õ)= x3 - x2, ..., ϕ  

n
(õ)=xn+1 - xn ,

ïðè n=2 ïîëó÷èì:

y
2
 (x)=c

1
 (x2 - x)+c

2
(x3 - x2);

y�
2
 (x)=c

1
 (2x-1)+c

2
 (3x2 - 2x);

I{ y
2
 (x) } = Q(c

1 
, c

2
) = (11 / 30) c

1
2 + (11 / 30) c

1
 c

2
 + c

2
2/7 - c

1
/6 - c

2
/10.

Òîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ c
1
, c

2
çàïèøóòñÿ êàê:

(11 / 15) c
1 
+ (11 / 30) c

2 
= 1/6;

(11 / 30) c
1 
+ (2 / 7) c

2 
= 1/10.

Îòêóäà:

c
1 
= 69/473; c

2 
= 7/43;

y
2
 (x)=(77x3 - 8 x2 - 69 x )/473.

Òî÷íîå ðåøåíèå Â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä:

y ={ [å(ex - e -x)] /(ex - 1)} � x.

Â òàáëèöå äàåòñÿ ñðàâíåíèå òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèé çàäà÷è.
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Òàáëèöà 1

X y y2(x) x y y2(x)

0,0 0,0000 0,0000 0,6 - 0,0583 - 0,0585
0,2 - 0,0287 - 0,0285 0,8 - 0,0444 - 0,0442
0,4 -0,0505 - 0,0506 1,0 0,0000 - 0,0000

3. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ È ÏÐÈÍÖÈÏ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ

3.1.  Ðàçâèòèå òåîðèè óïðàâëåíèÿ

Çàðîæäåíèå òåîðèè óïðàâëåíèÿ (òåîðèè ðåãóëèðîâàíèÿ) îáû÷íî ïðèíÿòî
äàòèðîâàòü ñîðîêîâûìè ãîäàìè XIX â., êîãäà íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïîÿâèëèñü
äâå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå îäíîé è òîé æå ïðîáëåìå, - ïðîáëåìå âûáîðà
ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà Óàòòà. Àâòîðîì îäíîé èç íèõ áûë àíãëèéñêèé ôèçèê
Ìàêñâåëë, à äðóãîé - íàø ñîîòå÷åñòâåííèê, èíæåíåð È. À. Âûøíåãðàäñêèé. Îáå
ýòè ðàáîòû áûëè ïîñâÿùåíû ñîçäàíèþ íàó÷íûõ îñíîâ ðåãóëèðîâàíèÿ ðàáîòû
ïàðîâîé ìàøèíû, ò.å. ïðèíöèïîâ, ïîçâîëÿþùèõ îáåñïå÷èòü ïîñòîÿíñòâî îáîðîòîâ
âàëà ïðè èçìåíÿþùåéñÿ âíåøíåé íàãðóçêå. Áîëüøîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå     èäåé
è ìåòîäîâ òåîðèè ðåãóëèðîâàíèÿ îêàçàëà   òåîðèè óñòîé÷èâîñòè À. Ì. Ëÿïóíîâà.

Ðàññìîòðèì ñâÿçü çàäà÷ òåîðèè ðåãóëèðîâàíèÿ ñ îñíîâíûìè ïðîáëåìàìè
òåîðèè óñòîé÷èâîñòè. Ïóñòü íåîáõîäèìî öåëåíàïðàâëåííîå èçìåíåíèå êàêîãî-
ëèáî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà,  âëèÿòü íà õîä êîòîðîãî ìîæíî ïóòåì èçìåíåíèÿ
òåõ èëè èíûõ êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áóäåì
ðàññìàòðèâàòü êîíñòðóêöèþ àâòîïèëîòà - ïðèáîðà, êîòîðûé èçìåíåíèåì
ïîëîæåíèÿ ðóëåé ìîæåò èçìåíÿòü õàðàêòåð ïîëåòà ñàìîëåòà. Ïèëîòó çàäàåòñÿ
ìåñòî è âðåìÿ ïðèáûòèÿ è  ðàññ÷èòàííûé êóðñ ïîëåòà. Ïèëîò âûâîäèò ñàìîëåò íà
ðàñ÷åòíûé êóðñ è âêëþ÷àåò àâòîìàò. Äâèæåíèå ñàìîëåòà áóäåò îïèñûâàòüñÿ íå-
êîòîðîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

x&  = f (x, t, p, ξ).                 (3-1)

Çäåñü:
õ - âåêòîð, îïèñûâàþùèé ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (êîîðäèíàòû è

ñêîðîñòü ñàìîëåòà);
t � âðåìÿ;
ξ - ñëó÷àéíûé âåêòîð, õàðàêòåðèçóþùèé âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ;
p - âåêòîð êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ àâòîïèëîòà, êîòîðûå ìîãóò âûáèðàòüñÿ

â äàííîì ñëó÷àå êîíñòðóêòîðîì.
Çíàÿ ðàñ÷åòíóþ òðàåêòîðèþ ñàìîëåòà, âñåãäà ìîæíî âûáðàòü íà÷àëî îòñ÷åòà

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ âîçìóùåíèé çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ áûëè íóëåâûå. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà õ = 0 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
óðàâíåíèþ

f(0, t, p, 0) = 0.                     (3-2)
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Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò t = t
0
 íà äâèæåíèå ñàìîëåòà îêàçàëî âîçäåéñòâèå

íåêîòîðîå ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå (íàïðèìåð, âåòåð), â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èçìåíèëîñü:

x(t
0
) = x 

0
 ≠ 0.                        (3-3)

Êàêèì óñëîâèÿì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü äâèæåíèå ñàìîëåòà, ÷òîáû, íåñìîòðÿ
íà îòêëîíåíèå (3-3), îí äîñòèã çàäàííîé öåëè? Ïðåæäå âñåãî, î÷åâèäíî, ÷òî
çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöèè x(t), õàðàêòåðèçóþùèõ ïîëîæåíèå ñàìîëåòà
ïî îòíîøåíèþ ê ðàñ÷åòíîé òðàåêòîðèè, íå ìîãóò óâåëè÷èâàòüñÿ (ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå). Òàê êàê òðàåêòîðèÿ ñàìîëåòà äîëæíà ïðîéòè ÷åðåç öåëü óïðàâëåíèÿ,
òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû âîçíèêøåå âñëåäñòâèå êàêèõ-òî ïðè÷èí îòêëîíåíèå
ïàðàìåòðîâ ïîëåòà ñàìîëåòà îò ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé ñî âðåìåíåì ìîãëî èñ÷åçíóòü.
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ýòèõ óñëîâèé ïîëåòà  äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äâèæåíèå ñàìîëåòà
îáëàäàëî àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ, ò.å. äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå:

lim x(f) = 0.                       (3-4)
                                   t → ∞

Óñëîâèå (3-4) íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íåîáõîäèìûì èëè ñòðîãî äîñòàòî÷íûì.
Äîñòèæåíèå öåëè óïðàâëåíèÿ äîëæíî ïðîèçîéòè çà êîíå÷íîå âðåìÿ Ò, à óñëîâèå
(3-4) îïèñûâàåò àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà äâèæåíèÿ ïðè t → ∞. Âîçìîæíîñòü
òàêîé çàìåíû êîíå÷íîãî îòðåçêà âðåìåíè áåñêîíå÷íûì îçíà÷àåò òîëüêî îäíî -
âðåìÿ ïîëåòà ñàìîëåòà ÿâëÿåòñÿ �ïðàêòè÷åñêè� áåñêîíå÷íî áîëüøèì ïî
ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì, íåîáõîäèìûì äëÿ êîìïåíñàöèè âîçìóùåíèÿ (çàòóõàíèÿ
êîëåáàíèé ñàìîëåòà). Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ óñëîâèÿ
(3-4) ÿâëÿåòñÿ îïûòíûì ôàêòîì, îíà îòêðûâàåò ðàçíîîáðàçíûå ïóòè
êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà. Çàìåíà áîëüøîãî, íî êîíå÷íîãî îòðåçêà âðåìåíè
áåñêîíå÷íûì ÿâëÿåòñÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì ïðèåìîì, òàê êàê èññëåäîâàíèå
íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè èíîãäà îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðîñòûì, ÷åì
èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå.

Ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ (õ = 0) ñèñòåìû
(3-1) - ýòî îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, îäíîé èç âàæíåéøèõ ãëàâ òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íî çàäà÷à ïðîåêòèðîâàíèÿ àâòîïèëîòà, îáåñïå-
÷èâàþùåãî àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ ñàìîëåòà, íå ñâîäèòñÿ òîëüêî
ê çàäà÷å òåîðèè óñòîé÷èâîñòè. Êàê ïðàâèëî,  íåäîñòàòî÷íî âûÿñíèòü, óñòîé÷èâ ëè
ïîëåò ñàìîëåòà ñ äàííûì àâòîïèëîòîì. Íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü äîïóñòèìûå
èíòåðâàëû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ àâòîïèëîòà (êîìïîíåíò âåêòîðà ð),
îáåñïå÷èâàþùèå óñòîé÷èâîñòü.

Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðàçëè÷íûì îáðàçîì, è âîïðîñ
îá èõ âûáîðå íîñèò ñóáúåêòèâíûé õàðàêòåð. Èìåííî ñîîáðàæåíèÿ óäîáñòâà,
íàãëÿäíîñòè ïîáóæäàëè èíæåíåðîâ èñêàòü âñå íîâûå è íîâûå ôîðìû
ïðåäñòàâëåíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, çàïèñàííûå â òîé
èëè èíîé ôîðìå, îïðåäåëÿþò â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
G

1
. Âûáîð p∈ G

1
 ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (3-4), ÷òî, â ñâîþ

î÷åðåäü, ãàðàíòèðóåò äîñòèæåíèå öåëè óïðàâëåíèÿ. Íî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè íå
åäèíñòâåííîå, êîòîðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïàðàìåòðû ðåãóëÿòîðà. Â îñíîâå
ïîëó÷åíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ âñåãäà ëåæèò êîíêðåòíàÿ êîíñòðóêòîðñêàÿ ñõåìà -
íåêîòîðàÿ ñòðóêòóðà. Òàê, â ðàáîòàõ Ìàêñâåëëà è Âûøíåãðàäñêîãî èçó÷àëèñü
âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ïîääåðæàíèÿ çàäàííîãî ÷èñëà îáîðîòîâ äâèãàòåëÿ ñ
ïîìîùüþ âïîëíå êîíêðåòíîãî óñòðîéñòâà - ðåãóëÿòîðà Óàòòà. Èçó÷àÿ ñïîñîáû
óïðàâëåíèÿ íåêîòîðûì ïðîöåññîì, íåîáõîäèìî ðåøàòü ñðàçó äâå çàäà÷è:

- âûáîð ïðèíöèïèàëüíîé ñõåìû ðåãóëÿòîðà (àâòîïèëîòà èëè êàêîãî-ëèáî
äðóãîãî ìåõàíèçìà);
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- âûáîð ïàðàìåòðîâ ïðèáîðà, îáåñïå÷èâàþùèõ äîñòèæåíèå öåëåé
óïðàâëåíèÿ.

Ïåðâàÿ çàäà÷à âñåãäà íîñèò õàðàêòåð èçîáðåòàòåëüñòâà. Õîòÿ ñóùåñòâóåò
öåëûé ðÿä èññëåäîâàíèé, â ïðîöåññå êîòîðûõ áûëè âûðàáîòàíû ðàçíîîáðàçíûå
ðåêîìåíäàöèè î âûáîðå ñòðóêòóðû ìåõàíèçìîâ óïðàâëåíèÿ, òåì íå ìåíåå, â
êîíå÷íîì èòîãå, âîïðîñ î êîíñòðóêòèâíîé ñõåìå ìåõàíèçìà îñòàåòñÿ âîïðîñîì
êîíñòðóêòîðñêèì, à îöåíêà ñîâåðøåíñòâà ïðèáîðà âêëþ÷àåò è îöåíêó òàêèõ
ïîêàçàòåëåé, êàê ïðîñòîòà, òåõíîëîãè÷íîñòü, íàäåæíîñòü. Òàêèì îáðàçîì,
êîíñòðóêòèâíàÿ ñõåìà íàêëàäûâàåò íà âûáîð ïàðàìåòðîâ p âïîëíå îïðåäåëåííûå
îãðàíè÷åíèÿ:

p ∈ G
2.                                             

(3-5)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëåé óïðàâëåíèÿ    (âûïîëíåíèÿ óñëîâèé
3-4) íåîáõîäèìî, ÷òîáû:

p ∈ G = G
1 
∩ G2

.                                             (3-6)

Åñëè ìíîæåñòâî G ïóñòî, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûáðàííàÿ êîíñòðóêöèÿ (ñèñòåìà
óïðàâëåíèÿ) íå îáåñïå÷èâàåò öåëè óïðàâëåíèÿ è äîëæíà áûòü çàìåíåíà.

Êðèòåðèé äîñòèæåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ (3-4) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí è
â òåðìèíàõ îïòèìèçàöèè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ââåñòè íîâûé êðèòåðèé, íàïðèìåð:

I(p) = 1, åñëè          lim x(f) = 0,
                                                         t → ∞

                          I(p) = 0, åñëè            lim x(f) ≠  0,                  (3-7)
                                                          t →  ∞

èëè, â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå (ñì. 3-6),

        I(p) = 1, åñëè   p ∈ G,

I(p) = 0, åñëè   p ∉ G.                                              (3-8)

Òåïåðü óñëîâèå (3-5) èëè (3-6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

I(p)→ max,                                                          (3-9)

è ëþáîå ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (3.9) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
èñõîäíîé çàäà÷è.

Óñëîâèÿ (3-4) è (3-9) íå âûäåëÿþò åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïî
ñóùåñòâó, îíè îïðåäåëÿþò öåëîå ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ G - öåëûé êëàññ
äîïóñòèìûõ êîíñòðóêöèé, îáåñïå÷èâàþùèõ äîñòèæåíèå öåëè óïðàâëåíèÿ. Ïîýòîìó
â ðàñïîðÿæåíèè êîíñòðóêòîðà åùå îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü óòî÷íåíèÿ âåêòîðà ð,
âîçìîæíîñòü ïîä÷èíèòü åãî êàêèì-ëèáî äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî äîïîëíèòåëüíîé îïòèìèçàöèè, íî óæå íå íà ìíîæåñòâå G

2
, à íà

ìíîæåñòâå G.
Â 40 � 50 ãã. ïðîèçîøëî êà÷åñòâåííîå ðàñøèðåíèå ïðîáëåì, êîòîðûìè

çàíèìàëàñü òåîðèÿ ðåãóëèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðîöåññà ïîñòåïåííî
ïðàêòè÷åñêè èñ÷åç è ñàì òåðìèí �òåîðèÿ ðåãóëèðîâàíèÿ�, è âìåñòî íåãî ñòàëè
èñïîëüçîâàòü òåðìèí �òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ�.

Òàêîå ðàñøèðåíèå êðóãà èçó÷àåìûõ çàäà÷ áûëî ñâÿçàíî ïðåæäå âñåãî ñ
íóæäàìè âîçíèêøåé ðàêåòíîé òåõíèêè. Äî âîéíû òåîðèÿ ðåãóëèðîâàíèÿ èçó÷àëà,
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êàê ïðàâèëî, ïðîöåññû, ðàçâèâàþùèåñÿ íà áîëüøîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Èìåííî
ïîýòîìó ìåòîäû êëàññè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, îïåðèðóþùåé ñ àñèìï-
òîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ðåøåíèé (ïðè t → ∞), îêàçàëèñü óäîáíûìè ïðè
èññëåäîâàíèè ðåàëüíûõ çàäà÷ - âðåìÿ ïîëåòà ñàìîëåòà áûëî íà ìíîãî ïîðÿäêîâ
áîëüøå âðåìåíè êîìïåíñàöèè åãî îòäåëüíûõ êîëåáàòåëüíûõ äâèæåíèé. Â òåîðèè
ðåãóëèðîâàíèÿ  âîçíèê òåðìèí �ïåðåõîäíîé ïðîöåññ� - ïðîöåññ âîçâðàùåíèÿ
ñèñòåìû ê èñõîäíîìó ñòàöèîíàðíîìó ðåæèìó ïîñëå îêîí÷àíèÿ äåéñòâèÿ
ñëó÷àéíîãî âîçìóùàþùåãî ôàêòîðà.

Îïåðèðóÿ ïðåèìóùåñòâåííî ñî ñòàöèîíàðíûìè ðåæèìàìè, òåîðèÿ
ðåãóëèðîâàíèÿ èçó÷àëà ïåðåõîäíûå ïðîöåññû ãëàâíûì îáðàçîì â ñâÿçè ñ
èçó÷åíèåì êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ. Ïîòðåáíîñòè æå ðàêåòíîé òåõíèêè ïðèâåëè ê
ñîâåðøåííî èíûì çàäà÷àì, ïîñêîëüêó äâèæåíèå ðàêåòû áûëî, êàê ïðàâèëî,
êðàòêîâðåìåííûì è ìîãëî ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê åäèíûé ïåðåõîäíîé ïðîöåññ. Íî
áûëî è åùå îäíî îáñòîÿòåëüñòâî, êîòîðîå ïîòðåáîâàëî íîâûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷,
- ýòî ñòîèìîñòü ãîðþ÷åãî, íåîáõîäèìîãî äëÿ äâèæåíèÿ ðàêåòû. Îòíîøåíèå çàòðàò
òîïëèâà, íåîáõîäèìîãî äëÿ äîñòàâêè ïîëåçíîãî ãðóçà, ê êîëè÷åñòâó ýòîãî ãðóçà
îáû÷íî ñòîëü âåëèêî, ÷òî ïðîáëåìà ðàñ÷åòà òðàåêòîðèè, îáåñïå÷èâàþùåé
äîñòèæåíèå öåëè óïðàâëåíèÿ ñ ìèíèìàëüíûìè çàòðàòàìè òîïëèâà, ñäåëàëàñü óæå
â ñåðåäèíå ñîðîêîâûõ ãîäîâ îäíîé èç ñàìûõ àêòóàëüíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
òåîðèè äâèæåíèÿ ðàêåò. Ê ýòîé ïðîáëåìå áûëî ïðèâëå÷åíî âíèìàíèå áîëüøîãî
êîëè÷åñòâà ìàòåìàòèêîâ è èíæåíåðîâ, è â ðåçóëüòàòå âîçíèêëà íîâàÿ íàó÷íàÿ
äèñöèïëèíà - òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Â òåîðèè ðåãóëèðîâàíèÿ çàíèìàëèñü èçó÷åíèåì ñïîñîáîâ óïðàâëåíèÿ ñòàöèî-
íàðíûìè äâèæåíèÿìè íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Çàäà÷è äèíàìèêè
ðàêåò � ýòî ñóùåñòâåííî íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è. Âðåìÿ ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà
óïðàâëåíèÿ â íèõ ÷àñòî áûâàåò î÷åíü ìàëûì. Íàïðèìåð, âðåìÿ ãîðåíèÿ
ïîðîõîâîãî çàðÿäà ïåðâûõ áîåâûõ ðàêåò èñ÷èñëÿëîñü ñåêóíäàìè èëè äîëÿìè
ñåêóíä, è â òå÷åíèå ýòèõ ñåêóíä ðàçâèâàëñÿ âåñü ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ. Åñòåñòâåííî,
÷òî âñå òðàäèöèîííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ òåîðèè ðåãóëèðîâàíèÿ íå ñîîòâåòñòâîâàëè
íîâîé ðåàëüíîñòè. Ïîýòîìó ïðîáëåìà äèíàìèêè óïðàâëÿåìîãî ïîëåòà ðàêåò
âíà÷àëå ðàçâèâàëàñü âíå òåîðèè ðåãóëèðîâàíèÿ. Ñëèÿíèå ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ñ
òåîðèåé ðåãóëèðîâàíèÿ, êîòîðîå è ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ òåîðèè óïðàâëåíèÿ,
ïðîèçîøëî óæå ïîçäíåå - â ïÿòèäåñÿòûå ãîäû.

Ðàñ÷åò ðàêåòíûõ òðàåêòîðèé ïðåâðàòèëñÿ â ðàçâèòîå íàïðàâëåíèå
ñêëàäûâàþùåéñÿ òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Òàêèå çàäà÷è íîñèëè, êàê ïðàâèëî, âà-
ðèàöèîííûé õàðàêòåð. Ýòî áûëè ïðåæäå âñåãî çàäà÷è íà áûñòðîäåéñòâèå.

Âàðèàöèîííûå çàäà÷è, êîòîðûå âîçíèêëè â äèíàìèêå ðàêåò è òåîðèè
ðåãóëèðîâàíèÿ, îáëàäàëè îäíîé âàæíîé îñîáåííîñòüþ, êîòîðàÿ íå ïîçâîëÿëà
ñâîäèòü èõ ê êëàññè÷åñêèì çàäà÷àì âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è ïðèìåíÿòü çàòåì
ðàçâèòûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Õîòÿ êëàññè÷åñêèå çàäà÷è
âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ëåãêî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ òåîðèè óïðàâëåíèÿ,
òðóäíîñòü áûëà â äðóãîì. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå, åñëè èñïîëüçîâàòü ÿçûê
òåîðèè óïðàâëåíèÿ, îïåðèðîâàëî ñ óïðàâëÿþùèìè ôóíêöèÿìè u(t), íà êîòîðûå
ëèáî íå íàêëàäûâàëîñü íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, ëèáî èõ äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà
áûëè îòêðûòûìè. Â ðàêåòíîé äèíàìèêå è òåîðèè ðåãóëèðîâàíèÿ âîçíèêàëà
êà÷åñòâåííî íîâàÿ ïðîáëåìà - óïðàâëåíèÿ u(t), êàê ïðàâèëî, äîëæíû áûëè
ïðèíàäëåæàòü çàìêíóòûì ìíîæåñòâàì, ÷òî îòðàæàëî åñòåñòâåííûå òåõíè÷åñêèå
òðåáîâàíèÿ. Òÿãà äâèãàòåëÿ, óãîë ïîâîðîòà ðóëÿ è ïðåäåëû èçìåíåíèÿ äðóãèõ
óïðàâëÿþùèõ îðãàíîâ âñåãäà ïðèíöèïèàëüíî îãðàíè÷åíû. Ýòà îñîáåííîñòü
èñêëþ÷àëà âîçìîæíîñòü íåïîñðåäñòâåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ õîðîøî ðàçâèòûõ
ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è òðåáîâàëà ñîçäàíèÿ íåêîòîðîãî
ñïåöèàëüíîãî àïïàðàòà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ê íà÷àëó ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ öåëûé
ðÿä êîíêðåòíûõ çàäà÷ òàêîãî òèïà áûë óæå ðåøåí, åùå íå áûë âûðàáîòàí
åäèíîîáðàçíûé ïîäõîä ê èõ àíàëèçó. Äëÿ êàæäîé çàäà÷è ðàçâèâàëñÿ ñîáñòâåííûé
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ìåòîä. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óæå â íà÷àëå ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ ñòàëà
âîçíèêàòü íîâàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ ïîçäíåå ïîëó÷èëà íàçâàíèå òåîðèè îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ.

3.2. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ çàäà÷ ñ
íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

Âûäàþùàÿñÿ ðîëü â ðàçâèòèè òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðèíàäëåæèò
Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíó, êîòîðûé ñôîðìóëèðîâàë ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ïîçâîëÿþùèé ñ
ïîìîùüþ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñâåñòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ê
íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Ïîñëå ðàáîò Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà è åãî øêîëû â òåîðèè óïðàâëåíèÿ
ïðîèçîøëà îïðåäåëåííàÿ êàíîíèçàöèÿ ÿçûêà è ìåòîäîâ, è áëàãîäàðÿ ýòèì ðàáîòàì
îêîí÷àòåëüíî îôîðìèëàñü ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ. Íà áàçå îáùåãî
ÿçûêà è îáùåãî ôîðìàëèçìà ïðîèçîøëî îáúåäèíåíèå òåîðèè ðåãóëèðîâàíèÿ ñ
äðóãèìè íàïðàâëåíèÿìè, êîòîðûå çàíèìàëèñü èçó÷åíèåì çàäà÷ óïðàâëåíèÿ.

Óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ìîæíî òðàêòîâàòü êàê åñòåñòâåííîå ðàçâèòèå
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñâîéñòâà êîòîðûõ ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè èç òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñèñòåì, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ îáûêíîâåííûìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

x&  = f (x , u, t, ξ).                 (3-10)

Çäåñü:
 x - n-ìåðíûé ôàçîâûé âåêòîð;
 ξ - k-ìåðíûé (k ≤ n) âåêòîð âîçìóùåíèé (âíåøíèõ âîçäåéñòâèé), êîòîðûé

ìîæåò áûòü ñëó÷àéíûì ëèáî íåîïðåäåëåííûì;
u(t) - âåêòîð-ôóíêöèÿ ðàçìåðíîñòè m ≤ n íîñèò íàçâàíèå óïðàâëåíèÿ èëè

óïðàâëÿþùåãî âåêòîðà.
Ýòî �ñâîáîäíàÿ� âåêòîð-ôóíêöèÿ. Ñ ñèñòåìîé óïðàâëåíèÿ àññîöèèðîâàí

íåêîòîðûé ñóáúåêò, ñïîñîáíûé è èìåþùèé ïðàâî ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ, ò. å.
âûáèðàòü óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ôóíêöèåé:

- âðåìåíè (u=u(t));
- ôàçîâîãî âåêòîðà (u = u(õ);
- âîçìóùåíèÿ (u = u(x));
- èìåòü áîëåå îáùèé âèä (u = u (t, õ, x)).
Âåêòîð x(t) çàäàåòñÿ ñâîåé ïðèíàäëåæíîñòüþ ê íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó:

ξ(t)∈ G
ξ
 (t)      ∀ t.                        (3-11)

�Cóáúåêò� - ýòî îïåðèðóþùàÿ ñòîðîíà èëè èññëåäîâàòåëü. Â òåîðèè
óïðàâëåíèÿ, êîòîðàÿ èìååò äåëî è ñ òåõíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ñ ýòèì òåðìèíîì
ñâÿçûâàþò òàêæå è êîíñòðóêòîðà, êîòîðûé ïðîåêòèðóåò ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ.

Âî âñåõ òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âåêòîð óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ è âîçìóùåíèé, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè âåëè÷èíû èçâåñòíû èëè
ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíûìè ñóáúåêòó ê ìîìåíòó ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ. Ýòî ïðåä-
ïîëîæåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, òðåáóåò îïèñàíèÿ íåêîòîðîãî èíôîðìàöèîííîãî
ïðîöåññà. Âûáîð âåëè÷èíû è îáû÷íî ñòåñíåí êàêèìè-ëèáî îãðàíè÷åíèÿìè â
âèäå:

u ∈ G
u           ∀ t, x, ξ,                        (3-12)

ãäå G
u 
� íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíîãî âèäà.
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Íà èçìåíåíèå ôàçîâûõ êîîðäèíàò òàêæå ìîãóò áûòü íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ,
íàïðèìåð, òàêèå:

x ∈ G
x          ∀ t.                         (3-13)

Èíîãäà óñëîâèÿ  (3-12) è (3-13) íóæíî îáúåäèíÿòü:

(t, x, u) ∈ G
x u           ∀ t,                       (3-14)

èëè

(t, x, u, ξ) ∈ G
          ∀ t.                       (3-15)

Óñëîâèå (3-13) íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì îãðàíè÷åíèåì, óñëîâèÿ (3-14) è (3-15) -
ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Óñëîâèÿ ñìåøàííîãî òèïà ÷àñòî íàçûâàþòñÿ
îãðàíè÷åíèÿìè òèïà óçêèõ ìåñò. Ýòîò òåðìèí ïðèøåë èç ýêîíîìèêè; íàïðèìåð,
âûïóñê ïðîäóêòà íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ìîùíîñòè ïðåäïðèÿòèÿ, êîòîðàÿ, â ñâîþ
î÷åðåäü, çàâèñèò îò óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé - èñïîëüçîâàíèÿ ÷àñòè ïðîäóêòà
íà èíâåñòèöèè.

Ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà (3-10), ê êîòîðûì äîáàâëåíû îãðàíè÷åíèÿ
(ìíîæåñòâà) - G

x

, G
u

, G
x

,  áóäåì íàçûâàòü óïðàâëÿåìûìè ñèñòåìàìè.

 Óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ñîçäàþòñÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ òåõ èëè èíûõ öåëåé:
- ñàìîëåò, ÷òîáû ïåðåâîçèòü ëþäåé èëè ãðóçû;
- ðàêåòà - äëÿ âûâîäà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà íà çàäàííóþ îðáèòó;
- ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ôèðìîé - äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ëþäåé òîâàðàìè è ò. ä.
Öåëü óïðàâëåíèÿ - ýòî ñóáúåêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ëèöà, îòâåòñòâåííîãî

çà âûáîð óïðàâëåíèé (ñóáúåêòà ñèñòåìû), î òåõ ìîòèâàõ, êîòîðûìè ñëåäóåò
ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ïðè âûáîðå ñâîáîäíîé ôóíêöèè u.

Ôóíêöèÿ u (t,x, ξ) ïîñëå òîãî, êàê ìû åå âûáðàëè, ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçîâàííûì
îïèñàíèåì ñïîñîáîâ äîñòèæåíèÿ öåëè. Â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ýòà ôóíêöèÿ ÷àñòî
íàçûâàåòñÿ çàêîíîì óïðàâëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè
óïðàâëåíèÿ - îòûñêàíèå çàêîíà óïðàâëåíèÿ ïî çàäàííîé öåëè.

Öåëü óïðàâëåíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ìèíèìèçàöèè
íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà:

I(u)   = ∫
T

0
F(x, u, t)dt → min,                        (3-16)

ïðè óñëîâèÿõ:

x&  = f(x, u, t),                                             (3-17)

(x, u) ∈ G.                                                  (3-18)

Òîãäà çàäà÷à (3-16) � (3-18) áóäåò íàçûâàòüñÿ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ.

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.
Ââåäåì ñèñòåìó:

ϕ& = - 
x

H

∂
∂

 = ϕ (x, ϕ , u, t),                   (3-19)
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êîòîðàÿ ñîïðÿæåíà ñ ñèñòåìîé (3-17).
Â (3-19) H � ýòî ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà (ñì. ï.2.6.).
Ïðè

u(t)∈ G      ∀ t                                (3-20)

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ u(t) äîñòàâëÿëà ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (3-16) ïðè

óñëîâèÿõ (3-17)  è (3-21), íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíà äîñòàâëÿëà ìàêñèìóì ôóíêöèè
Ãàìèëüòîíà, ò. å., ÷òîáû îíà áûëà ðåøåíèåì çàäà÷è:

H(x, ϕ , u, t) → max.                  (3-21)

Ïðèìåð.
Çàäà÷à ìàêñèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèÿìè:

∂x
1
/dt = x

2   
è    ∂x

2
/dt = u.

Íóæíî îïðåäåëèòü óïðàâëåíèå u(t), êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò áûñòðåéøèé
ïåðåõîä ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ x

1
 = x

1
0;  x

2
 = x

2
0  â ñîñòîÿíèå x

1
 = 0; x

2
 = 0 ïðè

óñëîâèè | u | ≤ 1.
Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà áóäåò èìåòü âèä:

H = ϕ
1
 x

2 
 + ϕ

2
 u.

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó H, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ
íà êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé êðèâîé, ñîñòîÿùåé èç îòðåçêîâ u = 1, u = -1 è

âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò u = 1 ïðè   ϕ
2
 > 0 è u = -1  ïðè

ϕ
1
< 0.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé íàïèøåì óðàâíåíèÿ:

dϕ
1
/ dt = - ∂H/ ∂x

1 
= 0;

dϕ
2
/ dt = -  ∂H/ ∂x

2 
= -ϕ

1
,

îòêóäà

ϕ
1 
= C

1
;

ϕ
2  

= C
2
 - C

1
t.

Ñëåäîâàòåëüíî:

u =  sign (C
2
 - C

1
t).

Óïðàâëåíèå îäèí ðàç ìåíÿåò çíàê (sign � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ
èçìåíÿåò ñâîè çíà÷åíèÿ òîëüêî â äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ðàçðûâà).
Ïîñòîÿííûå C

1
 è C

2
 îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
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3.3. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è ïðèíöèï
îïòèìàëüíîñòè

Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå - ìåòîä îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûé íà
ïðèíöèïå îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà,  ïðèìåíÿåòñÿ â äâóõ íå èñêëþ÷àþùèõ äðóã
äðóãà íàïðàâëåíèÿõ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñ åãî ïîìîùüþ ðåøàþò çàäà÷è, ñâÿçàííûå
ñ íåïðåðûâíûìè ïðîöåññàìè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, è òîãäà îí ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îäèí èç ïðèåìîâ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ çàäà÷, íàðÿäó ñ ïðèíöèïîì
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Â ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îðãàíè÷åñêè
ïðèñóòñòâóåò ñïîñîá ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåïðåðûâíûõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷.
Äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èëè Ïîíòðÿãèíà, êàê ïðàâèëî,
ïðèõîäèòñÿ èñêàòü ïîäõîäÿùèé ÷èñëåííûé ìåòîä, à äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
íåïðåðûâíûõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
íåîáõîäèìî ëèøü çàìåíèòü íåïðåðûâíûé ïðîöåññ äèñêðåòíûì ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì ìàëûì èíòåðâàëîì äèñêðåòíîñòè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïîçâîëÿåò ðåøàòü
çàäà÷è, äèñêðåòíûå ïî ñàìîé ñâîåé ïðèðîäå, ò. å. íå ïðåîáðàçîâàííûå èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïðåðûâíûõ çàäà÷. Ýòà îñîáåííîñòü èìååò âàæíîå çíà÷åíèå
äëÿ ýêîíîìè÷åñêîé êèáåðíåòèêè, êîòîðàÿ èìååò äåëî ñ äèñêðåòíûìè ïðîöåññàìè
(íàïðèìåð, ñ äèñêðåòíûì êîëè÷åñòâîì ïðîäóêöèè), îïòèìèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ
àëãîðèòìîâ, ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ â ñåòÿõ, íà ãðàôàõ è ò.ï.

Êðîìå òîãî, ñëåäóåò îòìåòèòü òàêóþ âàæíóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êàê ðåøåíèå çàäà÷, ñâîäèìûõ ê ïðîáëåìå
îïòèìàëüíîãî ïåðåáîðà. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå â ýòîì ñëó÷àå
âûñòóïàåò êàê íåêîòîðûé îïòèìàëüíûé ìåòîä ïåðåáîðà âàðèàíòîâ.

Íà÷íåì èçëîæåíèå ñ ðåøåíèÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
íåïðåðûâíûõ çàäà÷ è ñðàâíèì åãî ñ ðåøåíèåì ïî êëàññè÷åñêîìó âàðèàöèîííîìó
èñ÷èñëåíèþ è ïðèíöèïó ìàêñèìóìà.

Â îñíîâå íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ëåæèò ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì
- îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ñîñòîèò èç ÷àñòåé-òðàåêòîðèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
îïòèìèçèðóåòñÿ ñîáñòâåííûì êðèòåðèåì-ôóíêöèîíàëîì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîíå÷íûõ è íà÷àëüíûõ òî÷åê.

Äîïóñòèì, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ó{õ}, îáðàùàþùóþ â ìèíèìóì
ôóíêöèîíàë:

I = 
a

b
∫  F(x, y, y�)dx,

ïðè óñëîâèè

y(a)=y
a
 ;       ó(b)=ó

b

Ðàññìîòðèì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ y
a
y

0
 y

b
 (ðèñ.

16). Ðàçäåëèì åå íà äâà ó÷àñòêà, îáîçíà÷åííûå öèôðàìè 1 è 2. Áóäåì äëÿ
ïðîñòîòû ïîêà ñ÷èòàòü, ÷òî ó

b
 ôèêñèðîâàí. Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè óòâåðæäàåò,

÷òî åñëè âñÿ òðàåêòîðèÿ îïòèìàëüíà, òî ó÷àñòîê 2 òîæå îïòèìàëåí. Ýòî çíà÷èò,
÷òî åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû åñòü y

0 
 ïðè õ = x

0
, òî íåçàâèñèìî îò òîãî,

ïî êàêîé òðàåêòîðèè ñèñòåìà ïðèøëà â ýòó òî÷êó, åå äàëüíåéøåå äâèæåíèå áóäåò
ïðîèñõîäèòü ïî ó÷àñòêó 2 (òàêàÿ íåçàâèñèìîñòü ïîñëåäóþùåãî äâèæåíèÿ îò
ïðåäûñòîðèè ÿâëÿåòñÿ òàêæå õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ñëó÷àéíûõ ìàðêîâñêèõ
ïðîöåññîâ áåç ïîñëåäåéñòâèÿ).
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Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ó÷àñòîê 2 íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, òî ñóùåñòâóåò äðóãîé
ó÷àñòîê 2' ñ íà÷àëîì â òî÷êå y

0
, íà êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà áóäåò ìåíüøå.

Íî òîãäà âìåñòî íà÷àëüíîé òðàåêòîðèè 1-2 ñóùåñòâóåò äðóãàÿ òðàåêòîðèÿ 1-2', ñ
ìåíüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèîíàëà. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ
î òîì, ÷òî òðàåêòîðèÿ 1-2 îïòèìàëüíà.

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ëþáîé ó÷àñòîê îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè åñòü
îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, ñ íåêîòîðîé òî÷êè çðåíèÿ íåâåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
çàäàíà òîëüêî íà÷àëüíàÿ òî÷êà y

0
, òî ó÷àñòîê 1 òðàåêòîðèè 1-2 ìîæåò è íå áûòü

îïòèìàëüíûì.
Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü òðåáóåòñÿ îïòèìàëüíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëèòü

òåìï áåãà ñïîðòñìåíà íà äèñòàíöèè îò y
a 
äî y

b
 òàê, ÷òîáû îí çà ìèíèìàëüíîå

âðåìÿ äîñòèã òî÷êè y
b
. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äèñòàíöèÿ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ, òî

òðåíåð áåãóíà âðÿä ëè äàñò åìó óêàçàíèå áåæàòü íà êàæäîì ó÷àñòêå êàê ìîæíî
áûñòðåå. Áåãóí äîëæåí îïòèìàëüíûì îáðàçîì ñîñòàâèòü ñâîé ãðàôèê áåãà èç
ðàñ÷åòà ïðîáåãà âñåãî ïóòè â öåëîì  çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ. Òàê, îí ìîæåò
âíà÷àëå áåæàòü íå â ïîëíóþ ñèëó, ÷òîáû îáåñïå÷èòü áóðíûé ôèíèø. Ñîâñåì
äðóãîå äåëî, åñëè áåãóíó çàäàäóò êîíå÷íóþ òî÷êó y

0
 è ñêàæóò, ÷òîáû îí íàèëó÷øèì

îáðàçîì ïðîáåæàë äèñòàíöèþ 1, ò.å. ïåðâûé ó÷àñòîê áóäåò îïòèìàëåí, êîãäà
ïîìèìî íà÷àëüíîé òî÷êè y

a
  çàäàíà åùå è êîíå÷íàÿ òî÷êà èíòåðâàëà ó

î
. Â ñâÿçè ñ

ýòèì öåëåñîîáðàçíî íàïîìíèòü, ÷òî îáû÷íàÿ ýêñòðåìàëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êàê áû åäèíóþ öåïü, êàæäîå çâåíî-ó÷àñòîê êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òàêæå ýêñòðåìàëüþ.
Ïî ñóùåñòâó,  ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè êëàññ ýêñòðåìàëåé, íà êîòîðûõ
äåéñòâèòåëüíî ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ìèíèìóì, ñóæàåòñÿ çà ñ÷åò òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû
êîíå÷íûé ó÷àñòîê áûë îïòèìàëåí.

Ýòî òðåáîâàíèå îïðåäåëÿåò ðàìêè ïðèìåíèìîñòè ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè.
Åñëè îíî íåñïðàâåäëèâî, òî ðåøàòü çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåëüçÿ.

×àñòî óäàåòñÿ ñâåñòè èñõîäíûé ïðîöåññ ê íîâîìó ïóòåì óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà
èçìåðåíèé ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, è äëÿ òàêîãî ïðîöåññà óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ. Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè ñïðàâåäëèâ è äëÿ äèñêðåòíûõ, è äëÿ
ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â îòäåëüíîñòè.
Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ñðàçó ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìåòîäà
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ - ôóíêöèîíàëüíîå è äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà.

Äëÿ âûâîäà ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà âåðíåìñÿ ê
ôóíêöèîíàëó:

    1

óñ                              óá

ó0

óîïò

ó3

ó1

ó2

2′

1 2

Ðèñ. 16. Ê ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà
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I = 
a

b
∫  F(x, y, y′)dx;   y(x)= c.

Ìèíèìóì åãî çàâèñèò îò à è ñ. Ââåäåì òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþ Áåëëìàíà:

S(a, c) = min
y

a

b
∫  F(x, y, y′)dx,          (3-22)

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà I ïðè
çàäàííûõ a è c.

Â ñèëó àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà ìîæåì íàïèñàòü:

                    
a

b
∫ = +

+
∫

+
∫

a

b

a

a

∆

∆

è, ïðèìåíèâ ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè, ïîëó÷èì:

S(a, c)=min
y[a a+L] 

[
a

a +
∫

∆
F(x, y, y�)dx + S(a + ∆ , c

1
)],            (3-23)

ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ó (õ), îïðåäåëåííûì íà ïðîìåæóòêå
èçìåíåíèÿ õ = [à, à + ∆ ], ïðè÷åì:

y(a)= c;     y(a + ∆ )=c
1.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ôîðìàëüíóþ çàïèñü ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè, ñîñòîÿùåãî â ïîýòàïíîì
îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Âíà÷àëå èùåòñÿ ìèíèìóì íà êîíå÷íîì
ó÷àñòêå 2, çàòåì íà âñåé òðàåêòîðèè 1-2.

Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äàåò ïî ñóùåñòâó ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìàëüíûõ çàäà÷ ÷èñëåííûì ìåòîäîì íà ÝÂÌ. Ýòî óðàâíåíèå
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà è âñå îñíîâíûå
ñîîòíîøåíèÿ êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Åñëè çàäàíî,  ÷òî   ó (à) = ñ,  òî   âûáîð ôóíêöèè ó (õ) íà èíòåðâàëå [à, à +

+ ∆ ]  ýêâèâàëåíòåí âûáîðó ó� (õ) íà èíòåðâàëå [à, à + ∆ ].  Åñëè ∆  ìàëî, à ó (õ)

íåïðåðûâíà, òî âûáîð ó�(õ) íà èíòåðâàëå [à, à + ∆ ] ýêâèâàëåíòåí âûáîðó ó′ (à).

Åñëè îòáðîñèòü ÷ëåíû ìàëîñòè âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ∆ , òî

íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

a

a +
∫

∆
F(x, y, y′)dx = F [ a,c

1, 
ó′ (à)] ∆ ;                   (3-24)

c
1 = 

ó(à)+ ó′ (à) ∆  = c + ó′ (à) ∆ .                         (3-25)
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Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå
v = ó′ (à)

è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (3-24)  è  (3-25) â   ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (3-
23), ïîëó÷àåì:

S (a, c) = min
v 
[F(a, c, v) ∆  + S(a + ∆ , c+v ∆ )].

Ðàçëîæèâ ôóíêöèþ S(a + ∆ , c+v ∆ ) â ðÿä Òåéëîðà:

S(a + ∆ , c+v ∆ )= S(a, c)+ ( ∂ S/ ∂ a) ∆  + (∂ S/ ∂ c) v ∆ +...,

â ïðåäåëå ïðè ∆ → 0 ïîëó÷èì íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

-∂ S/ ∂ a = min
v 
[F(a, c, v)+v ∂ S/ ∂ c].

Ýòî è åñòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà. Îíî ñïðàâåäëèâî
äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ a = õ, ïîýòîìó åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

- ∂ S/ ∂ x = min
v 
[F(x, c, v)+v∂ S/ ∂ c].

Åñëè ââåñòè âìåñòî õ âðåìÿ t, ñ çàìåíèòü íà õ è âûäåëèòü êîîðäèíàòó
óïðàâëåíèÿ u, êîòîðóþ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûì îáðàçîì, òî çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà:

I = 
t

T
∫ F(x, u, t)dt

ñâåäåòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ:

- ∂ S/ ∂ t = min
u 
[F(x, u, t)+ x′ ∂ S/ ∂ x].

Íàêîíåö, åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî êîîðäèíàò è óïðàâëåíèé (âåêòîðíîå
óïðàâëåíèå), òî çàäà÷à ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà ñâåäåòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

-∂ S(x, t)/ ∂ t  = min
u(t) 

[F(x(t), u(t), t)+(gradS)dx/dt],           (3-26)

ãäå

grad S = ( ∂ S/ ∂ x
1, 

... , ∂ S/ ∂ x
n
).

Åñëè ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ n äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî
ïîðÿäêà:

dx
i
/dt = f

i
 (x, u, t), i = 1, ... , n,

òî óðàâíåíèå (3-6) çàïèøåòñÿ â âèäå
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-∂ S/ ∂ t  = min
u 
[F(x, u, t)+(gradS)f].                         (3-27)

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàçíûì
íåëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Â íåì ïðèñóòñòâóåò îïåðàöèÿ
ìèíèìèçàöèè. Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ âèäà (3-27) ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî u:

S =min 
u
 
t

T
∫ F(x, u, t)dt.

Ïîñëå òîãî êàê ñäåëàí ïåðåáîð ïî âñåì u è âûáðàíî îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå,  ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3-27) íå çàâèñèò îò u. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî
âûâîä óðàâíåíèÿ (3-27) òðåáîâàë ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèè
S ïî âñåì ïåðåìåííûì t, x. Ìîæíî ïðèâåñòè ìíîãî ïðèìåðîâ, ãäå ýòà ôóíêöèÿ
íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé, à îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, êàê ïðàâèëî,
ñóùåñòâóåò. Íàïðèìåð, íà ëèíèÿõ ïåðåêëþ÷åíèÿ ôóíêöèÿ S âñåãäà
íåäèôôåðåíöèðóåìà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

dx
1
/dt = x

2
 ; dx

2
/dt = u.

Ðåøèâ èõ ïðè u = ± 1, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â âèäå

 x
1
 = ± 1/2(x

2
)2 + C

1
.

Ëèíèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè  C
1
 = 0. Ïóñòü íà÷àëüíàÿ òî÷êà x

0
 ëåæèò

âûøå ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ (ðèñ.17) è èìååò êîîðäèíàòû (à, b). Èç óñëîâèÿ
ïðîõîæäåíèÿ ïàðàáîëû ÷åðåç ýòó òî÷êó íàõîäèì:

C
1 
= a +1/2(b) 2.

õ2

Â

Ñ À

0

)b,a(õ~0 −−

õ0(à,b)

õ1

Ðèñ. 17. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè è ëèíèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ

Óðàâíåíèå ñàìîé ïàðàáîëû èìååò âèä:

x
1
 = -1/2(x

2
)2 + a +1/2(b) 2.                                           (3-28)
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ Ñ íåîáõîäèìî ðåøèòü ñîâìåñòíî
óðàâíåíèå (3-28) è óðàâíåíèå ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ:

x
1
 = -1/2(x

2
)2.                                            (3-29)

Âû÷èòàÿ óðàâíåíèå (3-29) èç (3-28), ïîëó÷àåì:

x
2 
= a + 1/2(b) 2

èëè

õ
2
 =± )b( 22/1a+ .

Äëÿ òî÷êè Ñ íàäî âçÿòü çíàê ìèíóñ, òîãäà:

õ
2C

 = - a b+ 1 2 2/ ( ) .

Ïðè äâèæåíèè îò òî÷êè x
0 
 äî òî÷êè Ñ  u = -1, ïîýòîìó õ

2
�
 
= -1. Èíòåãðèðóÿ ýòî

óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì:

õ
2C 

-
 
b = ∫

a

t0

 õ
2
� dt = ∫

a

t0

(-1)dt = t
0
 - a,                      (3-30)

ãäå a - ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íî ïðè äâèæåíèè îò òî÷êè Ñ äî
íà÷àëà êîîðäèíàò u = 1,  õ

2
� = 1 è

0 - õ
2C 

= - õ
2C 

= 

a

t1
∫  õ

2
� dt = 

a

t1
∫ dt = t

1
 � a.                    (3-31)

Âû÷èòàÿ èç óðàâíåíèÿ (3-31) óðàâíåíèå (3-30), ïîëó÷àåì:

b - 2 õ
2C 

= t
1 
-

 
t
0
.

Ýòî - ìèíèìàëüíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè:

S(x
0
) = b-2 õ

2C 
= b + 2 a b+ 1 2 2/ ( ) .                      (3-32)

Òàê æå ìîæíî âû÷èñëèòü ýòó ôóíêöèþ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà÷àëüíàÿ òî÷êà

ëåæèò íèæå ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ ~x (ðèñ. 17). Îäíàêî èç ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîìåíÿòü à íà  -à è b íà - b, òî îïòèìàëüíîå
âðåìÿ áóäåò òî æå ñàìîå. Ïîýòîìó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà x

0
 ëåæèò íèæå ëèíèè

ïåðåêëþ÷åíèÿ, òðàåêòîðèÿ:

S( ~x 0
) = -b + 2 − +a b1 2 2/ ( ) .                            (3-33)

Äëÿ x
0,
 ëåæàùèõ íà ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ (íèæå íà÷àëà êîîðäèíàò):

a = 1/2b2 >0,  b<0;

S(x
0
) = b+2 2b = b+2|b| =-|b|+2|b| = +|b| = -b,
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äëÿ òî÷åê x
0
, ëåæàùèõ âûøå íà÷àëà êîîðäèíàò,

a =-1/2 b2 >0,
S(x

0
) = -b,

ò. å. ôóíêöèÿ S íåïðåðûâíà âåçäå è èìååò âèä:

S(x
0
) = b+2 a b+ 1 2 2/ ( )           ïðè x

1 ≥  x
2
/2;

S(x
0
) =- b                                  ïðè x

1 
= x

2
/2;

S(x
0
) =- b+2 a b+ 1 2 2/ ( )         ïðè x

1  ≤   
x

2
/2.

Ïîêàæåì, ÷òî õîòÿ ýòà ôóíêöèÿ è íåïðåðûâíà, ó íåå íåò ïðîèçâîäíûõ ïî õ
íà ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ïóñòü òî÷êà Ñ ñ êîîðäèíàòàìè (a

0
, b

0
) (ðèñ. 18) ëåæèò íà

äóãå ÀÎ òàê, ÷òî à
0 =

(
 
b

0
) 2/2< 0 è b

0
 <0:

a b+ 1 2 2/ ( )  = 
0b 2 = | b

0
| = - b

0
.

Îïðåäåëèì ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè S, çàäàâàåìîé ôîðìóëîé (3-32):

∂ S/ ∂ a=1/ a b+ 1 2 2/ ( ) |
 C
= -1/ b

0
,

∂ S/ ∂ b=1+ b / a b+ 1 2 2/ ( ) |
 C
= 1 + b

0 
/- b

0 
=0.

Äëÿ ôîðìóëû (3-13):

∂ S/ ∂ a=-1/ − +a b1 2 2/ ( )  = - ∞ ,

            ∂ S/ ∂  b =-1 + b / − +a b1 2 2/ ( )  = -∞ .

Ðèñ. 18. Íåäåôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè íà ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ

Ñ (à0, b0)

0
a

s =
∂
∂

0b

1

a

s −=
∂
∂

−∞=
∂
∂

b

s

−∞=
∂
∂

a
s

Õ10

Õ2



60
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

Êàê âèäèì, ïðè ñìåùåíèè èç òî÷êè Ñ ââåðõ ∂ S/ ∂  b =0, ïðè ñìåùåíèè

âíèç ∂ S/ ∂  b = -∞ , ò, å. ïðîèçâîäíîé ∂ S/ ∂  b â òî÷êå Ñ íå ñóùåñòâóåò. Òàêæå

íå ñóùåñòâóåò â òî÷êå Ñ ïðîèçâîäíîé ∂ S/ ∂ a .

Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî íà ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò S íå
ñóùåñòâóåò. Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè ýòà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà. Òàê
êàê ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ  îáÿçàòåëüíî   ñîäåðæèò ó÷àñòîê ëèíèè  ïåðåêëþ÷åíèÿ,
òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ íåëüçÿ íàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
Áåëëìàíà, åñëè èñïîëüçîâàòü ðàññìîòðåííûé ðàíåå âûâîä ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé çàäà÷å îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, åñòü è îíà íàõîäèòñÿ
ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, íî ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ çäåñü íå ðàáîòàåò, ò.ê. íå âûïîëíÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î
ãëàäêîñòè ôóíêöèè Áåëëìàíà.

3.4.  Îïòèìèçàöèÿ äèñêðåòíûõ ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ìåòîäû ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ ïîìîùüþ
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ìåòîäû
ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷ äàþòñÿ  ïîä îáùåé èäååé îïòèìèçàöèè äèñêðåòíûõ
ïðîöåññîâ. Ïðè÷åì ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî îïòèìèçàöèÿ äèñêðåòíûõ âî âðåìåíè
ïðîöåññîâ, êîòîðûå åùå íàçûâàþòñÿ ìíîãîøàãîâûìè, ìíîãîýòàïíûìè èëè
ìíîãîñòóïåí÷àòûìè. Ïðîöåññû, äèñêðåòíûå ïî âåëè÷èíå (àìïëèòóäå), â êîòîðûõ
ïåðåìåííûå ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî äèñêðåòíûå, êâàíòîâàííûå (èíîãäà
öåëî÷èñëåííûå) çíà÷åíèÿ, çäåñü íå çàòðàãèâàþòñÿ. Èõ îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ
ïðåäìåòîì ðàññìîòðåíèÿ  öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ìåòîäû
öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÷àñòî òàêæå íàçûâàþò äèñêðåòíûìè).

Ïðèâåäåííûå çäåñü ìåòîäû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ îïòèìèçàöèè è
íåïðåðûâíûõ ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ, åñëè èõ ñâåñòè ê ìíîãîøàãîâîé (äèñêðåòíîé)
ìîäåëè. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ìîæåò, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, ìåíÿòü ñâîè
ñîñòîÿíèÿ íåçàâèñèìî îò âðåìåíè (íå áûòü äèíàìè÷åñêîé), îäíàêî ïðè
îïòèìèçàöèè åå ñâîäÿò ê ìíîãîøàãîâîìó äèíàìè÷åñêîìó ïðîöåññó. Îòñþäà è
âîçíèêëî íàçâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Âíà÷àëå íà ïðîñòåéøèõ ïðèìåðàõ, ñòàâøèõ òèïîâûìè, ðàññìîòðèì îñíîâíûå
èäåè è îñîáåííîñòè ìåòîäà äèñêðåòíîãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çàòåì
äàäèì îáùóþ åãî òåîðèþ íà îñíîâå îáùåé ìîäåëè ìíîãîøàãîâûõ ïðîöåññîâ,
ïîñëå ÷åãî èçëîæèì îáùóþ òåîðèþ äèñêðåòíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è äàäèì
ïðèìåð ðåøåíèÿ ñ åãî ïîìîùüþ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è.

Ñóùåñòâóþò äâà ñïîñîáà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Â ïåðâîì ñëó÷àå àïïðîêñèìèðóþò òî÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå, íàïðèìåð, ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì, âî âòîðîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþò
íåïðåðûâíûå ðåøåíèÿ äèñêðåòíûìè òî÷êàìè è ñîñòàâëÿþò òî÷íîå (ðàçíîñòíîå)
óðàâíåíèå äëÿ äèñêðåòíîãî ïðîöåññà. Ïåðâûé ñïîñîá, â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíÿåòñÿ
â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà è Ïîíòðÿãèíà, âòîðîé
òèïè÷åí äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ñîñòàâëÿåò åãî ñóùíîñòü. Â
ïðèíöèïå äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå òðåáóåòñÿ ñîñòàâëÿòü
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà. Íåïðåðûâíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ðåøàåòñÿ ðàçáèåíèåì íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ íà
äèñêðåòíûå ýòàïû, ò.å. âìåñòî íåïðåðûâíîãî ðàññìàòðèâàþò ïîýòàïíîå
óïðàâëåíèå ïóòåì ïîýòàïíîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëüíîãî
óðàâíåíèÿ. Íà êàæäîì ýòàïå, íà÷èíàÿ ñ êîíöà, äåëàþò ïåðåáîð îïòèìàëüíûõ
óïðàâëåíèé èç êëàññà äîïóñòèìûõ, ò. å. óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì, è
âûáèðàþò îïòèìàëüíîå, ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî èñõîäíûé
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íåïðåðûâíûé ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ äîëæåí äîïóñêàòü ðàçáèåíèå íà ýòàïû, äëÿ
êîòîðûõ áûë áû ïðèìåíèì ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà.

Åñëè ìîæíî íàïèñàòü êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè â âèäå èíòåãðàëüíîãî
ôóíêöèîíàëà, òî ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè âñåãäà ïðèìåíèì â ñèëó àääèòèâíîñòè
ôóíêöèîíàëà. Íî äèñêðåòíûå ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ â ïðèíöèïå ìîãóò áûòü è
òàêèìè, äëÿ êîòîðûõ êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå
ôóíêöèîíàëà, è òîãäà âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè òðåáóåò
ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

Íàïðèìåð, óïðàâëåíèå íà êàêîì-òî ýòàïå çàâèñèò îò óïðàâëåíèÿ íà ï
ïðåäûäóùèõ ýòàïàõ. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè ìîæíî
äîáèòüñÿ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (äîáàâëåíèåì
êîîðäèíàò). Ðàññìîòðèì îáùèé ïóòü ðåøåíèÿ íåïðåðûâíîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è
ìåòîäîì äèñêðåòíîãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò
ôóíêöèîíàë:

I = 
t

t

0

1
∫ F (x, u, t)dt,

ïðè óñëîâèè

dx/dt = f (x, u, t);

x(t
0
) = x

0.

Äëÿ ýòîãî çàìåíèì èíòåãðàë ñóììîé, à äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ðàçíîñòíûìè:

I
k
 (x)= 

i k

N

=

−
∑

1
 F (xi, ui, i ∆ ) ∆ ;

xi+1   = xi + f (xi, ui, i ∆ ),

ãäå
k ∆  = t

0;             
N ∆  = t

1
;

   xk = x0

è îáîçíà÷èì

S
k
 (x0)= min I

k
 (x)

    { xi }

(â ýòîé ôîðìóëå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì èíòåðâàëàì äëèíû ∆ ).
Ïðèìåíèâ ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè, ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ:

S
k
 (xk)= min{F(xi, ui, k ∆ ) ∆  + S

k+1 
[xk + f(xk, uk, k ∆ ) ∆ ]},

êîòîðîå ïîçâîëÿåò íà êàæäîì k-ì ýòàïå âûáèðàòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå,
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íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî (N - 1)-ãî ýòàïà. Ïîñëå òîãî êàê, íà÷èíàÿ ñ êîíöà, íà êàæäîì
ó÷àñòêå âûáðàíî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, íåîáõîäèìî äâèãàòüñÿ îò íà÷àëà â
êîíåö è ïîëó÷èòü íåïðåðûâíóþ òðàåêòîðèþ, ñîñòîÿùóþ èç îïòèìàëüíûõ êóñêîâ è
ñîåäèíÿþùóþ íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òî÷êè.

3.5. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ äèñêðåòíûõ
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷

3.5.1. Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè

Îïðåäåëèì êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó ïóíêòàìè À è Â, ñîåäèíåííûìè ñëîæíîé
ñåòüþ äîðîã (ðèñ. 19). Âäîëü êàæäîãî ó÷àñòêà äîðîãè ïðîñòàâëåíî âðåìÿ äâèæåíèÿ
ñ ó÷åòîì ïîêðûòèÿ äîðîãè è ðåëüåôà ìåñòíîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçîáüåì
âñå ðàññòîÿíèå ìåæäó À è Â íà ýòàïû. Âûáîð îïòèìàëüíîãî ïóòè íà÷íåì ñ êîíöà.
Íàéäåì êðàò÷àéøèå ïóòè, ñîåäèíÿþùèå ïóíêò Â ñ êàæäîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ
ëèíèè N - 1.

Ðèñ. 19. Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè    
Òàêèõ îïòèìàëüíûõ íà ïîñëåäíåì ó÷àñòêå ïóòåé òðè, îíè îòìå÷åíû òî÷êàìè

ñíèçó. Çàòåì ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåìó îò êîíöà ó÷àñòêó, îãðàíè÷åííîìó ïðÿìûìè
N - 2 è N - 1. Îòìåòèâ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äîðîã ñ ïðÿìîé N - 2 òðåóãîëüíèêàìè,
íàéäåì òàêèå ïóòè, ñîåäèíÿþùèå ýòè òî÷êè ñ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ íà ïðÿìîé N
- 1, êîòîðûå äàäóò ìèíèìàëüíûé ñóììàðíûé ïóòü íà ó÷àñòêàõ (N - 2, N - 1) è (N -
1, N). Ýòè îïòèìàëüíûå ïóòè îòìå÷åíû òî÷êàìè ñâåðõó.

Â êà÷åñòâå âòîðîé ÷àñòè ïóòè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îïòèìàëüíûå ïóòè,
íàéäåííûå íà ïîñëåäíåì ó÷àñòêå.

Çäåñü ïî ñóùåñòâó äëÿ ñëåäóþùåãî îò íà÷àëà ó÷àñòêà èñïîëüçóåòñÿ
ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå:

S
N-2 

= min [g
 N-2  

+ S
N-1

 ].

Ïîñëå N-2 ïåðåõîäèì ê ïåðâîìó ýòàïó (ñì. ðèñ.19), êîòîðûé ñîäåðæèò
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íà÷àëüíûé ïóíêò À. Äëÿ ýòîãî ýòàïà íåîáõîäèìî ñîåäèíèòü À ñ òî÷êàìè
ïåðåñå÷åíèÿ äîðîã ñ ïðÿìîé N - 2 è âûáðàòü îïòèìàëüíûé ïóòü îò êàæäîé èç
ýòèõ òî÷åê. Çàòåì, äåëàÿ ïåðåáîð ïî ýòèì îïòèìàëüíûì ïóòÿì è îïòèìàëüíûì
ïóòÿì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íà ïðÿìîé N - 2 ñ òî÷êîé Â, à çàòåì,
ñðàâíèâàÿ ñóììàðíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî íèì äî òî÷êè À, âûáèðàåì íàèëó÷øèé.

Òàêèì áóäåò ïóòü, âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî êîòîðîìó ðàâíî 18, ñîåäèíÿþùèé À è
Â è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç íèæíþþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé N-2 è ñðåäíþþ òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ N-1, ïðè÷åì ïåðåáèðàþòñÿ íå âñå ïóòè, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ íà ïðÿìîé N - 2 ñ òî÷êîé B, à òîëüêî îïòèìàëüíûå, óæå îòîáðàííûå
íà ïðåäûäóùåì ýòàïå ðàñ÷åòà. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ âûèãðûø, êîòîðûé äàåò
äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Ðåàëüíî ýòàïîâ N ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ñîòåí
è äàæå òûñÿ÷. Ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ïóòåé ñ îïòèìàëüíûì (îäèíàêîâûì)
âðåìåíåì.

Cóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà óñïåõ ðåøåíèÿ îêàçûâàåò âûáîð äëèíû ýòàïà:
åñëè åå âûáðàòü òàêîé ìàëîé, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íà äâóõ ñîñåäíèõ ïðÿìûõ
ñîåäèíÿòñÿ îäíèì ïóòåì, òî íèêàêîãî âûèãðûøà ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ êàê ìåòîä ïîýòàïíîãî ïåðåáîðà íå äàñò ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïðÿìûì ïåðåáîðîì.

Ïðè âûáîðå ñëèøêîì áîëüøîé äëèíû ýòàïà î÷åíü ìíîãî ïóòåé ñîåäèíÿò
êàæäóþ ïàðó òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, è ýòè ïóòè ïðèäåòñÿ äîëãî ïåðåáèðàòü. Òî÷íûõ
ðåêîìåíäàöèé äëÿ âûáîðà äëèíû ýòàïà íåò. Ìîæíî òîëüêî ðåêîìåíäîâàòü, ÷òîáû
ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, áûëî íå ìåíåå 3-5, íî íå áîëåå 8
- 10. Òîãäà ïîýòàïíûé ïåðåáîð áóäåò ïðîùå ïðÿìîãî.

Íà êàæäîì ýòàïå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïî äâà ïåðåáîðà:
1) äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî äâå òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ (ïåðåáîð âñåõ ïóòåé, èõ ñîåäèíÿþùèõ);
2) äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ïóòè, ñîñòîÿùåãî èç

îïòèìàëüíûõ  ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ïðÿìûõ
äàííîãî èíòåðâàëà, è îïòèìàëüíûõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ ïðàâûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ñ êîíå÷íîé.

Áîëüøèíñòâî íåïðåðûâíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè äîïóñêàåò èíòåðïðåòàöèþ â
âèäå ìîäåëè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 20. Â n-ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
(äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì n = 2) çàäàíû äâå òî÷êè: íà÷àëüíàÿ x

0
 è êîíå÷íàÿ õ

T
.

Òðåáóåòñÿ ñîåäèíèòü èõ êðèâîé, îïòèìàëüíîé â çàäàííîì ñìûñëå. Äèñêðåòíîé
ñåòè äîðîã íåò, íî çàäà÷à äîïóñêàåò èíòåðïðåòàöèþ, àíàëîãè÷íóþ çàäà÷å ñ
äîðîãàìè. Íà âîçìîæíûå ïóòè íàëîæåíû íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ, íàïðèìåð,  ïî
óãëó íàêëîíà òðàåêòîðèè, èäóùåé èç çàäàííîé òî÷êè. Äîïóñòèì, ðàçðåøàåòñÿ
äâèãàòüñÿ ïîä óãëîì, íå âûõîäÿùèì èç èíòåðâàëà ± 45 ãðàäóñîâ ê ãîðèçîíòàëüíîìó

ÕòÕ0

N-2         N-1           N

Ðèñ. 20. Ñâåäåíèå íåïðåðûâíîé çàäà÷è ê äèñêðåòíîé
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íàïðàâëåíèþ. Ýòîò äèàïàçîí êâàíòóþò, ò.å. ðàçðåøàåòñÿ äâèãàòüñÿ íå â ëþáîì, à
â îäíîì èç 5-10 äèñêðåòíûõ íàïðàâëåíèé âíóòðè äîïóñòèìîãî äèàïàçîíà.
Î÷åâèäíî, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò ðåøàòüñÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàê æå êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

3.5.2. Çàäà÷à î êðèòè÷åñêîì ïóòè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷à ñëåäóþùàÿ. Çàäàåòñÿ ãðàô, íàçûâàåìûé òðàíñïîðòíîé
ñåòüþ, êàæäîé äóãå êîòîðîãî õ

i  
, x

j
 (èëè õ, ó) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà �

äëèíà äóãè à (õ
i  
, x

j
) ≥  0. Òðåáóåòñÿ íàéòè êðàò÷àéøèé ïóòü èç èñòîêà õ

0
 â ñòîê z. Â

êà÷åñòâå äëèíû ïóòè ìîãóò ôèãóðèðîâàòü äëèíà äîðîãè, êîëè÷åñòâî áåíçèíà,
ðàñõîäóåìîå ïðè äâèæåíèè ïî äàííîìó ó÷àñòêó, ñòîèìîñòü ïðîåçäà ïî äàííîìó
ó÷àñòêó è ò. ï.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïóòè ÷àñòî âîçíèêàåò â ñåòåâîì
ïëàíèðîâàíèè è óïðàâëåíèè. Ëþáàÿ ñëîæíàÿ êîìïëåêñíàÿ ðàáîòà èçîáðàæàåòñÿ
â âèäå ìîäåëè - ñåòåâîãî ãðàôèêà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ
òðàíñïîðòíóþ ñåòü. Íà÷àëüíàÿ òî÷êà õ

0
 ýòîé ñåòè ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó, êîíå÷íàÿ

òî÷êà z - îêîí÷àíèþ êîìïëåêñíûõ ðàáîò (ðèñ. 21). Êàæäàÿ îòäåëüíàÿ (÷àñòíàÿ)
ðàáîòà êîìïëåêñà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå â âèäå äóãè, íà÷àëüíàÿ âåðøèíà êîòîðîé
ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó ðàáîòû, à êîíå÷íàÿ âåðøèíà - êîíöó.

Ðèñ. 21. Ñåòåâîé ãðàôèê

6
9

10

3

7

6 x3
x4

x2x1

z

x0

          xi        tij                      xj

Êàæäîé äóãå (õ
i 
, x

j
) ñîîòâåòñòâóåò âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû t

ij 
, êàæäîé

âåðøèíå õ
i 
- âðåìÿ íàñòóïëåíèÿ äàííîãî ñîáûòèÿ t

i
 [íà÷àëà ðàáîòû, èçîáðàæåííîé

äóãîé (õ
i 
, x

j
)]. Íà ðèñ. 21 ïîêàçàí ñåòåâîé ãðàôèê, ñîñòîÿùèé èç âîñüìè ðàáîò.

Åñëè êîìïëåêñ ðàáîò ñîñòîèò â ïîñòðîéêå æèëîãî äîìà, òî îòäåëüíûìè ðàáîòàìè
ìîãóò áûòü ðûòüå êîòëîâàíà,   âîçâåäåíèå ôóíäàìåíòà, ïîäâîäêà êîììóíèêàöèé,
è ò. ä.

Öèôðû îêîëî êàæäîé äóãè îçíà÷àþò âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîé ðàáîòû (â
äíÿõ). Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé ïóòü èç íà÷àëüíîé òî÷êè â êîíå÷íóþ, âäîëü êîòîðîãî
ñóììàðíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîò áûëî áû ìàêñèìàëüíûì. Îí íàçûâàåòñÿ
êðèòè÷åñêèì. Êðèòè÷åñêèõ ïóòåé ìîæåò áûòü íåñêîëüêî. Òîãäà äëÿ ñîêðàùåíèÿ
âðåìåíè âûïîëíåíèÿ êîìïëåêñà ðàáîò íåîáõîäèìî óìåíüøèòü âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
ðàáîò, âõîäÿùèõ â êðèòè÷åñêèå ïóòè. Åñëè ââåñòè â ðàññìîòðåíèå åùå è ñòîèìîñòè
âûïîëíåíèÿ ðàáîò, òî â äàííîì êðèòè÷åñêîì ïóòè ñëåäóåò ñîêðàùàòü òå ðàáîòû,
êîòîðûå îáëàäàþò íàèìåíüøèì óâåëè÷åíèåì ñòîèìîñòè ïðè ñîêðàùåíèè
âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ðàáîò, ò. å., åñëè îáîçíà÷èòü çàâèñèìîñòü ñòîèìîñòè
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âûïîëíåíèÿ ðàáîòû îò âðåìåíè ÷åðåç ñ
ij
 = f

ij
(t

ij
), òî ñîêðàùàòü ñëåäóåò òó ðàáîòó

êðèòè÷åñêîãî ïóòè, äëÿ êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ:

d [ f
ij
(t

ij
)]/ d t

ij

áóäåò ìàêñèìàëüíîé. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè îäíîãî êðèòè÷åñêîãî ïóòè
ìîæåò ïîÿâèòüñÿ äðóãîé êðèòè÷åñêèé ïóòü.

Èçâåñòíî ìíîãî àëãîðèòìîâ äëÿ îòûñêàíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïóòè â ñåòåâîì
ãðàôèêå. Çäåñü áóäåò ðàññìîòðåí òîëüêî àëãîðèòì Áåëëìàíà - Êàëàáà. Îí îñíîâàí
íà ïðèíöèïå îïòèìàëüíîñòè è èñïîëüçóåò ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà.
Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè  â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê - ëþáîé
ìàêñèìàëüíûé (êðèòè÷åñêèé) ïóòü, ñîäåðæàùèé íå áîëåå r äóã, îáðàçîâàí ÷àñòè÷íûìè
ïóòÿìè, ñîäåðæàùèìè íå áîëåå k (k ≤ r) äóã, êîòîðûå (ïóòè) òàêæå ìàêñèìàëüíû.

Äëÿ âñÿêîé äóãè, íå ïðèíàäëåæàùåé íàøåé ñåòè, ò. å. (õ
i 
, x

j
) ∉ U, ïîëîæèì

t
ii
 = 0 è t

ij 
= -∞  

. Òîãäà çàäà÷à áóäåò ñîñòîÿòü â îòûñêàíèè ïóòè:

γ
i = 

[E
1
, 

 
E

i1 
. . ., E

ik
, E

n 
],

äëÿ êîòîðîãî ñóììà:

t
1i1 

+ t
i1i2 

+ ... + t
ikn

äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Çäåñü E
i
, � ñîáûòèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì

ñåòè (ìîìåíòàì íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ ðàáîò); t
ij 
� âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû,

êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ñîáûòèåì Å
i
, è çàêàí÷èâàåòñÿ ñîáûòèåì Å

j
.

Ñîñòàâèì ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà:

v
i 
= max (t

ij 
+ v

j 
), i = 1, 2, ..., n-1;  j = 1, 2, ..., n;

 v
n 
= 0,

ãäå âåëè÷èíû v
i
 (i = 1,2, ...,n - 1) ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè âðåìåíàìè ÷àñòè÷íûõ

ïóòåé îò i-é äî êîíå÷íîé âåðøèíû. Âû÷èñëåíèÿ íà÷íåì ñ êîíöà, ïîëàãàÿ:

v
i
1
 
= t

in                                                     
i = 1, 2, ..., n-1;

          v
n
1
 
= t

nn 
= 0.

 Äàëåå, íà âòîðîì øàãå:

v
i
2
 
= max (t

ij 
+ v

j
1
 
)
            

i = 1, 2, ..., n-1;        j = 1, 2, ..., n.       (3-34)

Âåëè÷èíà v
i
1 ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè íà ïóòÿõ,

ñîñòîÿùèõ èç îäíîé äóãè, êîòîðûå çàêàí÷èâàþòñÿ â êîíå÷íîé âåðøèíå.
Ñîîòíîøåíèÿ (3-34) ïîçâîëÿþò âûáðàòü ìàêñèìàëüíûé ïóòü, ñîñòîÿùèé èç äâóõ
äóã (êîòîðûå çàêàí÷èâàþòñÿ â êîíå÷íîé òî÷êå). Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ
âûïîëíèì â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé:

v
i
k
 
= max (t

ij 
+ v

j
k-1

 
)

            
i = 1, 2, ..., n-1;        j = 1, 2, ..., n;  k>1.     (3-35)

v
n
k
 
= 0,

t
ij 
= 0.
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Âû÷èñëåíèÿ áóäóò çàêîí÷åíû, êîãäà

v
i
k
 
= v

i
k-1                                                   i = 1, 2, ..., n.

Âåëè÷èíû v
i
k ñîñòàâëÿþò âðåìåíà îòäåëüíûõ êðèòè÷åñêèõ ïóòåé, âõîäÿùèõ

â îáùåå âðåìÿ t
êð
 êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òðåáóåòñÿ âñåãî n - 2 èòåðàöèè âèäà (3-34), ãäå n -
÷èñëî âåðøèí ñåòè. Âåëè÷èíû v

i
k ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè Áåëëìàíà S äëÿ

k-ãî ýòàïà.

3.5.3. Çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ

Ðàññìîòðèì òèïè÷íóþ äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàäà÷ó
ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. Äîïóñòèì, èìååòñÿ â íàëè÷èè ó ñðåäñòâ è ÷åòûðå ôèðìû,
â êîòîðûå ýòè ñðåäñòâà íåîáõîäèìî âëîæèòü îïòèìàëüíûì îáðàçîì. Àíàëèòè÷åñêè,
ãðàôè÷åñêè èëè â âèäå òàáëèö äîëæíû áûòü çàäàíû ôóíêöèè ïðèáûëè g

1
(ó)- g

4
(y) â çàâèñèìîñòè îò âëîæåíèé â êàæäóþ ôèðìó. Çàäàäèì èõ ñ ïîìîùüþ òàáë. 2.

Òàáëèöà 2

Èíâåñòè-
öèè ó

g1(y) g2(y) g3(y) g4(y)

0 0 0 0 0
1 0,20 0,15 0,10 0,22
2 0,25 0,30 0,30 0,40
3 0,40 0,45 0,55 0,50
4 0,60 0,60 0,70 0,60

Òðåáóåòñÿ îïòèìàëüíûì ñïîñîáîì ðàñïðåäåëèòü èñõîäíûå ñðåäñòâà,  ÷òîáû
ñóììàðíûé äîõîä:

I(y) = 
k =

∑
1

4
 g

k
(u

k
);                     

k =
∑

1

4
 u

k
 = y       (3-36)

áûë ìàêñèìàëåí. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäñòâà ïðåäñòàâëåíû
öåëûìè åäèíèöàìè (ìèëëèîíàìè ðóáëåé). Ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ
ïðèíöèïèàëüíûì äëÿ äàííîé çàäà÷è è íå îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ
öåëî÷èñëåííîé. Îáîçíà÷èì îïòèìàëüíóþ ïðèáûëü ïðè ñóììàðíîì âëîæåíèè  ó
ïî  îäíîé   ôèðìå   ÷åðåç   Ô

1
(ó) = S

1
 (ó), ïî äâóì - Ô

12
 (ó)= S

2
 (ó), ïî òðåì Ô

123

= S
3
(ó),   ïî ÷åòûðåì - Ô

1234
 = S

4
 (ó).

Ýòî è áóäóò ôóíêöèè Áåëëìàíà äëÿ ðàçíûõ ýòàïîâ. Îêàçûâàåòñÿ,
ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ êàê ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òîæå
ìîæíî ðàçäåëèòü íà ýòàïû, õîòÿ çäåñü íåò íèêàêîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà âî
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âðåìåíè. Óñëîâíî ââîäèòñÿ ïåðâûé ýòàï, íàçûâàåìûé èíîãäà íóëåâûì, íà êîòîðîì
âñå ñðåäñòâà âêëàäûâàþòñÿ â îäíó ôèðìó, íàïðèìåð â ïåðâóþ.

Íà âòîðîì ýòàïå âûáèðàåòñÿ îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìåæäó äâóìÿ
ëþáûìè ôèðìàìè, íàïðèìåð ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé, ïðè÷åì, òàê êàê ðåçóëüòàòû
îïòèìàëüíîãî ïåðåáîðà íà ïåðâîì ýòàïå ñîãëàñíî ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ
Áåëëìàíà áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íà ïîñëåäóþùèõ ýòàïàõ, òî îïòèìàëüíûé ïåðåáîð
íà âòîðîì ýòàïå ñëåäóåò äåëàòü äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé èñõîäíîãî êàïèòàëà ó. Â
ðåçóëüòàòå ïðîõîæäåíèÿ âòîðîãî ýòàïà ñîñòàâëÿåòñÿ òàáë. 3 îïòèìàëüíûõ
ðàñïðåäåëåíèé ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé ôèðìàìè.

Òàáëèöà 3

Èíâåñòè-
öèè y

g1(y) g2(y) Ô12(y) Îïòèìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ðåñóðñîâ (èí-
âåñòèöèè â1 è 2 ôèð-

ìû)

0 0 0 0 (0,0)
1 0,20 0,15 0,20 (1,0)
2 0,35 0,30 0,35 (1,1)
3 0,40 0,45 0,50 (1,2)
4 0,60 0,55 0,65 (1,3)

gi

  
  

  
  

  
  

 0
,5

  
  

  
  

 1
,0

              5                10             ó

1

2

3

4

Ðèñ. 22. Ã ðàôèêè ê çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìûõ ïðèáûëåé èñïîëüçóåòñÿ òàáëèöà èëè
ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè (ðèñ. 22). Ïîñëå ñîñòàâëåíèÿ òàáë. 3 ïåðåõîäÿò ê
òðåòüåìó ýòàïó è îïðåäåëÿþò îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìåæäó ïåðâîé, âòîðîé
è òðåòüåé ôèðìàìè, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïåðâîãî ýòàïà. Ïðè ýòîì ñîñòàâëÿåòñÿ
òàáë. 4 îïòèìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé èñõîäíîãî êàïèòàëà.
Íàêîíåö, ïåðåõîäÿò ê ïîñëåäíåìó, ÷åòâåðòîìó ýòàïó è ñîñòàâëÿþò òàáë. 5
îïòèìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïî ÷åòûðåì ôèðìàì.
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Òàáëèöà 4

Èíâåñòè-
öèè y

Ô12(y) g3(y) Ô123(y) Ðåñóðñû,

ðàñïðåäå-
ëåííûå ïî

ôèðìàì 1,2

Ðåñóðñû,

ðàñïðåäå-
ëåííûå ïî

ôèðìàì
1,2,3

0 0 0 0 (0,0) (0,0,0)
1 0,20 0,10 0,20 (1,0) (1,0,0)
2 0,35 0,30 0,35 (1,1) (1,1,0)
3 0,50 0,55 0,55 (1,2) (0,0,3)
4 0,65 0,70 0,75 (1,3) (1,0,3)

Òàáëèöà 5

Èíâåñòè-
öèè y

Ô123(y) g4(y) Ô1234(y) Ðåñóðñû,
ðàñïðåäåëåí-
íûå ïî ôèð-

ìàì 1,2,3

Ðåñóðñû, ðàñ-
ïðåäåëåííûå

ïî ôèðìàì
1,2,3,4

0 0 0 0 (0,0,0) (0,0,0,0)
1 0,20 0,22 0,22 (1,0,0) (0,0,0,1)
2 0,35 0,40 0,42 (1,1,0) (1,0,0,1)
3 0,55 0,50 0,60 (0,0,3) (1,0,0,2)
4 0,60 0,60 0,77 (1,0,3) (0,0,3,1)

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ òàáëèö èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

S
0
 (y) = g

1
(y);

Ô
12

(y) = S
2
 (y) = max [g

2
(y-u

2
) + g

1
(u

2
)];

0 ≤  u
2
 ≤ y

Ô
123

(y) = S
3
 (y) = max [g

3
(y-u

3
) + Ô

12
(u

3
)];

0 ≤  u
3
 ≤ y

Ô
1234

(y) = S
4
 (y) = max [g

4
(y-u

4
) + Ô

123
(u

4
)];

0 ≤  u
4
 ≤ y,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå
Áåëëìàíà, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå äëÿ k ôèðì çàïèøåòñÿ â âèäå:

 S
k
 (y) = max [g

k
(y - u

k
) + S

k-1
(u

k
)].

        0 ≤  u
k
 ≤ y
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u3 g3(u3) S2(3-u3) g3(u3)+ S2(3-u3)
0 0 0,50 0,50
1 0,10 0,35 0,45
2 0,30 0,20 0,50
3 0,55 0 0,55

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ïîëèòèêè íà êàæäîì ýòàïå ïðèõîäèòñÿ
êîìáèíèðîâàòü çíà÷åíèÿ èç òðåòüåãî ñòîëáöà ñî çíà÷åíèåì èç âòîðîãî ñòîëáöà
è îïðåäåëÿòü ìàêñèìàëüíóþ ñóììó â êàæäîé òàáëèöå. Òàê, äëÿ îïðåäåëåíèÿ
îïòèìàëüíîé ïîëèòèêè íà òðåòüåì ýòàïå ïðè èíâåñòèöèè ó = 3 íåîáõîäèìî ïðè
ïðÿìîì ïåðåáîðå ñðàâíèòü ñëåäóþùèå ñåìü ïîëèòèê: (3, 0, 0), (2, 1, 0), (1, 1, 1),
(0, 2, 1), (0, 1, 2), (0, 0, 3), (0, 1, 2). Ýòîò ïåðåáîð ìîæíî ñîêðàòèòü, ò. å. äîñòàòî÷íî
âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ äâóõ ôóíêöèé S

2
 è g

3
 äëÿ ÷åòûðåõ çíà÷åíèé u

3
.

Òàáëèöà 6

Èç òàáë. 6 ñëåäóåò, ÷òî íàèëó÷øåé ïîëèòèêîé íà òðåòüåì ýòàïå áóäåò u
3
 = 3

è S
2
(0). Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåãî ñòîëáöà òàáë. 3 èëè 4 ïîëó÷èì äëÿ S

2
(0)  u

1
 = 0, u

2
= 0. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî îïòèìàëüíîé ïîëèòèêîé íà òðåòüåì ýòàïå ïðè ó = 3
áóäåò (0, 0, 3), ÷òî è çàíåñåíî â ïîñëåäíèé ñòîëáåö òàáë. 4.

Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè è ôóíêöèîíàëüíîìó
óðàâíåíèþ Áåëëìàíà âìåñòî ñðàâíåíèÿ ñóììàðíûõ äîõîäîâ âîñüìè âàðèàíòîâ
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòðåáîâàëîñü ñðàâíåíèå òîëüêî ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ (òàáë. 6).

Äëÿ ñðàâíåíèÿ â òàáë. 4 è 5 â ïðåäïîñëåäíèõ ñòîëáöàõ ïðèâåäåíû
îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ïðåäûäóùèõ ýòàïîâ.

Áëàãîäàðÿ òàêîìó ïîýòàïíîìó ïåðåáîðó ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåòñÿ
òðóäîåìêîñòü. Åñëè æå ðàñïðåäåëÿòü ñðåäñòâà ñðàçó ìåæäó ÷åòûðüìÿ ôèðìàìè:

(5, 0, 0, 0), (4, 1, 0, 0), (4, 0, 1,0), (4, 0, 0; 1), (3, I, 1, 0), (3 0, 1, 1), (3, 2, 0, 0), (3,
0, 2, 0), (3, 0, 0, 2), (2, 1, 1, 1), (2, 2 0, 1), (2, 2, 1, 0), (2, 0, 2, 1) è ò. ä., òî âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü ïåðåáîðà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âàðèàíòîâ.

Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà àññèãíîâàíèé è ôèðì îáúåì ïåðåáîðà èíòåíñèâíî
âîçðàñòàåò. Òàê, äëÿ k= 4 ïðè ó = 10 ÷èñëî âàðèàíòîâ ñîñòàâèò 286, ïðè ó > 10 ýòî
÷èñëî ðàâíî 1001. Äëÿ k ÷èñëà ôèðì ïðîöåññ îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåñóðñîâ ðàñïàäàåòñÿ íà k - 1 ýòàïîâ.

Íà ïðèìåðå çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ïðîäåìîíñòðèðîâàíà
ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ïðîöåññîâ, íå
ðàçâèâàþùèõñÿ âî âðåìåíè. Ïðîöåññ èñêóññòâåííî ðàçâîðà÷èâàåòñÿ âî âðåìåíè.
Â ýòîì ñìûñë äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ êàê îïòèìàëüíîãî ìåòîäà
ïåðåáîðà, êàê ìåòîäà ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ïåðåáîðà.

Â ýòîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Áåëëìàíà S
k-1 

íà
(k-1)-ì øàãå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, òàê êàê äëÿ ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî
óðàâíåíèÿ íà k-ì øàãå òðåáóåòñÿ ïåðåáðàòü âñå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ýòîé
ôóíêöèè. Ñîîòâåòñòâåííî íà êàæäîì øàãå, êàê ïðàâèëî, âû÷èñëÿåòñÿ ïîëíàÿ
òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà. Ïîøàãîâàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèé â äàííîé
çàäà÷å îêàçàëàñü âîçìîæíîé áëàãîäàðÿ çàâèñèìîñòè äîõîäà â êàæäîé ôèðìå
òîëüêî îò âëîæåíèÿ â äàííóþ ôèðìó è íåçàâèñèìîñòè îò âêëàäà â äðóãèå ôèðìû,
âçÿòûå ïî îòäåëüíîñòè è â ñóììå. Ýòî ñâîéñòâî îáåñïå÷èëî âûïîëíåíèå ïðèíöèïà
îïòèìàëüíîñòè  äëÿ äèñêðåòíûõ ìíîãîøàãîâûõ ïðîöåññîâ.
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3.5.4. Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à

Tðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó. Èìåþòñÿ m ñêëàäîâ
ðåñóðñîâ è n ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ (m èñòîêîâ è n ñòîêîâ). Äëÿ ïðîñòîòû
ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ îäíèì ðåñóðñîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç à

i
 çàïàñû ðåñóðñîâ íà

i-ì ñêëàäå (i = 1, 2, ..., m), b
j
 êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, îæèäàåìîå â j-ì ïóíêòå

ïîòðåáëåíèÿ (j = 1, 2, .... n). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóììàðíûé çàïàñ ðàâåí
ñóììàðíîìó ñïðîñó:

i

m

=
∑

1
 à

i  
= 

j

n

=
∑

1
 b

j
.                             

   
(3-37)

Çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü è áåç ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ, ñ÷èòàÿ, ÷òî ñóììàðíûå
çàïàñû ïðåâûøàþò ñóììàðíûå çàïðîñû. Îäíàêî äëÿ ïðîñòîòû äàäèì ðåøåíèå
ïðè óñëîâèè (3-37). ×åðåç x

ij
 îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, ïåðåâîçèìîå ñ i-ãî

ñêëàäà íà j-é ïóíêò ïîòðåáëåíèÿ. Ñòîèìîñòü òàêîé ïåðåâîçêè îïðåäåëÿåòñÿ
ôóíêöèåé g

ij
(õ

ij
), êîòîðàÿ ìîæåò çàäàâàòüñÿ àíàëèòè÷åñêè, ãðàôè÷åñêè èëè ñ

ïîìîùüþ òàáëèö. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íåëüçÿ ïåðåâîçèòü ðåñóðñû ÷åðåç ïåðåâàëî÷íûå
ïóíêòû, ò. å. ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

x
ij
 ≥ 0;      

i

m

=
∑

1
 x

ij  
= b

j
; 

j

n

=
∑

1
 x

ij  
= à

i
.
          

(3-38)

Â ýòîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåëè÷èíû õ
ij
, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

(3-38), ïðè êîòîðûõ ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê áóäåò ìèíèìàëüíà, ò.å.:

I = ij
∑

 g
ij
(x

ij
) = min.

×àñòî ôóíêöèè ñòîèìîñòè ïåðåâîçîê ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè
âåëè÷èí x

ij
:

g
ij
(x

ij
) = c

ij
 x

ij 
.
                  

(3-39)

Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à â îáùåì ñëó÷àå � ýòî çàäà÷à íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ãäå â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé âûñòóïàþò  ñîîòíîøåíèÿ (3-38).
Ïðè óñëîâèè (3-39) îíà ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìîæåò
áûòü ðåøåíà ñèìïëåêñ-ìåòîäîì, ðàññìîòðåííûì â þíèòå 2.

Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ âàðèàíòîì ñ äâóìÿ ñêëàäàìè m = 2 è íåñêîëüêèìè
ïóíêòàìè ïîòðåáëåíèÿ n. Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé m  ñòàëêèâàåòñÿ
ñ áîëüøèìè âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè (èçâåñòíûìè ïîä íàçâàíèåì
�ïðîêëÿòèå ðàçìåðíîñòè�).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè m = 2 ïðåæäå âñåãî ïðåäñòàâèì ñòàòè÷åñêèé
ïðîöåññ ïåðåâîçêè êàê äèíàìè÷åñêèé â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòàïîâ. Â
êà÷åñòâå ïåðâîãî ýòàïà âûáåðåì óäîâëåòâîðåíèå ñïðîñà n-ãî ïóíêòà ïîòðåáëåíèÿ,
çàòåì ïåðåéäåì ê (n - 1)-ó è ò. ä. Ñîñòàâèì äëÿ òàêîãî ïîýòàïíîãî ïðîöåññà
ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà.

Ââåäåì ôóíêöèþ S
k
 (a

1
,
 
a

2
), k = 1, 2, ..., n êàê âåëè÷èíó çàòðàò ïðè

èñïîëüçîâàíèè îïòèìàëüíîé ïîëèòèêè, êîãäà íà÷èíàþò ñ êîëè÷åñòâà a
1
 è a

2
ðåñóðñîâ íà ñêëàäàõ ïðè ïîòðåáíîñòÿõ b

j
 (j = 1, 2, ..., n) â ïóíêòàõ ïîòðåáëåíèÿ.

Íà ïåðâîì ýòàïå (k = 1) óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïîòðåáíîñòè n-ãî ïóíêòà
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ïîòðåáëåíèÿ, ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ çàòðàòû:

g
1n

 (x
1n
) + g

2n
 (x

2n
).

Çàïàñû ðåñóðñîâ íà ñêëàäàõ óìåíüøàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äî a
1
 - x

1n
 è a

2  
-

  
x

2n

,
 ïîýòîìó:

S
1
 (a

1, 
a

2
) = g

1n
 (x

1n
) + g

2n
 (x

2n
),                        (3-40)

ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî:

x
1n 

+ x
2n 

= b
n 
;   0 ≤  x

1n ≤  a
1
;             0 ≤   x

2n ≤  a
2 
;   S

0
 (a

1, 
a

2
) = 0. (3-41)

Íà âòîðîì ýòàïå óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïîòðåáíîñòè n-ãî è (n - 1)-ãî ïóíêòîâ
ïîòðåáëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå Áåëëìàíà
(ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå):

S
2
 (a

1, 
a

2
) = min [g

1n-1
 (x

1n-1
) + g

2 n-1
 (x

2 n-1
) + S

1
 (a

1 
-

 
x

1n-1 ,
a

2 
-

 
x

2 n-1 
)] (3-42)

                      (x
12, 

x
22

) ∈ G
2
,

ãäå îáëàñòü G
2
 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

x
1n-1 

+ x
2 n-1 

= b
 n-1

;

0 ≤  x
12 ≤  a

1
;

0 ≤   x
22 ≤  a

2
.

Çàïèñü (3-42) îçíà÷àåò îïòèìàëüíîå îáåñïå÷åíèå (ïî ðàñõîäàì íà
ïåðåâîçêè) ïîòðåáíîñòåé (n - 1)-ãî ïóíêòà ïîòðåáëåíèÿ ïðè òîì óñëîâèè, ÷òî
îíè óäîâëåòâîðåíû äëÿ n-ãî ïóíêòà ïîòðåáëåíèÿ. Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ
îáåñïå÷èâàåòñÿ ñàìèì îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè S, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè
(3-40) è (3-41), â ÷àñòíîñòè, ïåðâîå èç óñëîâèé (3-41) îçíà÷àåò ïîëíîå
óäîâëåòâîðåíèå ñïðîñà n -ãî ïóíêòà ïîòðåáëåíèÿ; n -é íîìåð ìîæíî ïîìåíÿòü
íà ïåðâûé, èçìåíèâ íóìåðàöèþ èëè îïðåäåëèâ ïåðâûé ýòàï êàê
óäîâëåòâîðåíèå ïîòðåáíîñòåé ïåðâîãî ïóíêòà, îò÷åãî îïòèìàëüíîñòü çíà÷åíèé
íå èçìåíèòñÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé �ñ êîíöà� õàðàêòåðíà
äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îáóñëîâëèâàåòñÿ ïðèíöèïîì
îïòèìàëüíîñòè.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3-42), òàê æå êàê â çàäà÷å î ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ,
ñëåäóåò, ÷òî íà êàæäîì ýòàïå íåîáõîäèìî èìåòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Áåëëìàíà
äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, ÷òîáû âûáðàòü èç íèõ íàèëó÷øåå ïðè
ñîñòàâëåíèè ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ  äëÿ ïîñëåäóþùåãî ýòàïà. Ïîñëåäíåå
ñîîòíîøåíèå (3-41)  ââîäèòñÿ äëÿ ïîëíîòû ðåêóððåíòíîãî ïðîöåññà
âû÷èñëåíèé.

Ïîøàãîâûé ïðîöåññ îïòèìèçàöèè îêàçàëñÿ âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ
çàâèñèìîñòè ñòîèìîñòè ïåðåâîçêè ñ i-ãî ñêëàäà ê j-y ïîòðåáèòåëþ òîëüêî îò
âåëè÷èíû ãðóçà, ïåðåâîçèìîãî ìåæäó ýòèìè ïóíêòàìè, è åå íåçàâèñèìîñòè îò
âåëè÷èíû ãðóçà, ïåðåâîçèìîãî ñ äðóãèõ ñêëàäîâ ê ýòîìó æå j-y ïîòðåáèòåëþ è ñî
âñåõ ñêëàäîâ (âêëþ÷àÿ i-é) ê äðóãèì ïîòðåáèòåëÿì. Ýòî îáåñïå÷èëî âûïîëíåíèå
ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè  äëÿ äàííîé çàäà÷è.

Äëÿ ëþáîãî 1 ≤  k   ïîëó÷àåì:



72
Ñîâðåìåííûé Ãóìàíèòàðíûé Óíèâåðñèòåò

S
k
 (a

1, 
a

2
) = min [g

1k
 (x

1k
) + g

2k
 (x

2k 
) + S

k-1
 (a

1 
-

 
x

1n-k ,
a

2 
-

 
x

2 n-k 
)]   (3-43)

               (x
12, 

x
22
) ∈ G

k

k = 1, 2, ..., n

Ìèíèìèçàöèÿ â ýòîé ôîðìóëå ïðîèçâîäèòñÿ ïî îáåèì ïåðåìåííûì x
1k

, x
2k

èç îáëàñòè G, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè:

x
1k 

+ x
2k 

= b
k
 ;

0 ≤  x
1k ≤  a

1
;

0 ≤   x
2k ≤  a

2
.

Åñëè çàìåíèòü

a
1 
→ x

1,            
a

2 
→ x

2
,

òî óðàâíåíèå (3-43) çàïèøåòñÿ â ñòàíäàðòíîì äëÿ äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäå:

S
k
 (x

1, 
x

2
) = min [g

1k
 (x

1k
) + g

2k
 (x

2k 
) + S

k-1
 (x

1 
-

 
x

1k ,
x

2 
-

 
x

2k 
)]     (3-44)

                 (x1k, x2k) ∈ Gk ,

ãäå
k = 1, 2, ..., n

x
1k 

+ x
2k 

= b
k
 ;

0 ≤  x
1k ≤  a

1
;

0 ≤   x
2k ≤  a

2

Óðàâíåíèå (3-44) àíàëîãè÷íî ðàíåå ðàññìîòðåííûì ôóíêöèîíàëüíûì
óðàâíåíèÿì è çàäà÷å î ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ ìîìåíòîâ.

Âî-ïåðâûõ, íà ïåðåìåííûå, ïî êîòîðûì èùåòñÿ ýêñòðåìóì, íàëîæåíî áîëüøå
îãðàíè÷åíèé. Òàêèå çàäà÷è òðóäíî ðåøàòü, ò.ê. òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî
ñëó÷àåâ, êîãäà ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå òåõ èëè èíûõ îãðàíè÷åíèé. Ìåòîä
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñíèìàåò òðóäíîñòè ñ ââåäåíèåì
îãðàíè÷åíèé, íåîáõîäèìî ëèøü íà êàæäîì ýòàïå ïðîâåðÿòü ïðåäåëû äîïóñòèìîé
îáëàñòè.

Âî-âòîðûõ, òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ñ äâóìÿ ñêëàäàìè ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé
çàäà÷åé äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàê êàê ôóíêöèÿ Áåëëìàíà çàâèñèò
îò äâóõ ïåðåìåííûõ, òîãäà êàê ïðåäûäóùèå çàäà÷è (î ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ,
î êðèòè÷åñêîì ïóòè è ò. ä.) áûëè îäíîìåðíûìè: îïòèìàëüíûì îáðàçîì
ðàñïðåäåëÿëñÿ îäèí êàïèòàë èëè âûáèðàëîñü òîëüêî âðåìÿ äâèæåíèÿ (à íå âðåìÿ
è ñòîèìîñòü).

Çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ ñòàíîâèòñÿ ìíîãîìåðíîé, åñëè ìåæäó
ôèðìàìè íåîáõîäèìî îïòèìàëüíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëèòü íåñêîëüêî âèäîâ
ðåñóðñîâ: êàïèòàë, ðàáî÷óþ ñèëó, òåõíèêó. Îáúåì âû÷èñëåíèé ïî ìåòîäó
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ âîçðàñòàíèåì
ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Ýòî ñîñòàâëÿåò îäèí èç ñóùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ
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äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûé íàçûâàþò �ïðîêëÿòèåì ðàçìåðíîñòè�.
Äâóìåðíóþ òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó ëåãêî ñâåñòè ê îäíîìåðíîé, åñëè

èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (3-37), êîòîðîå äëÿ äâóõ ñêëàäîâ (m=2) çàïèøåòñÿ â
âèäå:

a
1  

+
 
a

2  
= 

j

n

=
∑

1
b

j 
,

èëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ (ñì.   ôîðìóëó (3-44)):

x
1  

+
 
x

2  
= 

j

n

=
∑

1
b

j
 =b.

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïðè çàäàííîì ñóììàðíîì ñïðîñå âñåãäà âåëè÷èíó
x

2 
 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç x

1
, ïîýòîìó:

S
k
(x

1 
,
 
x

2
) -> S

k
(x

1 
).

Îòñþäà ñîîòíîøåíèå (3-42) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:
S

k
 (x

1
) = min [g

1k
 (x

1k
) + g

2k
 (b - x

1k 
) + S

k-1
 (x

1 
-

 
x

1k 
)],

                             x
1k

ãäå âåëè÷èíà x
1k 

 ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèÿì:

0 ≤  x
1 
- x

1k 
 ;

0 ≤  b - x
1k ≤  

j

n

=
∑

1
b

j 
- x

1
;

0 ≤   x
1 ≤   

j

n

=
∑

1
b

j
.

Ýòîò ïðèåì ïîçâîëÿåò îáùóþ çàäà÷ó ñ m ñêëàäàìè  ñâåñòè  ê çàäà÷å ñ m - 1
ñêëàäîì, ò. å. m-ìåðíàÿ çàäà÷à ñâåäåòñÿ ê (m - 1)-ìåðíîé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî åå
ðàçìåðíîñòü ïîíèçèòñÿ íà åäèíèöó.

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ïðèìåð ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñ äâóìÿ ñêëàäàìè è âîñåìüþ
ïóíêòàìè ïîòðåáëåíèÿ, ò. å. n = 2 è m = 8. Ôóíêöèþ ñòîèìîñòè âîçüìåì â
âèäå:

g
ij 
(x) = c

ij
 (x)+d

ij
 (x)+a

ij
x+b

ij
x2 +z

ij
 .

Òàêèì îáðàçîì, ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè èç îäíîãî ïóíêòà â äðóãîé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ïåðåâîçèìîãî êîëè÷åñòâà, ãäå ñâîáîäíûé ÷ëåí -
z

ij
 - çàâèñèò îò ïåðåâîçèìîãî êîëè÷åñòâà. Ïåðâîå ñëàãàåìîå õàðàêòåðèçóåò

îðãàíèçàöèîííûå ðàñõîäû è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
c

ij
 (x)= 0        ïðè x = 0;

c
ij
 (x)= x        ïðè x > 0.

Âòîðîå ñëàãàåìîå õàðàêòåðèçóåò øòðàô çà íåäîñòàòî÷íî ïîëíîå
èñïîëüçîâàíèå òðàíñïîðòíîé ëèíèè è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:
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d
ij
 (x) = d

ij
 (x)>0        ïðè 0 ≤ x ≤  z

ij ≤ b
ij
 ;

d
ij
 (x) = 0        ïðè x > z

ij
;

d
ij
 (x) = 0        ïðè z

ij
 = 0.

Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 7.
Òàê, ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè èç ïåðâîãî ñêëàäà ê ñåäüìîìó ïîòðåáèòåëþ

çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

g
17 

(x) =5 x + 1

Ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðè íà÷àëüíûõ çàïàñàõ íà ñêëàäàõ a

1
 = 40, a

1
 = 50. Ðåçóëüòàòû

ðåøåíèÿ .ñâåäåíû â òàáë. 7.

Òàáëèöà 7

Ïîòðå-
áèòåëü j

a1j b1j c1j d1j z1j a2j b2j c2j d
2j

z2j Ñïðîñ

bj

1 2,0 0,00 1,0 0,0 0,0 3,5 0,0 0 0 0,0 5
2 3,0 0,00 0 2 0,4 1,0 0,0 1 0 0,0 10
3 1,5 0,20 0 0 0,0 3,1 0,0 2 0 0,0 20
4 4,0 0,00 1 0 0,0 2,5 0,05 0 2 0,6 5
5 2,5 0,01 0 1 0,2 1,0 0,00 0 2 1,0 15
6 4,5 0,10 2 0 0,0 3,0 0,20 3 0 0,0 10
7 5,0 0,00 0 1 0,4 4,0 0,10 0 0 0,0 20
8 3,0 0,00 0 2 0,8 1,5 0,00 0 0 0,0 5

Ïîòðåáè-
òåëü

j

Êîëè÷åñò-
âî ãðóçà

ïåðåâîçè-
ìîãî èç 1

ñêëàäà

Êîëè÷åñòâî
ãðóçà ïåðåâî-
çèìîãî èç 2

ñêëàäà

Ðàñõîäû Ñóììàðíûå
ðàñõîäû

1 5,0 0,0 11 11
2 0,4 9,6 11,8 22,8
3 7,2 12,8 62,848 85,648
4 0,0 5,0 13,75 99,398
5 0,2 14,8 15,3004 114,6984
6 6,4 3,6 51,288 165,9864
7 20,0 0,,0 100 265,9864
8 0,8 4,2 8,7 274,68,64

Ïîëíàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê ðàâíà Ñ = 274,6864. Ðàñ÷åòû ïðîèçâîäèëèñü ñ
ïîìîùüþ ïðîãðàììû, íàïèñàííîé íà Ôîðòðàíå, ñ øàãîì 0,2 èçìåíåíèÿ
ïåðåìåííûõ óïðàâëåíèÿ. Îïèñàíèå àëãîðèòìà è áëîê-ñõåìû ïðèâåäåíî íèæå.

Òàáëèöà 8
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3.5.5. Àëãîðèòì è áëîê-ñõåìà âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà äëÿ
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

“0”

“0”

“0”

“0”

0 → S0(x)

1 → Ê

0 → xk

-∞ → β

0 → x

gk(x) + Sk + 1 (x – xk) → α

α > β

α → β
xk(x) → γ

xk(x) + ∆ → xk(x)

xk(x)>x

β→Sk(x)
γ→xk(x)

x + ∆ → x

x + ∆>xìàê ñ

Âûâîä

Sk(x) è xk(x)

Ïåðåíîñ

Sk(x) → Sk–1(x)

K + 1 → K

K > N

Ñòîï

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

17

16

15

14

18

Ðèñ. 23. Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
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Íà ðèñ. 23 ïðåäñòàâëåíà áëîê-ñõåìà âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îíà
ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ïðîãðàììû ëþáîé çàäà÷è, ðåøàåìîé
íà ÝÂÌ ìåòîäîì äèñêðåòíîãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èìåþòñÿ â âèäó
çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ, òðàíñïîðòíàÿ è äðóãèå, äëÿ êîòîðûõ óäàåòñÿ
ñîñòàâèòü ìîäåëü äèíàìè÷åñêîãî ïîýòàïíîãî ïðîöåññà.

Äàëåå äàþòñÿ ïîÿñíåíèÿ ê áëîê-ñõåìå íà ðèñ. 23. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ñõåìû
ðåàëèçóåò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå Áåëëìàíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó èç ôóíêöèè
S

k-1
 ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ S

k
. Â áëîê-ñõåìå, îñîáåííî âíà÷àëå, èìåþòñÿ

ñïåöèàëüíûå áëîêè, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü S
1
 â ïëàíå îáùåé ïðîöåäóðû â

ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì:

S
1
 (x) = max [g

1
 (x

k
) + S

0
 (x

 
-

 
x

k 
)] = g

1
 ( x

 
).

Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî S
0
(õ)= 0 (áëîê 1). Èíäåêñ k, îáîçíà÷àþùèé

÷èñëî ñïîñîáîâ ðàñïðåäåëåíèÿ, âíà÷àëå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå k = 1 (áëîê 2).

Áëîê 3 âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå S
1
 (x) = g

1
 ( x

 
) äëÿ õ = 0, ∆ , 2 ∆ ... Ñèìâîë β  óñëîâíî

îçíà÷àåò �ëó÷øèé äîõîä äî ñèõ ïîð� è ïðåäíàçíà÷àåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû
ðåàëèçîâàòü îïåðàöèþ ìàêñèìèçàöèè. Ïðîöåññ ìàêñèìèçàöèè íà÷èíàþò çàïèñüþ
â ïàìÿòü ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà, óñëîâíî
îáîçíà÷àåìîãî - ∞  (áëîê 4), ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè - çàïèñüþ ìàêñèìàëüíîãî ïî
ìîäóëþ ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà, óñëîâíî îáîçíà÷àåìîãî + ∞ . Ýòî óñëîâíûé
ïðèåì, èìåþùèé öåëüþ èñêëþ÷èòü íà÷àëî ïðîöåññà ðåøåíèÿ, êàê îñîáûé ñëó÷àé.
Â áëîêå 5 â áëîê-ñõåìó ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå (ïðèñâàèâàåòñÿ íàèìåíîâàíèå,
êîä) x

k
 äëÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà k-ì øàãå. Íà íà÷àëüíîì øàãå k = 1,

õ = 0 è íóëåâîå çíà÷åíèå èñïûòûâàåòñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ õ
1
 =

0. Â áëîêå 6 âû÷èñëÿåòñÿ î÷åðåäíîå çíà÷åíèå ñóììû:

g
k
 (x

k
) + S

k-1
 (x

 
-

 
x

k
),

êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç a è  ñîõðàíÿåòñÿ â ïàìÿòè.
Áëîê 7 ñðàâíèâàåò òåêóùåå çíà÷åíèå äîõîäà à ñ �ëó÷øèì äîõîäîì äî ñèõ

ïîð� β : åñëè a áîëüøå β , òî áëîê 2 çàìåíÿåò à → β , íîâîìó çíà÷åíèþ õ
k
(õ)

ïðèñâàèâàåòñÿ ñìûñë �íàèëó÷øåãî äî ñèõ ïîð çíà÷åíèÿ ðåñóðñà�. ×åðåç áëîê 9

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò x
k
 (x) ê x

k
 (x) + ∆ , åñëè à ìåíüøå β , çàìåíû à → β  íå

ïðîèñõîäèò, â ïàìÿòè ñîõðàíÿåòñÿ ïðåæíåå β , çíà÷åíèå à çàáûâàåòñÿ è ÷åðåç

áëîê 9 äåëàåòñÿ î÷åðåäíàÿ çàìåíà x
k
(x) + ∆  → x

k
(x).

Äëÿ ïðîöåññà ìèíèìèçàöèè çíàêè íåðàâåíñòâ ñëåäóåò ïîìåíÿòü íà îáðàòíûå.

Åñëè íîâîå çíà÷åíèå x
k
 (x) + ∆  áîëüøå îáùåãî êîëè÷åñòâà âûäåëÿåìûõ ðåñóðñîâ

õ (áëîê 10), òî îíî íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, è îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê áëîêó 11;

åñëè çíà÷åíèå x
k
 (x) + ∆  äîïóñòèìî, òî îíî ïîñòóïàåò íà áëîê 6 äëÿ ïîâòîðåíèÿ

ïðîöåññà.
Â áëîêå 11 ïðîèñõîäèò çàïîìèíàíèå ïîëó÷åííûõ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé õ

k

(õ) è S
k
 (õ). Â áëîêå 12 îáùåå ÷èñëî ðåñóðñîâ óâåëè÷èâàåòñÿ íà øàã: x + ∆

çàìåíÿåò õ.  Áëîê 13 ïðîâåðÿåò,  íå ïðåâûøàåò ëè íîâîå çíà÷åíèå ðåñóðñîâ èõ
îáùåãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ õ

ìàêñ
 .

Åñëè çíà÷åíèå õ + ∆  áîëüøå õ
ìàêñ

, ïîëó÷åííûå äàííûå õ
k
 (õ) è S

k
 (õ)
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âûäàþòñÿ íà ïå÷àòü (áëîê 14). Áëîê 15 ïðåäíàçíà÷åí äëÿ çàìåíû ñòàðûõ ìàññèâîâ
S

k-1
(õ) íà íîâûå S

k
 (õ), êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ïðîöåññå ñðàâíåíèÿ íà

ñëåäóþùåì øàãå ñ S
k+1

 (õ). Áëîê 16 îçíà÷àåò ïåðåõîä îò k-ão ýòàïà ê (k+1)-ìó
ýòàïó, ò. å. âìåñòî k ïðîöåññîâ  ðàññìàòðèâàþòñÿ k + 1.

Áëîê 17 ïðîâåðÿåò, èñ÷åðïàíû ëè âñå âîçìîæíûå êîëè÷åñòâà ïðîöåññîâ
N. Åñëè îòâåò îòðèöàòåëüíûé, òî ñ áëîêà 3 íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ñ
óâåëè÷åííûì íà åäèíèöó k. Åñëè  (k+1) > N,  ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ (áëîê 18) è
íà ïå÷àòü âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò ñ âûõîäà áëîêà 14.

3.5.6. Çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ

Áîëüøèíñòâî çàäà÷ îïòèìèçàöèè äåëèòñÿ íà äâå ãðóïïû: ðàñïðåäåëåíèÿ è
ðàñïèñàíèÿ. Â çàäà÷àõ ïåðâîé ãðóïïû (ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ, òðàíñïîðòíîé)
âðåìÿ, êàê ïðàâèëî, îòñóòñòâóåò. Â çàäà÷àõ âòîðîé ãðóïïû, êîòîðûå ÷àñòî
âîçíèêàþò â àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ, òðåáóåòñÿ ðåñóðñû
ðàñïðåäåëèòü ïî âðåìåíè. Âñòðå÷àþòñÿ è ñìåøàííûå çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ è
ðàñïèñàíèÿ, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ îäíîâðåìåííî îïòèìàëüíûì îáðàçîì
ðàñïðåäåëèòü ðåñóðñû ïî îáúåêòàì è ðàñïèñàòü ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïî âðåìåíè.
Ðàññìîòðèì ìîäåëü çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ âî âðåìåíè, ÷àñòî íàçûâàåìóþ çàäà÷åé
ðàñïèñàíèÿ, ïîä êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ âî
âðåìåíè. Â êà÷åñòâå ðåñóðñîâ ìîãóò âûñòóïàòü ôèíàíñû, òîïëèâî, ýíåðãèÿ, ðàáîòà,
ïðèáîðû, òðàíñïîðòíûå ñðåäñòâà.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðåñóðñû ìîãóò ðàñïðåäåëÿòüñÿ òîëüêî äèñêðåòíî ñ
îïðåäåëåííîé äëèííîé øàãà. Äîïóñòèì, ÷òî âåñü âðåìåííîé èíòåðâàë
ïëàíèðîâàíèÿ t

n
 ðàçäåëåí íà N îäèíàêîâûõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè. Íà ïëàíèðîâàíèå

âûäåëåíî îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ õ è çàäàíà âåëè÷èíà äîõîäîâ (èëè
ðàñõîäîâ) g

i
(õ

i
) íà êàæäîì èíòåðâàëå îò âëîæåíèÿ íà íåì õ

i
 ðåñóðñîâ; ïðè ýòîì,

÷òîáû áûë ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî äîõîä íà i-ì
èíòåðâàëå çàâèñèò òîëüêî îò êîëè÷åñòâà ðåñóðñîâ, âûäåëåííûõ íà ýòîì èíòåðâàëå,
è íå çàâèñèò îò ðåñóðñîâ, âûäåëåííûõ íà ïðåäûäóùèõ i -1, i - 2 è ò. ä. èíòåðâàëàõ.
Òðåáóåòñÿ îïòèìàëüíî ðàñïðåäåëèòü ðåñóðñû õ íà âñåì èíòåðâàëå, ÷òîáû
ñóììàðíûé äîõîä áûë ìàêñèìàëåí (èëè ðàñõîä ìèíèìàëåí):

I(õ
1
 , õ

2
, ..., õ

N
) =

i

N

=
∑

1
g

i
 (õ

i
)  = max.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà ïëàíèðîâàíèÿ ñ÷èòàåì, ÷òî ðåñóðñû
âêëàäûâàþòñÿ âñå íà îäíîì èíòåðâàëå, ïîòîì - âñå íà äâóõ è ò. ä. Òîãäà ïîëó÷àåì
ðåêóððåíòíûé ïðîöåññ, àíàëîãè÷íûé ïîëó÷åííîìó â çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ ïî
ôèðìàì. Îáùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå Áåëëìàíà áóäåò èìåòü âèä:

S
n
 (x )= 

nx
max [g

n
 (x

n
) + S

n-1
 (x - x

n
 )],

ãäå n = 2, 3, 4, ..., N,      ïðè÷åì

S
1
 (x )= 

i
max g

i
 (x),

S
0
 (x)=0.

Òåïåðü ðàçáåðåì óñëîæíåííûå âàðèàíòû ðàññìîòðåííîé çàäà÷è.
1. Äîïóñòèì, ÷òî îäèí è òîò æå âèä ðåñóðñîâ âêëàäûâàåòñÿ íà êàæäîì
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èíòåðâàëå â Ì ôèðì, ïðè÷åì â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå ÷èñëî Ì çàâèñèò îò èíòåðâàëà
ïëàíèðîâàíèÿ n, ò. å. Ì = f (n). Äëÿ ïðîñòåéøåãî âàðèàíòà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
äîõîä íà êàæäîì èíòåðâàëå îò âëîæåíèÿ â m-þ ôèðìó çàâèñèò òîëüêî îò
êîëè÷åñòâà âëîæåííûõ ðåñóðñîâ x

n
m è ðàâåí g(x

n
m),  n = 1, 2, ..., N; m = 1, 2, ..., Ì.

Â ýòîì ñëó÷àå îáùèé äîõîä:

I(õ
1
1 , õ

1
2, ..., õ

1
M, ..., õ

N
1, õ

N
2,  ..., õ

N
M) = 

n

N

=
∑

1 m

M

=
∑

1
 g

n
m (õ

n
m) =

m

M

=
∑

1 n

N

=
∑

1
 g

n
m (õ

n
m)

ïðè

m

M

=
∑

1 n

N

=
∑

1
 õ

n
m = x.

Íåîáõîäèìî, ÷òîáû I äîñòèãëî ìàêñèìóìà. Òàêàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íî âíà÷àëå íåîáõîäèìî ðåøèòü êëàññè÷åñêóþ
çàäà÷ó ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ïî ôèðìàì äëÿ îäíîãî, ïîòîì äëÿ äâóõ
èíòåðâàëîâ âðåìåíè. Èëè, íàîáîðîò, âíà÷àëå ðàñïðåäåëèòü ðåñóðñû äëÿ îäíîé
ôèðìû è âñåõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè, ïîòîì äëÿ äâóõ  è äëÿ âñåõ èíòåðâàëîâ è
ò.ä.

Çäåñü óæå èìååò ìåñòî ñìåøàííàÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ (íàçíà÷åíèÿ,
ïðèêðåïëåíèÿ) è ðàñïèñàíèÿ. Îäíàêî áëàãîäàðÿ ëèíåéíîñòè îíà ñâîäèòñÿ ê
êëàññè÷åñêîé çàäà÷å î ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ â NM ôèðì è ðåøàåòñÿ
äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì.

2. Äîïóñòèì, èìååòñÿ L ðàçíûõ äèñêðåòíûõ ðåñóðñîâ. Åñëè ñîõðàíÿåòñÿ
ïðèíöèï íåçàâèñèìîñòè èõ äðóã îò äðóãà, òî ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè ñïðàâåäëèâ
è ìîæíî ðåøàòü çàäà÷ó àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Âíà÷àëå ðàñïðåäåëèòü L
ðåñóðñîâ ìåæäó Ì ôèðìàìè äëÿ îäíîãî èíòåðâàëà âðåìåíè, ïîòîì äëÿ äâóõ,
òðåõ è ò. ä. Ôóíêöèÿ öåëè áóäåò èìåòü âèä:

I(õ
n
mj)= 

j

L

=
∑

1 m

M

=
∑

1 n

N

=
∑

1
 g

n
mj (õ

n
mj).

Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ñîáëþäåíèè çàäàííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàáîò, êîòîðûå â äàííîé ìîäåëè ñîâïàäàþò ñ ôèðìàìè, à
ðåñóðñû âêëþ÷àþò â ñåáÿ è ðàáî÷óþ ñèëó. Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòî çàäàåòñÿ
â âèäå ñåòåâîãî ãðàôèêà è àíàëèòè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå îãðàíè÷åíèé.

 Åñëè åùå ââåñòè ïîíÿòèå ðàáî÷åãî ìåñòà è óñëîâèå �ïðèâÿçêè� ðàáîòû ê
ðàáî÷åìó ìåñòó, òî ïîëó÷èòñÿ çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ.

3.6. Ôîðìàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò è ýôôåêòèâíîñòü
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ðàíåå îáùèé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ðàññìàòðèâàëñÿ íà îòäåëüíûõ ÷àñòíûõ ïðèìåðàõ, çäåñü áóäåò ïðèâåäåíî åãî
ôîðìàëüíîå îïèñàíèå.

Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, òàê æå êàê è â
íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, ñïðàâåäëèâî ïðè âûïîëíåíèè ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè,
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êîòîðûé àíàëîãè÷åí ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, íî èìååò
ñâîè îñîáåííîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ðàñïðåäåëåíèè õ ñðåäñòâ ìåæäó N ôèðìàìè äîõîä
âûðàæàåòñÿ ôóíêöèåé âèäà:

I(x
1
 , x

2
, ..., x

N
) = g

1
 (x

1
) + g

2
 (x

2
) + ... +g

N
 (x

N
 ).              (3-45)

Òàêèå íåëèíåéíûå ôóíêöèè íîñÿò íàçâàíèå ñåïàðàáåëüíûõ. Îíè òèïè÷íû
äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ìîæíî ïîñòðîèòü
äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ, äëÿ êîòîðîãî çàâåäîìî ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï
îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â çàäà÷å î
ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåñóðñû x
i
 èìåþò îáùóþ ìåðó è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

i

N

=
∑

1
 x

i 
=x,       x ≥  0.

Òðåáóåòñÿ íàéòè:

S (x) = max I(x
1
 , x

2
, ..., x

N
).

Ôóíêöèÿ (3-45) îáëàäàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè äîõîäîâ ïî âñåì ôèðìàì.
Îíî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà, êîòîðûé äëÿ
äèñêðåòíûõ ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ïîñëåäóþùèå ðåøåíèÿ äîëæíû ñîñòàâëÿòü îïòèìàëüíîå ïîâåäåíèå
îòíîñèòåëüíî ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ íà
ïðåäûäóùåì ýòàïå, íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêèìè áû ýòè ñîñòîÿíèå è ðåøåíèå íè
áûëè.

Äèñêðåòíîå äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïðèìåíèìî òîëüêî ê òàêèì
ìíîãîøàãîâûì ïðîöåññàì óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ôóíêöèè (3-45) ýòîò ïðèíöèï
çàâåäîìî âûïîëíåí, òàê êàê äîõîä îò âëîæåíèÿ ðåñóðñîâ â äàííóþ ôèðìó
çàâèñèò òîëüêî îò êîëè÷åñòâà ðåñóðñîâ, âëîæåííûõ â ýòó ôèðìó, è íå çàâèñèò
îò êîëè÷åñòâà ðåñóðñîâ, âëîæåííûõ â äðóãèå. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìíîãîøàãîâûé ïðîöåññ òèïà �ïåðâûé øàã - âêëàä â ïåðâóþ
ôèðìó, âòîðîé øàã - âêëàä â ïåðâûå äâå ôèðìû è ò. ä.�, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâ
ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè. Èíà÷å ñìûñë ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ìíîãîøàãîâûé ïðîöåññ óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè
Áåëëìàíà, åñëè ôóíêöèÿ öåëè, ïðèíèìàþùàÿ íà k-ì øàãå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
ïðè õ = õk, ïðèíèìàåò òàêæå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ îñòàâøèõñÿ k - 1 øàãîâ ïðè
òîì æå õ = õk. Åñëè ôóíêöèÿ ñóììàðíîãî äîõîäà ÿâëÿåòñÿ íåñåïàðàáåëüíîé, òî
íåÿñíî êàê ïîñòðîèòü ìíîãîøàãîâûé ïðîöåññ, äëÿ êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåòñÿ
ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè.

Åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî âèäîâ ðåñóðñîâ, êîòîðûå íå èìåþò îáùåé ìåðû,
òî îíà ñòàíîâèòñÿ ìíîãîìåðíîé. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñ äâóìÿ ðåñóðñàìè
ñóììàðíûé äîõîä ðàâåí:

 I
N
 (x

1
 , x

2
, ..., x

N
;
  
y

1
, y

2
, ..., y

N
) = 

i

N

=
∑

1
 g

i
 (x

i 
,y

i
),

ãäå
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i

N

=
∑

1
 x

i 
=x,       x ≥  0;

i

N

=
∑

1
 y

i 
=y,       y ≥  0.

Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

S
N
 (x,y) = max I

N
 (x

1
 , x

2
, ..., x

N
;
  
y

1
, y

2
, ..., y

N
),

ïðè÷åì äëÿ N = 1

S
1
 (x,y) =g

1
 (x,y),

äëÿ N ≥  2

S
N
 (x,y) = 

0yy0xx NN

maxmax
≥≥≥≥

 [g
N
 (x

N
, y

N
) + S

N-1
 (x - x

N
,y - y

N
)].

Òàêîé âèä èìååò ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Áåëëìàíà äëÿ äâóìåðíîãî
ñëó÷àÿ.

Îöåíèì îáúåì íàïðàâëåííîãî ïåðåáîðà ïðè äèíàìè÷åñêîì
ïðîãðàììèðîâàíèè è ñðàâíèì åãî ñ ïðÿìûì ïåðåáîðîì. Â îáùåé îäíîìåðíîé
çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ äëÿ n ôèðì ïðè ïðÿìîì ïåðåáîðå ÷èñëî
âàðèàíòîâ:

T = mn,

ãäå m - ÷èñëî äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü x
i
, n - ÷èñëî

ïåðåìåííûõ (ôèðì). Åñëè n = 2, m = 3, ò.å.:

 x
1 
( a

1
 , a

2
 , a

3
),   x

2 
(b

1
, b

2
, b

3
),

òî âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ïðè ïðÿìîì
ïåðåáîðå, áóäåò a

1
 b

1
, 

 
a

1
b

2 
... a

2
 b

1
,... a

3
 b

3
,
       

âñåãî 9 = 32.
Òî÷íóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ïåðåáèðàåìûõ âàðèàíòîâ ïðè äèíàìè÷åñêîì

ïðîãðàììèðîâàíèè íàïèñàòü íå óäàåòñÿ, òàê êàê â êàæäîé çàäà÷å îíà ñâîÿ. Îäíàêî
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî çàâèñèìîñòü ÷èñëà âàðèàíòîâ îò n íå ýêñïîíåíöèàëüíàÿ,
à ïðèìåðíî ëèíåéíàÿ.

Äëÿ îðèåíòàöèè ðàññìîòðèì çàäà÷ó íåëèíåéíîãî öåëî÷èñëåííîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ â âèäå:

F = 
j

n

=
∑

1
g

j
 (x

j
) = max,

ïðè÷åì
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b ≥
j

n

=
∑

1
 a

j
x

j 
;       a

j 
> 0;      x

j  ≥  0  (x
j - 

öåëûå ÷èñëà ), j = 1, ..., n.

Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì a
j
 = 1. Ïðè îïðåäåëåíèè ìaêcèìyìà F íåîáõîäèìî

âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ f
j
 (x

j
) äëÿ êàæäîãî èç b + 1 çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæåò

ïðèíèìàòü x
j
 . Íàéäåì íèæíþþ ãðàíèöó ÷èñëà íàáîðà öåëûõ çíà÷åíèé x

j
,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

j

n

=
∑

1
 a

j
x

j = 
b;

ò.å. âìåñòî íåðàâåíñòâà ðàññìîòðèì ñòðîãîå ðàâåíñòâî. Äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿìîãî
ïåðåáîðà èñêîìîå êîëè÷åñòâî ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî ðàçìåñòèòü,
íàïðèìåð, 6 îäèíàêîâûõ øàðîâ â n óðí. Ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèè èç n+
b- 1 ïî b, ò. å.

C
n+b-1 

= [(n+b-1)!] / [b!(n-1)!].

Äëÿ n = 5 è b = 20 ïîëó÷èì   10626. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïðÿìîì ïåðåáîðå
íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ F äëÿ 10626 ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé çíà÷åíèé
x

j
.

Òåïåðü îöåíèì îáúåì âû÷èñëåíèé ïðè íàïðàâëåííîì ïåðåáîðå â ñëó÷àå
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà
S

k
(x) ïðè çàäàííîì õ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü õ + 1 âû÷èñëåíèå. ×òîáû ïîñòðîèòü

âñþ òàáëèöó çíà÷åíèé ôóíêöèè íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü âû÷èñëåíèÿ â
êîëè÷åñòâå

x

b

=
∑

0
(x +1) = b+1+ b(b+1 /2,

îòêóäà äëÿ ïîäñ÷åòà âñåõ íåîáõîäèìûõ çíà÷åíèé k-1 ôóíêöèé S
k
(x)

ïîòðåáóåòñÿ (k - 1) [b+1+ b(b+1/2] âû÷èñëåíèé. Äëÿ ïîñëåäíåé ôóíêöèè S
k

òðåáóåòñÿ íàéòè åå çíà÷åíèå S
k
 (b). Ïîýòîìó çäåñü íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü òîëüêî

b+1 çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî âû÷èñëåíèé ïðè äèíàìè÷åñêîì
ïðîãðàììèðîâàíèè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

b[n + (n-1) (b + 1) / 2] + n,

êîòîðîå ïðè n = 5 è b = 20 ðàâíî 945, ÷òî ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 10% îò
îáúåìà 10626 âû÷èñëåíèé ïðè ïðÿìîì ïåðåáîðå.

Ïðè ðåøåíèè íåïðåðûâíûõ çàäà÷ îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ñ ïîìîùüþ
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âñòàåò åùå ïðîáëåìà èíòåðïîëÿöèè
ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè S

n-1
 äëÿ ïîäñ÷åòà çíà÷åíèé S

n
 â ñîîòâåòñòâèè

ñ ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì Áåëëìàíà

S
n
 (x) = max  [g

n
 (x

n
) + S

n-1
 (x - x

n
)].

                                  x ≥  x
n ≥ 0

Äåëî â òîì, ÷òî çàãîòîâëåííàÿ íà (n - 1)-ì øàãå òàáëèöà äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé
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ôóíêöèè S
n-1

 ìîæåò íå ñîäåðæàòü íåîáõîäèìîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, ïðè êîòîðîãî
ôóíêöèÿ S

n
 ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, òàê êàê õ è âñå îñòàëüíûå

ïåðåìåííûå ìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ ïî ëèíåéíîìó
èëè äðóãîìó çàêîíó èíòåðïîëèðîâàòü ïðîìåæóòî÷íûå ìåæäó äâóìÿ òàáëè÷íûìè
çíà÷åíèÿ S

n-1
.
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ÇÀÄÀÍÈß ÄËß ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ

1. Ñîñòàâüòå ëîãè÷åñêóþ ñõåìó áàçû çíàíèé ïî òåìå þíèòû.
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2. Íà÷åðòèòå ãðàôèêè ôóíêöèé, êîòîðûå âõîäÿò â êëàññ ôóíêöèé,
èñïîëüçóåìûé â êëàññè÷åñêîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè, è ïðèâåäèòå èõ
íàçâàíèÿ.

3. Íà÷åðòèòå ãðàôèêè ôóíêöèé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â îïòèìèçàöèè
äèñêðåòíûõ ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ.
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4. Íàïèøèòå çàäàíèå ôóíêöèîíàëà â âèäå äâóõ ìíîæåñòâ, îäíî èç êîòîðûõ
� ìíîæåñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.
________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________

5. Ðàññ÷èòàéòå ýôôåêòèâíîñòü íàïðàâëåííîãî ïåðåáîðà âàðèàíòîâ â ñëó÷àå
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì ïåðåáîðîì, äëÿ n =
7 è b = 30.
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
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ÒÐÅÍÈÍÃ ÓÌÅÍÈÉ

1. Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ òðåíèíãà íà óìåíèå ¹1

Çàäàíèå

Íàéòè ýêñòðåìàëè çàäàííîãî ôóíêöèîíàëà.

Çàäàí ôóíêöèîíàë ( )∫ +=
1

0

dx)ycosysinx))x(y(I , y(0) = 0, y(1) = 
4

π
.

Ðåøåíèå

Ïðåäâàðèòåëüíî çàïîëíèòå òàáëèöó, ïîäîáðàâ ê êàæäîìó àëãîðèòìó
êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå èç äàííîé ñèòóàöèè.

¹

ï/ï

Àëãîðèòìû Êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå äàííîé ñèòóà-
öèè ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

1 Îïðåäåëèòü ïîäèíòåãðàëü-
íóþ ôóíêöèþ

1. Ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ F = x sin y +
cos y.

2 Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå Ýéëåðà
2. ysin–ycosx

y

F =
∂
∂

, îòêóäà óðàâíåíèå

Ýéëåðà: .0ysin–ycosx =
3 Îïðåäåëèòü ýêñòðåìàëè êàê

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà
3. 

.xarctgy

;ytg
ycos

ysin
x

,0ysin–ycosx

=

==

=

4 Ïðîâåðèòü óäîâëåòâîðåíèå

ðåøåíèÿ íà÷àëüíûì óñëîâè-

ÿì

4. 00arctgy == , ïðè õ=0

1
4

arctgy =π= , ïðè õ = .
4
π

Óñëîâèÿ óäîâëåòâîðåíû, ñëåäîâàòåëüíî,

xarctgy = ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ çàäàííî-

ãî ôóíêöèîíàëà.

Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùèå çàäàíèÿ:

Çàäàíèå 1.1

Íàéòè ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà:

∫ ===
1

0

12 .1)1(y,0)0(y;dxy)y(I
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________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

Çàäàíèå 1.2

Íàéòè ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà:

∫ ==+=
1

0

x

x

00
2 .0)x(y)x(y;dx)1y()y(I

________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

Çàäàíèå 1.3

Íàéòè ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà:

∫ ===
8

4

2 .2)8(y,1)4(y;dx)y4–x()y(I

________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

_____________________________________________________________________________________
________________________________________________________________________________
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2. Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ òðåíèíãà íà óìåíèå ¹2.

Çàäàíèå

Èñïîëüçóÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà (óñëîâèÿ Ëåæàíäðà), èññëåäîâàòü
íà ýêñòðåìóì ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë:

∫ ==
+

=
1x

0

1

12

.y)x(y,0)0(y;dx
y

y1
))x(y(I

Ðåøåíèå

Ïðåäâàðèòåëüíî çàïîëíèòå òàáëèöó, ïîäîáðàâ ê êàæäîìó àëãîðèòìó
êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå èç äàííîé ñèòóàöèè.

¹

ï/ï

Àëãîðèòìû Êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå äàííîé ñèòóà-
öèè ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

1 Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå Ýéëå-
ðà

1. Ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

,
y

y1
F

2′+
= îòêóäà óðàâíåíèå Ýéëåðà:

,C
)y1(y

y
–

y

y1
i12

22

=
+

′′+
 ãäå Ñi – const.

2 Îïðåäåëèòü ýêñòðåìàëè êàê
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

2. Èç óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ïîëó÷àåì ïðî-
ñòûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè:

;C
y1

y–y1

y

1
i2

22

=












′+

′′+
 ;yC

y1

1
i2

=
′+

îòêóäà .
)y1(C

1
y 122

i +
=  Ýòî è åñòü óðàâ-

íåíèå ýêñòðåìàëè.

3 Íà îñíîâàíèè óñëîâèé Ëå-

æàíäðà îïðåäåëèòü òèï

ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà)
äàííîãî ôóíêöèîíàëà

3. 0
)y1(y

1
F;

y1y

y
F

32
yyy >

′+
=

′+⋅

′
= ′′′

ïðè ëþáûõ y′. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì Ëåæàí-
äðà � ýòî îçíà÷àåò ðåàëèçàöèþ ñèëüíîãî
ìèíèìóìà.

Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùèå çàäàíèÿ:

Çàäàíèå 2.1

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ Ëåæàíäðà èññëåäóéòå íà ýêñòðåìóì ñëåäóþùèé
ôóíêöèîíàë:
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∫ ===
2

0

12 .3)2(y,0)0(y;dxy)y(I

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

Çàäàíèå 2.2

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ Ëåæàíäðà èññëåäóéòå íà ýêñòðåìóì ñëåäóþùèé
ôóíêöèîíàë:

∫
π

=π−=+=
4

0

122 .0)
4

(y,1)0(y;dx)y8y–y4()y(I

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

Çàäàíèå 2.3

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ Ëåæàíäðà èññëåäóéòå íà ýêñòðåìóì ñëåäóþùèé
ôóíêöèîíàë:

∫ ==+=
2

1

2122 .8)2(y,1)1(y;dx)y12yx()y(I

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________
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3. Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ óïðàæíåíèÿ òðåíèíãà íà óìåíèå ¹3.

Çàäàíèå

Îöåíèòå ýôôåêòèâíîñòü íàïðàâëåííîãî ïåðåáîðà â äèíàìè÷åñêîì
ïðîãðàììèðîâàíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì ïåðåáîðîì íà çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåñóðñîâ, ãäå n � ÷èñëî ïîëó÷àòåëåé ðåñóðñîâ è b � êîëè÷åñòâî âèäîâ ðåñóðñîâ.

Çàäàíû: n = 5 è b = 20.

Ðåøåíèå

Ïðåäâàðèòåëüíî çàïîëíèòå òàáëèöó, ïîäîáðàâ ê êàæäîìó àëãîðèòìó
êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå èç äàííîé ñèòóàöèè.

¹

ï/ï

Àëãîðèòìû Êîíêðåòíîå ñîîòâåòñòâèå äàííîé ñèòóà-
öèè ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó

1 Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî âû-
÷èñëåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ

êîìáèíàöèé çíà÷åíèé ðå-
ñóðñîâ ïðè ïðÿìîì ïåðåáî-
ðå

1. Èñêîìîå êîëè÷åñòâî âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå:

10626
234

21222324

)!1–n(!b

)!1–bn(
C8

1–bn =
⋅⋅

⋅⋅⋅=+=+

(âû÷èñëåíèé).

2 Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî âû-

÷èñëåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ

êîìáèíàöèé çíà÷åíèé ðå-

ñóðñîâ ïðè íàïðàâëåííîì
ïåðåáîðå (â äèíàìè÷åñêîì

ïðîãðàììèðîâàíèè)

2. Èñêîìîå êîëè÷åñòâî âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå:

9455
2

214
520n

2

)1b()1–n(
nb =+



 ⋅+=+



 +⋅+

(âû÷èñëåíèé).

3 Îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíîñòü

íàïðàâëåííîãî ïåðåáîðà ïî

ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì â %

3. Âû÷èñëÿåì ýôôåêòèâíîñòü:

Ýä.ï.= %.9
10626

100945 ≈⋅  Ò.å. îáúåì âû÷èñëå-

íèé â äèíàìè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè

ñîñòàâëÿåò îêîëî 9% îò îáúåìà âû÷èñëå-
íèé ïðè ïðÿìîì ïåðåáîðå.

Ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùèå çàäàíèÿ:

Çàäàíèå 3.1
Îöåíèòå ýôôåêòèâíîñòü íàïðàâëåííîãî ïåðåáîðà â äèíàìè÷åñêîì

ïðîãðàììèðîâàíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì ïåðåáîðîì, åñëè ÷èñëî ïîëó÷àòåëåé
ðåñóðñîâ n = 6, à êîëè÷åñòâî âèäîâ ðåñóðñîâ b = 25.

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________
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Çàäàíèå 3.2
Îöåíèòå ýôôåêòèâíîñòü íàïðàâëåííîãî ïåðåáîðà â äèíàìè÷åñêîì

ïðîãðàììèðîâàíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì ïåðåáîðîì, åñëè ÷èñëî ïîëó÷àòåëåé
ðåñóðñîâ n = 8, à êîëè÷åñòâî âèäîâ ðåñóðñîâ b = 20.
________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

Çàäàíèå 3.3
Îöåíèòå ýôôåêòèâíîñòü íàïðàâëåííîãî ïåðåáîðà â äèíàìè÷åñêîì

ïðîãðàììèðîâàíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì ïåðåáîðîì, åñëè ÷èñëî ïîëó÷àòåëåé
ðåñóðñîâ n = 10, à êîëè÷åñòâî âèäîâ ðåñóðñîâ b = 25.
________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________
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