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1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ

Ïóñòü èìååòñÿ ïÿòü ÷åëîâåê, ïðè ýòîì çà ãîä õîòÿ áû îäèí èç íèõ òåðÿ-
åò íåîáõîäèìóþ âåùü (íàïðèìåð òåëåâèçîð) ñòîèìîñòüþ 10 åäèíèö. Äîõîä
êàæäîãî èç íèõ 3 åäèíèöû, è îíè ðàñõîäóþòñÿ çà ãîä. Åñëè íå ïîìîãàòü
äðóã äðóãó, ÷åðåç 5 ëåò âñå îñòàíóòñÿ áåç òåëåâèçîðà. Äëÿ òîãî ÷òîáû èìåòü
âîçìîæíîñòü âîçìåñòèòü óùåðá îò ïîòåðè âëàäåëüöó òåëåâèçîðà, íóæíî ñî-
áðàòü ñ êàæäîãî ïî 2 åäèíèèèöû (â èòîãå 10 åäèíèö) è âðó÷èòü èõ ïîñòðà-
äàâøåìó äëÿ ïîêóïêè íîâîãî òåëåâèçîðà. Ýòà ïðîöåäóðà ñáîðà ñðåäñòâ äëÿ
âîçìåùåíèÿ óùåðáà è ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì äîãîâîðîì ñòðàõîâàíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè èìååòñÿ âñåãî îäèí ÷åëîâåê, òî äëÿ âîçìåùåíèÿ óùåðáà

åìó ñàìîìó íóæíî 10 åäèíèö, ÷åãî ó íåãî íåò. Äëÿ äâóõ è äëÿ òð¼õ ÷åëîâåê
ýòà ñõåìà òîæå íå ðàáîòàåò. Íóæíî êàê ìèíèìóì ÷åòûðå ÷åëîâåêà, ÷òîáû
ñîáðàòü íåîáõîäèìûå 10 åäèíèö. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü ñóùíîñòü ýòîé
ïðîöåäóðû ñòðàõîâàíèÿ, íåîáõîäèìî äåòàëüíî ïðîàíàëèçèðîâàâ ñèòóàöèþ,
âûÿâèòü ìîìåíòû, åå îïðåäåëÿþùèå, è ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü,
ïîçâîëÿþùóþ îñóùåñòâèòü òî÷íûå ðàñ÷¼òû.
Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî â ýòîé ïðîöåäóðå ñòðàõîâàíèÿ èìåþòñÿ äâà

ñóáúåêòà: òîò êòî äà¼ò äåíüãè, ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü âîçìåùåíèå â ñëó-
÷àå áåäû, è òîò, êòî ýòè äåíüãè ñîáèðàåò, à ïîòîì âîçìåùàåò óùåðá. Ïåð-
âûé íàçûâàåòñÿ êëèåíòîì (ñòðàõîâàòåëåì), âòîðîé ñòðàõîâîé êîìïàíèåé
(ñòðàõîâùèêîì). Ïåðâûé ïëàòèò êîìïàíèè ñóììó p, íàçûâàåìóþ ñòðàõîâîé
ïðåìèåé, âòîðîé âûïëà÷èâàåò ñóììó b, íàçûâàåìóþ ñòðàõîâîé âûïëàòîé, â
ñëó÷àå áåäû, èëè íå ïëàòèò íè÷åãî (ïëàòèò 0), åñëè íè÷åãî íå ñëó÷èëîñü.
Êðîìå äâóõ ñóáúåêòîâ ýòîé ïðîöåäóðû, èìååòñÿ åù¼ ñëó÷àé, îò êîòîðîãî
çàâèñèò, ïëàòèòü èëè íå ïëàòèòü êëèåíòó. Ýòîò ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ ñòðàõî-
âûì ñëó÷àåì, è èìåííî îí ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì ñòðàõîâàíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, èíäèâèäóàëüíûé äîãîâîð ñòðàõîâàíèÿ ñâÿçûâàåò êëèåí-

òà, ñòðàõîâóþ êîìïàíèþ è ñëó÷àé, íàçîâ¼ì åãî A, â çàâèñèìîñòè îò êîòîðîãî
êîìïàíèÿ ïëàòèò b èëè 0 êëèåíòó, à êëèåíò âñåãäà ïëàòèò p êîìïàíèè.
Âîçíèêàåò âîïðîñ, ñêîëüêî áðàòü ñ êëèåíòà, ÷òîáû âûïëàòèòü åìó êîì-

ïåíñàöèþ çà óùåðá? Âåðí¼ìñÿ ê íàøåìó ïðèìåðó. Åñëè èçâåñòíî òî÷íî,
÷òî ëîìàåòñÿ òîëüêî 1 òåëåâèçîð â ãîä, òî ÿñíî, ÷òî p = 2. Íî ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ìîãóò ñëîìàòüñÿ áîëüøå, ÷åì 1 òåëåâèçîð. Åñëè èõ áóäåò 2, òî
íåîáõîäèìî ñîáèðàòü ïî 4 åäèíèöû, åñëè 3, òî ïî 6 åäèíèö è òàê äàëåå.
Ïóñòü ìîãóò ñëîìàòüñÿ íå áîëåå äâóõ, äà è òî äâà ëîìàþòñÿ ðàç â 100 ëåò.
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Òîãäà ðàçóìíî áðàòü ïî 2 åäèíèû, òàê êàê ñêîðåå âñåãî äâà íå ñëîìàþòñÿ.
Ïðàâäà, åñëè ñëîìàþòñÿ, òî òîãäà êëèåíò îñòàíåòñÿ áåç òåëåâèçîðà. Åñëè
æå äâà ëîìàþòñÿ 99 ðàç â 100 ëåò, òî íàäî áðàòü áîëüøå, ÷åì ïî äâå åäèíè-
öû ñ êëèåíòà. Íà ýòîì ïðèìåðå âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà ïðåìèè p ñóùåñòâåííî
çàâèñèò îò âåðîÿòíîñòè (÷àñòîòû) ñ êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñëó÷àé A. Èòàê,
ìû ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðèøëè ê ïîíÿòèÿì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. À èìåííî,
íàì íóæíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ïîðîæäàåò ñëó÷àé A.
Â æèòåéñêîì ñìûñëå, ñòðàõîâîé ñëó÷àé ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïà-

íèè ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì èñõîäîâ, â çàâèñèìîñòè îò êîòîðûõ âûïëà÷èâàåòñÿ
òà èëè èíàÿ ñóììà. Ïîýòîìó ðàçóìíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî èñõîäîâ
ïî äîãîâîðó ñ êëèåíòîì, îáîçíà÷èì åãî íîìåðîì i, ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì
ìíîæåñòâîì Ωi, ñîñòîÿùèì èç ìíîæåñòâà èñõîäîâ ω, ïðèðîäà êîòîðîãî ïî-
êà íå âàæíà. Äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî ñ÷èòàòü ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íûì, òàê
÷òî Ωi = {ω1, . . . , ωni}, ãäå ni íåêîòîðîå ÷èñëî. Â çàâèñèìîñòè îò èñõîäà
ω ∈ Ωi êîìïàíèÿ ïëàòèò êëèåíòó ÷èñëîâóþ âåëè÷èíó Xi(ω). Ïðè ýòîì âå-
ëè÷èíà âûïëàòû ìîæåò áûòü ðàçíîé (èç îáëàñòè çíà÷åíèÿ îïðåäåë¼ííîé
íà Ωi ôóíêöèè Xi(ω)).
Â îñíîâó èäåàëüíîãî âçàèìîîòíîøåíèÿ êëèåíòà è êîìïàíèè (íà äåëå âñå

íåñêîëüêî ñëîæíåå) ïîëîæåí ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè: êëèåíòû ïëàòÿò
êîìïàíèè ñòîëüêî æå, ñêîëüêî êîìïàíèÿ ïëàòèò êëèåíòàì, òî åñòü âñÿ ñóì-
ìà ñîáðàííûõ êîìïàíèåé ïðåìèé èä¼ò íà âûïëàòû êëèåíòàì ïî çàêëþ÷¼í-
íûì äîãîâîðàì.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìïàíèè íå èìååò çíà÷åíèÿ, ñêîëüêî ïëàòèò êîíêðåòíûé

êëèåíò. Ñ òî÷êè çðåíèÿ êëèåíòà ýòî êàê ðàç è âàæíî. Çàìåòèì, ÷òî ïðåìèÿ
âíîñèòñÿ êëèåíòîì ïîä äîãîâîð, òî åñòü ñíà÷àëà äîãîâîð (ñêîëüêî êëèåíò
õî÷åò ïîëó÷èòü â ñòðàõîâîì ñëó÷àå), çàòåì ïðåìèÿ.
Îäèí èç ïðèíöèïîâ íàçíà÷åíèÿ ïðåìèè çà äîãîâîð - òîò æå ïðèíöèï ýê-

âèâàëåíòíîñòè: êëèåíò ïëàòèò ïðåìèþ â ðàçìåðå ñòðàõîâîé âûïëàòû. Íî
âûïëàòà - âåëè÷èíà ìíîãîçíà÷íàÿ, ýòà ôóíêöèÿ Xi(ω) íà Ωi, à ïðåìèÿ âå-
ëè÷èíà îäíîçíà÷íàÿ. Ïîýòîìó ëîãè÷íî ãîâîðèòü ëèøü î ñðåäíåé âåëè÷èíå
âûïëàòû Xi(ω).
Ïðèìåð. Ïóñòü X(ω) ïðèíèìàåò ëèøü äâà çíà÷åíèÿ: b1 è b2. Äëÿ òîãî

÷òîáû ãîâîðèòü î ñðåäíåì çíà÷åíèè X(ω), íóæíî çíàòü âåðîÿòíîñòè p1 è p2,
ñ êîòîðûìè ïðèíèìàþòñÿ çíà÷åíèÿ b1 è b2 cîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñðåäíåå
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çíà÷åíèå EX ôóíêöèè X(ω) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

EX = b1p1 + b2p2.

Çàìå÷àíèå. Â ýòîì ïðèìåðå Ω ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ: ω1 è ω2. È
X(ω1) = b1, X(ω2) = b2. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü èñõîäà ω1 ðàâíà p1, à èñõîäà
ω2 ðàâíà p2.
Íà ýòîì ïðèìåðå âèäíî, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ X(ω) â

îáùåì ñëó÷àå íà Ω íàäî çàäàòü âåðîÿòíîñòü P , ÷èñëîâóþ âåëè÷èíó, îïðåäå-
ë¼ííóþ íà íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè Σ (σ-àëãåáðå) ïîäìíîæåñòâ Ω. Â ýòîì
ñëó÷àå ñðåäíåå çíà÷åíèå û X(ω) îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì EX =

∫
Ω

X(ω)dP (ω) ,
ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â Ëåáåãîâñêîì ñìûñëå. Íàïîìíèì, ÷òî ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ èçìåðèìàÿ (îòíîñèòåëüíî (σ-àëãåáðû Σ) ôóíêöèÿ
X(ω).
Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà Ωi = {ω1, ..., ωni

} (ò. å. Ωi� êîíå÷íûå
ìíîæåñòâà) ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àé ωk ∈ Ωi ïðîèñõîäèò ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ pi(ωk). Òîãäà äëÿ ôóíêöèè Xi: Xi(ωk) = bk,i ñðåäíåå çíà÷åíèå
EXi =

∑ni

k=1 bk,iP
i(ωk). Ïðè ýòîì îá èçìåðèìîñòè X(ω), σ- àëãåáðå Σ, èíòå-

ãðàëàõ Ëåáåãà ãîâîðèòü íå ïðèõîäèòñÿ, ÷òî óïðîùàåò èçëîæåíèå. Âåëè÷èíà
p̄i = EXi íàçûâàåòñÿ íåòòî-ïðåìèåé ïî äîãîâîðó i.
Òàêèì îáðàçîì, êîìïàíèÿ, çàêëþ÷èâ äîãîâîð ñ êëèåíòîì i î âûïëàòå

Xi(ω) â îáìåí íà ïðåìèþ p̄i, ñîáèðàåò êàïèòàë U =
∑N

i=1 p̄i, ãäå N - ÷èñëî
êëèåíòîâ, è ñîáèðàåòñÿ íà÷èíàòü âûïëàòû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàê ðàçóìíî
óñòðîåííàÿ êîìïàíèÿ ïðîãîðèò ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ. Íèæå ìû çàéì¼ì-
ñÿ âûÿñíåíèåì ïðè÷èí ýòîãî. Äëÿ ýòîãî ìû äàäèì òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ, ïî-
ñòðîèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñòðàõîâîãî äåëà è ïðîâåä¼ì êîëè÷åñòâåí-
íûé àíàëèç ýòîãî äåëà. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

2 Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Ïóñòü Ω = {w} � êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû.
Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ωi (èñõîäà) ýòîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëåíî ÷èñëî
P (ωi) ≥ 0, íàçûâàåìîå âåðîÿòíîñòüþ ýòîãî ýëåìåíòà, òàê ÷òî Σ∞

i=1P (ωi) = 1.
Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà A (ñîáûòèÿ) èç Ω åãî âåðîÿòíîñòü
P (A) ôîðìóëîé P (A) =

∑
ωi∈A P (ωi).
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Òîãäà íà ñîâîêóïíîñòè Σ âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω îïðåäåëåíà
íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ P (A), A ∈ Σ, ïðè÷åì ñîîòíîøåíèå P (∪Ai) =∑

i P (Ai), Ai ∩ Aj = ∅ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé (êîíå÷íîé èëè, ñ÷åò-
íîé) ñîâîêóïíîñòè ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ. Ïðè ýòîì P (Ω) = 1,
P (∅) = 0.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Òðîéêà (Ω, Σ, P ) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì. Ýëåìåíòû w ìíîæåñòâà Ω íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè
ñîáûòèÿìè, ïîäìíîæåñòâà A èç Ω, ïðèíàäëåæàùèå Σ, íàçûâàþò ñëó-
÷àéíûìè ñîáûòèÿìè, à ÷èñëî P (A) äëÿ A ∈ Σ íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ
ñîáûòèÿ A.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü A,D ∈ Σ. Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ P (A/D)

ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâíîì íàñòóïëåíèè ñîáûòèÿ D íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

P (A/D) = P (AD)/P (D). (2.0.1)

Â íàøåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íàçâàòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ïðîçâîëüíóþ
ôóíêöèþ X(w) íà Ω.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé,
åñëè îíà ïðèíèìàåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî çíà÷åíèé x1, x2, . . . xn, . . ..

Î÷åâèäíî, ÷òî íàøåì ñëó÷àå ëþáàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ äèñ-
êðåòíîé.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Òàáëèöà âèäà

x1 x2 . . . xn . . .

p1 p2 . . . pn . . .
(2.0.2)

íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Çäåñü pk = P (w :

X(w) = xk).

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (t) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X(w) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííàÿ ïðè t ∈ R1 ôóíêöèÿ

F (t) = P{w : X(w) ≤ t}. (2.0.3)

Îòìåòèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:
1. 0 ≤ F (t) ≤ 1;
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2. F (t) íåïðåðûâíà ñïðàâà, òî åñòü lim
t→+t0

F (t) = F (t0) äëÿ ëþáîãî t0 ∈ R1,
lim

t→+∞
F (t) = 1, lim

t→−∞
F (t) = 0;

3. F (t) íåóáûâàþùàÿ ïî t ôóíêöèÿ.
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (t) äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X áó-

äåò êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé, èìåþùåé ñêà÷êè âåëè÷èíîé pk â òî÷êàõ t = xk.
Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X(w) î÷åíü âàæíûì ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå õà-

ðàêòåðèñòèêè, õàðàêòåðèçóþùèå åå â ñðåäíåì. Ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå � åå ñðåäíåå çíà÷åíèå íà Ω è äèñïåðñèÿ � ñðåäíåå îòêëîíåíèå X(w) îò
åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X cïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

E(X) =
+∞∑
i=1

xipi, (2.0.4)

D(X) =
+∞∑
i=1

(xi − E(X))2pi, (2.0.5)

D(X) =
+∞∑
i=1

(xi)
2pi −

(
+∞∑
i=1

xipi

)2

. (2.0.6)

3 Îñíîâû ñòðàõîâàíèÿ

3.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.1. Èíäèâèäóàëüíûì äîãîâîðîì ñòðàõîâàíèÿ íàçûâà-
åòñÿ òðîéêà (Ω, X, p). Çäåñü Ω íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî,
X : Ω → R1 - ôóíêöèÿ, à p - ÷èñëî.

Ìíîæåñòâî Ω îïèñûâàåò èñõîäû ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ. Âñþäó íèæå ìû ñ÷è-
òàåì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî Ω ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.
Òàê êàê Ω ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ êàæäîãî èñõîäà ωi îïðåäåëåíî ÷èñëî P (ωi), íàçûâàåìîå âåðîÿòíîñòüþ
ýòîãî èñõîäà.
Ôóíêöèÿ X(ωi) çàäà¼ò âåëè÷èíó ñòðàõîâîé âûïëàòû â ñëó÷àå èñõîäà ωi,

à p - âåëè÷èíó ñòðàõîâîé ïðåìèè.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ôóíêöèÿ X(ωi) íàçûâàåòñÿ ñòðàõîâîé âûïëàòîé,
÷èñëî p - ñòðàõîâîé ïðåìèåé.
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Îïðåäåëåíèå 3.3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

L(ω) = X(ω)− p (3.1.7)

íàçûâàåòñÿ ïîòåðåé êîìïàíèè íà èíäèâèäóàëüíîì äîãîâîðå (Ω, X, p).

Îïðåäåëåíèå 3.4. ×èñëî

p̄ = EX =
n∑

k=1

bkpk, bk ≡ X(ωk) (3.1.8)

íàçûâàåòñÿ íåòòî-ïðåìèåé èíäèâèäóàëüíîãî äîãîâîðà (Ω, X, p).

Èç (3.1.7) è (3.1.8) âûòåêàåò, ÷òî åñëè p = p̄, òî

EL(ω) = 0, (3.1.9)

ò. å. ïîòåðÿ êîìïàíèè íà èíäèâèäóàëüíîì äîãîâîðå (Ω, X, p̄) ðàâíà íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ñòðàõîâîé êîìïàíèåé íàçûâàåòñÿ íàáîð N èíäè-
âèäóàëüíûõ äîãîâîðîâ ñòðàõîâàíèÿ (Ωi, Xi, pi), i = 1, ..., N .

Îïðåäåëåíèå 3.6. ×èñëî

U =
N∑

i=1

pi (3.1.10)

íàçûâàåòñÿ êàïèòàëîì êîìïàíèè.

Äëÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè âàæíûì ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ìíîæåñòâà (Ωi ñî-
ñòîÿíèé ω, â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ âñå êëèåíòû. Ïóñòü âåðîÿòíîñòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî Ω = Ω1 × ... × ΩN =, {ω =(ω1, ..., ωN), ωi∈ Ωi = {ωi

1, ..., ω
i
ni
}}.

Âåðîÿòíîñòü P (ω) èñõîäà ω îïðåäåëÿåòñÿ êàê

P (ω) =
N∏

i=1

Pi(ω
i). (3.1.11)

Ðàññìîòðèì íà Ω ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

S(ω) = X1(ω
1) + ... + XN(ωN). (3.1.12)

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà S(ω) íàçûâàåòñÿ îáÿçàòåëü-
ñòâîì êîìïàíèè.
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Îïðåäåëåíèå 3.8. ×èñëà

R = P (ω : S(ω) > U), Q = P (ω : S(ω) ≤ U) (3.1.13)

íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âåðîÿòíîñòüþ ðàçîðåíèÿ è íåðàçîðåíèÿ
êîìïàíèè.

ßñíî, ÷òî R + Q = 1. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè áîëüøèõ N ïîäñ÷èòàòü R è
Q ñëîæíî, ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ èíñòðóìåíòàìè òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé.

3.2 Ðàñ÷åò âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ

Òî÷íûé ðàñ÷åò âåëè÷èíû R ìîæíî ïðîèçâåñòè, åñëè èçâåñòíû õàðàêòåðè-
ñòèêè âåëè÷èíû Xi(wi). Îäíàêî ýòè âû÷èñëåíèÿ î÷åíü ãðîìîçäêè (ñì. êóðñ
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé). Íà ïðàêòèêå ïðè áîëüøèõ N èìåþòñÿ ïðîñòûå ïðè-
áëèæåííûå ôîðìóëû, îñíîâàííûå íà ñëåäóþùåì ôàêòå.

Òåîðåìà 3.1. Ïðè áîëüøèõ N ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè äëÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F̃ (x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

S̃ =
S − E(S)√

D(S)
(3.2.14)

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

F̃ (x) ≈ Φ(x) =
1√
2π

x∫

−∞
e−t2/2dt. (3.2.15)

Ìû íå áóäåì âûÿñíÿòü óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà ýòà ôîðìóëà
(ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó [3]), çàìåòèì ëèøü, ÷òî äëÿ íîðìèðîâàííîé ñ.â. (ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî E(S) = 0 è D(S) = 1) ôîðìóëà (3.2.15) îçíà÷àåò ïî÷òè
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íèæå âñþäó ñ÷èòàåì, ÷òî (3.2.15) âûïîëíåíî.
Èç ôîðìóë (3.2.14) è (3.2.15)ñëåäóåò, ÷òî

Q = P (w : S ≤ U) ≈ Φ

(
U − E(S)√

D(S)

)
. (3.2.16)

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê S(w) ≤ U ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ
S(w)− E(S)√

D(S)
≤ U − E(S)√

D(S)
,
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òî

P (w : S(w) ≤ U) = P

(
w :

S(w)− E(S)√
D(S)

≤ U − E(S)√
D(S)

)
≈ Φ

(
U − E(S)√

D(S)

)

â ñèëó (3.2.14) è (3.2.15).
Âåëè÷èíà (3.2.16) îçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü Q íåðàçîðåíèÿ êîìïàíèè.
Èñõîäÿ èç (3.2.16), ìîæíî âñåãäà ïîäñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ

êîìïàíèè, åñëè èçâåñòåí êàïèòàë êîìïàíèè è çàäàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
S.
Ìîæíî ðåøèòü äðóãóþ çàäà÷ó: äëÿ çàäàííîé âåëè÷èíû Q íåðàçîðåíèÿ

êîìïàíèè îïðåäåëèòü âåëè÷èíó U êàïèòàëà, îáåñïå÷èâàþùåãî ýòó âåðîÿò-
íîñòü íåðàçîðåíèÿ. Äëÿ ýòîãî, ïîëàãàÿ Q = 1 − R, R ∈ (0, 1) è R ìàëî,
îïðåäåëÿþò ñíà÷àëà xR êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Φ(xR) = 1 − R. Ðåøåíèå
xR óðàâíåíèÿ Φ(xR) = 1−R íàçûâàåòñÿ êâàíòèëüþ ÷èñëà R.
Çàòåì, ïîëüçóÿñü (3.2.14), âûïèñûâàþò ñîîòíîøåíèå

Q = P (w : S(w) ≤ U) ≈ Φ

(
U − E(S)√

D(S)

)
= Φ(xR).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ïðèðàâíèâàÿ àðãóìåíòû, ïîëó÷àåì, ÷òî

U = xR

√
D(S) + E(S). (3.2.17)

3.3 Ïðèíöèïû íàçíà÷åíèÿ ñòðàõîâûõ ïðåìèé

Ïóñòü êàïèòàë U êîìïàíèè ñêëàäûâàåòñÿ èç ïîëó÷åííûõ îò êëèåíòîâ ïðå-
ìèé. Åñëè ñîáëþäàòü ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè, ñóììàðíàÿ âåëè÷èíà ïðå-
ìèé, îïðåäåëåííûõ êàê íåòòî-ïðåìèÿ ïî ôîðìóëå (3.1.8), è ñîñòàâèò êàïè-
òàë êîìïàíèè, ïîñêîëüêó

U =
N∑

i=1

E(Xi) = E

(
N∑

i=1

Xi

)
= E(S). (3.3.18)

Ïóñòü ñíà÷àëà ïðåìèÿ ïî êàæäîìó äîãîâîðó ÿâëÿåòñÿ íåòòî-ïðåìèåé, ò.å.
pi = p̄i = E(Xi). Òîãäà êàïèòàë U =

∑N
i=1 E(Xi) = E

(∑N
i=1 Xi

)
= E(S).

Èç (3.2.16) ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

Q ≈ Φ

(
U − E(S)√

D(S)

)
= Φ

(
E(S)− E(S)√

D(S)

)
= Φ(0) = 1/2.
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Â ýòîì ñëó÷àå R ≈ 1/2.
Ýòî î÷åíü áîëüøàÿ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ. Äåëî çäåñü â òîì, ÷òî íåñìîò-

ðÿ íà îäèíàêîâûå òðàòû êëèåíòà è êîìïàíèè, êëèåíò íè÷åì íå ðèñêóåò, à
êîìïàíèÿ ïðè ýòîì ìîæåò íå ñïðàâèòüñÿ ñ âûïëàòîé ñòðàõîâêè. Ïîýòîìó
ñòðàõîâàÿ ïðåìèÿ âñåãäà âêëþ÷àåò íàäáàâêó li ê íåòòî-ïðåìèè p̄i, èìåííî

pi = p̄i + li = EXi + li. (3.3.19)

Îïðåäåëèâ ÷åðåç

l =
N∑

i=1

li (3.3.20)

ñóììàðíóþ íàäáàâêó ïî âñåì äîãîâîðàì, ïîëó÷àåì, ÷òî êàïèòàë êîìïàíèè

U = E(S) + l. (3.3.21)

Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè

R = 1− P (S ≤ U) = 1− P (S < E(S) + l) ≈ 1− Φ

(
l√

D(S)

)
. (3.3.22)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî l/
√

D(S) = xR, èëè

l = xR

√
RD(S). (3.3.23)

Òàêèì îáðàçîì, (3.3.23) äàåò ñóììàðíóþ âåëè÷èíó íàäáàâêè, îáåñïå÷èâà-
þùóþ çàäàííóþ âåëè÷èíó Q = 1−R íåðàçîðåíèÿ êîìïàíèè.
Âåëè÷èíó l òåïåðü íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü ïî äîãîâîðàì. Íàïðèìåð, ìîæíî

ïîëîæèòü
li = kE(X)i, (3.3.24)

ò.å. íàäáàâêó ñ÷èòàòü ïðîïîðöèîíàëüíîé óáûòêó. Òîãäà èç (3.3.20) è (3.3.24)
ñëåäóåò, ÷òî k

∑
E(Xi) = kE(S) = l. Ïîýòîìó, â ñèëó (3.3.23)

k = xR

√
D(S)/E(S). (3.3.25)

Ìîæíî âåëè÷èíó li îïðåäåëèòü êàê

li = kD(Xi) (3.3.26)

ò.å. íàäáàâêó ñ÷èòàòü ïðîïîðöèîíàëüíîé äèñïåðñèè, èëè

li = k
√

D(Xi). (3.3.27)
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Â ïåðâîì ñëó÷àå
k = xR/

√
D(S), (3.3.28)

âî âòîðîì -

k = xR

√
D(S)/

N∑
i=1

√
D(Xi). (3.3.29)

Äî ñèõ ïîð ìû íèãäå íå ó÷èòûâàëè ôàêòîð âðåìåíè. Ðàññìàòðèâàåìûå
âûøå äîãîâîðà ñòðàõîâàíèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü êðàêîñðî÷íûìè.
Ïðè ó÷åòå ôàêòîðà âðåìåíè ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü, âî-ïåðâûõ, èçìåíå-

íèå ñòîèìîñòè äåíåã ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, à âî-âòîðûõ, òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî ñàì ñòðàõîâîé ñëó÷àé òîæå ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè. Ïåðåä òåì, êàê
çàíÿòüñÿ äîëãîñðî÷íûì ñòðàõîâàíèåì, ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âîïðîñû,
ñâÿçàííûå ñ òåîðèå ïðîöåíòíûõ ñòàâîê.

4 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè

4.1 Îáùèå ïîëîæåíèÿ

Âñåì õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïîìåùåííàÿ ïðè t = 0 â áàíê ñóììà S(0) ðàñòåò
è ïðåâðàùàåòñÿ â ñóììó S(t) â ìîìåíò âðåìåíè t > 0. Âèä ýòîé ôóíêöèè
ìîæåò áûòü ñàìûì ðàçíîîáðàçíûì è îïðåäåëÿåòñÿ áàíêîì. Îáû÷íî îïðå-
äåëÿþò ôóíêöèþ C(t) òàêóþ, ÷òî C(0) = 1 è S(t) = S(0)C(t). Òî åñòü,
C(t) îçíà÷àåò, âî ÷òî ïðåâðàòèëàñü â ìîìåíò âðåìåíè t > 0 îäíà óñëîâíàÿ
äåíåæíàÿ åäèíèöà (ó.å.), âçÿòàÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé áàíêîâñêèé ñ÷åò îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé (ñâî-

åé) ôóíêöèåé C(t). Ìû ýòó ôóíêöèþ C(t) è áóäåì íàçûâàòü áàíêîâñêèì
ñ÷åòîì.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Áàíêîâñêèì ñ÷åòîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ C(t) ≥ 0,
îïðåäåëÿþùàÿ ñòîèìîñòü îäíîé äåíåæíîé åäèíèöû âî âðåìÿ t ∈ [0, +∞).

Â çàâèñèìîñòè îò îáñòîÿòåëüñòâ, ïîâåäåíèå C(t) ìîæåò áûòü ñàìûì ðàç-
íîîáðàçíûì. Íàèáîëåå ïðîñòûå è âàæíûå ôóíêöèè C(t) èìåþò âèä:

C(t) = (1 + ti), (4.1.1)

C(t) = (1 + i)t, (4.1.2)
ãäå i > 0. Ïðè ýòîì ïåðâàÿ çàâèñèìîñòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì ïðîöåíòîì, à
âòîðàÿ çàâèñèìîñòü íàçûâàåòñÿ ñëîæíûì ïðîöåíòîì.
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Äëÿ íàñ â äàëüíåéøåì èíòåðåñ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü âòîðàÿ çàâèñèìîñòü.
×àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ñðàâíèâàòü äåíåæíûå âåëè÷èíû, âçÿòûå

â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ñóììà S(t1), âçÿòàÿ â ìîìåíò t1, è ñóììà S(t2),
âçÿòàÿ â ìîìåíò t2, íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñ÷å-
òà C(t), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñóììà S(0), ÷òî S(t1) = S(0)C(t1) è
S(t2) = S(0)C(t2).

Îïðåäåëåíèå 4.3. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñóììû S(t2), âçÿòîé â ìîìåíò
t2, ýêâèâàëåíòíîé ñóììå S(t1), âçÿòîé â ìîìåíò t1, t1 < t2, íàçûâàåòñÿ
çàäà÷åé íàðàùåíèÿ ñóììû S(t1) ê ìîìåíòó t2. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñóììû
S(t1), âçÿòîé â ìîìåíò t1, ýêâèâàëåíòíîé ñóììå S(t2), âçÿòîé â ìîìåíò
t2, t1 < t2, íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé äèñêîíòèðîâàíèÿ ñóììû S(t2) ê ìîìåíòó
t1.

4.2 Òåîðèÿ ñëîæíûõ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ñëîæíûì ïðîöåíòîì íàçûâàåòñÿ áàíêîâñêèé
ñ÷åò, îïðåäåëÿåìûé ôóíêöèåé

C(t) = (1 + i)t. (4.2.1)

Îïðåäåëåíèå 4.5. ×èñëî i íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé ïðîöåíòíîé
ñòàâêîé.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0, 1], çà êîòîðûé 1 ó.å.
ïðåâðàùàåòñÿ â 1 + i, íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì êîíâåðñèè.

Ôîðìóëà (4.2.1) îçíà÷àåò, ÷òî îäíà äåíåæíàÿ åäèíèöà ïðè t = 0 ýêâèâà-
ëåíòíà (1 + i)t ïðè t > 0. Äðóãàÿ ôîðìóëà áàíêîâñêîé ñòàâêè (4.2.1) èìååò
âèä

C(t) = eδt, δ = ln(1 + i). (4.2.2)

Îïðåäåëåíèå 4.7. ×èñëî δ = ln(1 + i) íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ
ïðîöåíòíîé ñòàâêè i.

Äëÿ ñëîæíîãî áàíêîâñêîãî ïðîöåíòà çàäà÷à íàðàùåíèÿ ðåøàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ âûòåêàþùèõ èç (4.2.1) ôîðìóë

S(t2) = (1 + i)(t2−t1)S(t1), (4.2.3)
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S(t2) = eδ(t2−t1)S(t1). (4.2.4)
Ñîîòâåòñòâåííî, çàäà÷à äèñêîíòèðîâàíèÿ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

S(t1) = (1 + i)−(t2−t1)S(t2), (4.2.5)

S(t1) = e−δ(t2−t1)S(t2). (4.2.6)

Îïðåäåëåíèå 4.8. ×èñëî

v = (1 + i)−1 (4.2.7)

íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì äèñêîíòèðîâàíèÿ (äëÿ ïðîöåíòíîé ñòàâêè
i).

Î÷åâèäíî, ÷òî
i =

1− v

v
. (4.2.8)

Ôîðìóëû (4.2.5) (4.2.6) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå

S(t1) = v(t2−t1)S(t2). (4.2.9)

Â ðàññ÷åòàõ ÷àñòî èìåþò äåëî ñî âðåìåíåì t1 = 0 è t2 = t. Òîãäà, åñëè
èìååòñÿ ñóììà S(0) â ìîìåíò t1 = 0, åå íàðàùåííàÿ ñòîèìîñòü â ìîìåíò
t > 0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

S(t) = (1 + i)tS(0). (4.2.10)

Íàîáîðîò, åñëè èìååòñÿ ñóììà S(t) â ìîìåíò âðåìåíè t > 0, òî åå ïðèâå-
äåííàÿ ñòîèìîñòü S(0) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

S(0) = vtS(t). (4.2.11)

Îïðåäåëåíèå 4.9. Ýôôåêòèâíîé ñòàâêîé äèñêîíòèðîâàíèÿ
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

d =
i

1 + i
= iv. (4.2.12)

Ñìûñë d - ýòî âûïëàòà â ìîìåíò t = 0 ýêâèâàëåíòíîé âåëè÷èíû äëÿ
ïðîöåíòîâ i, íàáåæàâøèõ çà ãîä íà 1 äåíåæíóþ åäèíèöó (ïðîöåíòû âïåðåä).
Ðàçîáüåì îòðåçîê [0,1] íà m ÷àñòåé [0, 1

m , 2
m , ..., m−1

m ]. Âûáåðåì çà åäèíèöó
âðåìåíè [0, 1

m ] è áóäåì íà 1 ó.å. íà÷èñëÿòü ïðîöåíòû i(m) â ìîìåíò 1/m. Ýòà
ïðîöåäóðà ïîðîæäàåò áàíêîâñêèé ñ÷åò

C1(τ) = (1 + i(m)
∗ )τ (4.2.13)
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ñ ýôôåêòèâíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêîé i
(m)
∗ è ïåðèîäîì êîíâåðñèè 1/m. Åñëè

ìû âîçüìåì âðåìÿ t, òî ïî áàíêîâñêîìó ñ÷åòó (4.2.1) ñîâðåìåííàÿ ñòîèìîñòü
1 ó.å. ðàâíà C(t) = (1 + i)t. Åñëè ìû âîçüìåì íîâûé ñ÷åò C1(t) ñ ïåðèîäîì
êîíâåðñèè 1

m è ñòàâêîé i
(m)
∗ , òî íà ïðîìåæóòêå [0, t] ïðîìåæóòîê êîíâåðñèè

[0, 1
m ] óêëàäûâàåòñÿ tm ðàç, è ñòîèìîñòü 1 ó.å. â ìîìåíò t ïî íîâîìó ñ÷åòó

ðàâíà C1(mt) = (1 + i
(m)
∗ )mt. Îïðåäåëèì i

(m)
∗ òàê, ÷òîáû íà÷èñëåííàÿ ïî

íîâîìó è ñòàðîìó ñ÷åòó ñóììû ñîâïàäàëè. Òîãäà äîëæíî áûòü C1(mt) =

C(t) èëè (1 + i)t = (1 + i
(m)
∗ )tm. Ïîëàãàÿ t = 1, èìååì (1 + i) = (1 + i

(m)
∗ )m.

Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

i(m)
∗ = (1 + i)

1
m − 1. (4.2.14)

Îïðåäåëåíèå 4.10. ×èñëî i
(m)
∗ = (1+ i)

1
m −1 íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé

ïðîöåíòíîé ñòàâêîé, âûïëà÷èâàåìîé ñ ÷àñòîòîé m.

Ïåðåïèñàâ (4.2.13) â âèäå

C1(τ) = eδ
(m)
∗ τ , (4.2.15)

è ïîëàãàÿ τ = m, èìååì C1(m) = eδ
(m)
∗ m = eδ = C(1), îòêóäà δ

(m)
∗ = δ/m.

Îïðåäåëåíèå 4.11. Èíòåíñèâíîñòüþ ïðîöåíòíîé ñòàâêè, âûïëà÷è-
âàåìîé ñ ÷àñòîòîé m, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

δ(m)
∗ = δ/m. (4.2.16)

Àíàëîãè÷íî ñòàâêå äèñêîíòèðîâàíèÿ d, îïðåäåëåííîé ÷åðåç (4.2.12) íà
ïðîìåæóòêå [0,1], ââîäèòñÿ ñòàâêà äèñêîíòèðîâàíèÿ íà [0, 1/m].

Îïðåäåëåíèå 4.12. Ýôôåêòèâíîé ñòàâêîé äèñêîíòèðîâàíèÿ íà
ïðîìåæóòêå [0, 1/m] íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

d(m)
∗ =

i
(m)
∗

1 + i
(m)
∗

(4.2.17)

Â ñòðàõîâîé ìàòåìàòèêå äëÿ óäîáñòâ çàïèñè ôîðìóë èñïîëüçóþò íå òîëü-
êî ýôôåêòèâíûå, ò.å. ðåàëüíûå, íî è íîìèíàëüíûå ñòàâêè.

Îïðåäåëåíèå 4.13. Íîìèíàëüíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêîé íàçûâàåòñÿ
÷èñëî

i(m) = mi(m)
∗ . (4.2.18)
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Îïðåäåëåíèå 4.14. Íîìèíàëüíîé ñòàâêîé äèñêîíòèðîâàíèÿ
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

d(m) = md(m)
∗ . (4.2.19)

Çàìå÷àíèå 4.1. Ïîÿñíèì, îòêóäà ïîÿâëÿþòñÿ íîìèíàëüíûå ïðîöåíòíûå
ñòàâêè. Ïðè ïåðèîäå êîíâåðñèè 1/m ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ðàâíà
i
(m)
∗ = (1 + i)

1
m − 1. Òàê êàê ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

(1 + i)
1
m = 1 +

1

m
i +

1−m

m2 i2(1 + Θi)
1
m−2, 0 ≤ Θ ≤ 1,

òî
i(m) = mi(m)

∗ = i− m− 1

m
i2(1 + Θi)

1
m−2 ≈ i.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ i ∈ (0, 1) âåëè÷èíà i(m) ïðèáëèçèòåëüíî
ðàâíà i. Ýòî óäîáíî äëÿ ëþäåé, èìåþùèõ äåëî ñ ïðàêòè÷åñêèì ñ÷åòîì.

Çàìå÷àíèå 4.2. Âñå âûâåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà
áàíêîâñêîì ñ÷åòå (4.2.1) è îïðåäåëÿþòñÿ ïðîöåíòíîé ñòàâêîé i, ò.å. èõ âñå
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç i. Òî÷íî òàê æå, âçÿâ â êà÷åñòâå îïðåäåëåííîé âåëè-
÷èíû ëþáóþ èç âûâåäåííûõ, ìû ìîæåì ÷åðåç íåå âûðàçèòü âñå îñòàëüíûå.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ñâîäêó îñíîâíûõ ôîðìóë.

δ = ln(1 + i); i = eδ − 1; i =
d

1− d
; i =

1− v

v
; (4.2.20)

v =
1

1 + i
; v = e−δ; (4.2.21)

d =
i

1 + i
; d = 1− v; d = 1− e−δ; (4.2.22)

i(m)
∗ = (1 + i)

1
m − 1; i =

(
1 + i(m)

∗
)m

− 1; (4.2.23)

d(m)
∗ =

i
(m)
∗

1 + i
(m)
∗

; d(m)
∗ = 1− (1− d)

1
m ; (4.2.24)

d(m) = m
(
1− (1− d)

1
m

)
; i(m) =

(
(1 + i)

1
m − 1

)
m. (4.2.25)



� 19 �

4.3 Ïîñòîÿííûå ðåíòû

Âñþäó íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ áàíêîâñêèé ñ÷åò C(t) = (1 + i)t,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ïðîèñõîäÿò ðàñ÷åòû.
Ðàññìîòðèì ñåðèþ ïëàòåæåé a1, a2, . . . , an, ïðîèçâîäèìûõ â t1, t2, . . . , tn.

Îïðåäåëåíèå 4.15. Ïðèâåäåííîé ê ìîìåíòó âðåìåíè t = 0 ñòîèìîñòü
a êîíå÷íîé ñåðèè ïëàòåæåé a1, a2, . . . , an â ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, . . . , tn
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî a =

∑n
k=1 akv

tk. Äëÿ áåñêîíå÷íîé ñåðèè a1, a2, . . . âî âðå-
ìåíà t1, t2, . . . ïðèâåäåííàÿ t = 0 ñòîèìîñòü a îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
a =

∑+∞
k=1 akv

tk ïðè óñëîâèè ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 4.16. Ïðèâåäåííîé ê ìîìåíòó âðåìåíè t > tk ñòîè-
ìîñòü s ñåðèè ïëàòåæåé a1, a2, ..., an, â ìîìåíòû t1, t2, ..., tn íàçûâàåòñÿ
÷èñëî s =

∑n
k=1 ak(1 + i)t−tk.

Îïðåäåëåíèå 4.17. Ñåðèè ïëàòåæåé, ïðîèçâîäèìûå ÷åðåç ðàâíûå ïðî-
ìåæóòêè âðåìåíè è îòëè÷àþùèåñÿ êàêîé-ëèáî îäíîðîäíîñòüþ, íàçûâà-
þòñÿ ðåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå 4.18. Ñåðèÿ ïëàòåæåé âåëè÷èíîé 1, ïðîèçâîäèìûõ â
ìîìåíòû âðåìåíè 0, 1, 2, ...,n−1, íàçûâàåòñÿ óïðåæäàþùåé ðåíòîé. Ïðè-
âåäåííàÿ ñòîèìîñòü óïðåæäàþùåé ðåíòû îáîçíà÷àåòñÿ êàê än| è îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé än| =

∑n−1
i=0 vi = 1 + v + ... + vn−1.

Îïðåäåëåíèå 4.19. Ñåðèÿ ïëàòåæåé âåëè÷èíîé 1, ïðîèçâîäèìûõ â
ìîìåíòû âðåìåíè 1, 2, ..., n, íàçûâàåòñÿ çàïàçäûâàþùåé ðåíòîé. Ïðèâå-
äåííàÿ ñòîèìîñòü çàïàçäûâàþùåé ðåíòû îáîçíà÷àåòñÿ êàê an| è îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé an| = v + v2 + ... + vn.

Âåëè÷èíó än| óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê âíåñåííóþ â ïåíñèîííûé ôîíä â
ìîìåíò t = 0 äëÿ òîãî, ÷òîáû â òå÷åíèå n ëåò ïîëó÷àòü âûïëàòû â ðàçìåðå 1
â íà÷àëå êàæäîãî ãîäà. Âåëè÷èíó an| óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê âíåñåííóþ
â áàíê â ìîìåíò t = 0 äëÿ òîãî, ÷òîáû â òå÷åíèå n ëåò ïîëó÷àòü âûïëàòû
â ðàçìåðå 1 â êîíöå êàæäîãî ãîäà.
Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ðàññìàòðèâàÿ än| è an| êàê ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåñ-

ñèè, ÷òî

än| =
1− vn

1− v
=

(
1− vn

d

)
, an| =

v(1− vn)

1− v
=

(
1− vn

i

)
. (4.3.1)
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Îïðåäåëåíèå 4.20. Ñåðèÿ ïëàòåæåé âåëè÷èíîé 1, ñäåëàííûõ â ìî-
ìåíòû m, ...,m+n − 1, íàçûâàåòñÿ îòñðî÷åííîé óïðåæäàþùåé ðåíòîé.
Ïðèâåäåííàÿ ê t = 0 ñòîèìîñòü m|än| îòñðî÷åííîé óïðåæäàþùåé ðåíòû
îïðåäåëÿåòñÿ êàê m|än| = vm + ... + vm+n−1.

Îïðåäåëåíèå 4.21. Ñåðèÿ ïëàòåæåé âåëè÷èíîé 1, ñäåëàííûõ â ìî-
ìåíòû m + 1, ...,m + n, íàçûâàåòñÿ îòñðî÷åííîé çàïàçäûâàþùåé ðåíòîé.
Ïðèâåäåííàÿ ê t = 0 ñòîèìîñòü m|an| îòñðî÷åííîé çàïàçäûâàþùåé ðåíòû
îïðåäåëÿåòñÿ êàê m|an| = vm+1 + ... + vm+n.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

m|än| = vmän|; m|an| = vman|;

m|än| = än+m| − äm|; m|an| = an+m| − am|.

Èíòåðåñíî çíàòü ñòîèìîñòü óïðåæäàþùåé è çàïàçäûâàþùåé ðåíò â ìî-
ìåíò âðåìåíè t = n. Äëÿ ýòîãî íàäî èõ ïðèâåäåííûå ê t = 0 ñòîèìîñòè
ïðèâåñòè ê ìîìåíòó âðåìåíè n ïî ôîðìóëå íàðàùåíèÿ (4.2.9). Ýòè íàðà-
ùåííûå ñòîèìîñòè îáîçíà÷àþòñÿ òàê æå, êàê ïðèâåäåííûå, ñ çàìåíîé a íà
s. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû èìåþò âèä:

s̈n| = än|(1 + i)n, sn| = an|(1 + i)n.

Äëÿ îòñðî÷åííûõ óïðåæäàþùèõ è çàïàçäûâàþùèõ ðåíò èõ íàðàùåííûå
ê ìîìåíòó m + n ñòîèìîñòè m|s̈n| è m|sn| îïðåäåëÿþòñÿ êàê

m|s̈n| = (1 + i)n+m
m|än|; m|sn| = (1 + i)n+m

m|an|. (4.3.2)

4.4 Ïîñòîÿííûå ðåíòû, âûïëà÷èâàåìûå ñ ÷àñòîòîé m

Îïðåäåëåíèå 4.22. Ñåðèÿ èç nm âûïëàò âåëè÷èíû 1
m, ïðîèçâåäåííûõ

â ìîìåíòû âðåìåíè 0, 1
m , 2

m , . . . . . . , nm−1
m , íàçûâàåòñÿ óïðåæäàþùåé ðåí-

òîé, âûïëà÷èâàåìîé ñ ÷àñòîòîé m íà ïðîìåæóòêå [0, n]. Ïðèâåäåííàÿ ê
t = 0 åå ñòîèìîñòü îáîçíà÷àåòñÿ ä

(m)
n| , à íàðàùåííàÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè

t = n ñòîèìîñòü îáîçíà÷àåòñÿ s̈
(m)
n| .

Îïðåäåëåíèå 4.23. Ñåðèÿ èç nm âûïëàò âåëè÷èíû 1
m, ïðîèçâåäåííûõ

â ìîìåíòû âðåìåíè 1
m , 2

m , ..., nm−1
m , n, íàçûâàåòñÿ çàïàçäûâàþùåé ðåíòîé,

âûïëà÷èâàåìîé ñ ÷àñòîòîé m íà ïðîìåæóòêå [0, n]. Ïðèâåäåííàÿ ê t = 0

åå ñòîèìîñòü îáîçíà÷àåòñÿ a
(m)
n| , à íàðàùåííàÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè t = n

ñòîèìîñòü îáîçíà÷àåòñÿ s
(m)
n| .
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Ïîäñ÷èòàåì âåëè÷èíó ä
(m)
n| . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óïðåæäàþùóþ ðåíòó,

âûïëà÷èâàåìóþ ñ ÷àñòîòîé m, êàê îáû÷íóþ ñåðèþ ïëàòåæåé íà ïðîìå-
æóòêå [0,mn] ñ ïðîìåæóòêîì êîíâåðñèè [0, 1/m]. Ïî îïðåäåëåíèþ, ä

(m)
n| =

1
m + 1

mv
1
m + 1

mv
2
m + ... + 1

mv
nm−1

m = 1
m(1 + v

1
m + ... + v

nm−1
m ). Ïóñòü v1 = v

1
m .

Òîãäà ä
(m)
n| = 1

m

(
1 + v1 + ... + vnm−1

1

)
= 1−vnm

1

m(1−v1)
.

Âûðàæåíèå â ïåðâûõ ñêîáêàõ � ýòî îáû÷íàÿ óïðåæäàþùàÿ ðåíòà íà
ïðîìåæóòêå [0, nm] ñ êîýôôèöèåíòîì äèñêîíòèðîâàíèÿ v1. Ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ v1 ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà i
(m)
∗ = 1−v1

v1
= 1−v

1
m

v
1
m

=
1− 1

(1+i)
1
m

1

(1+i)
1
m

=

(1 + i)
1
m − 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû â ïðèâåäåííîé ñòîèìîñòè ðåíòû än| óêàçàòü,

÷òî îíà ïðèâåäåíà ïî ïðîöåíòíîé ñòàâêå i, ïèøóò än|@i. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáî-
çíà÷åíèÿ 1 + v1 + ... + vmn−1

1 = ä
nm|@i

(m)
∗

. Äëÿ ä
(m)
n| ñ ó÷åòîì äâóõ ïîñëåäíèõ

ôîðìóë ïîëó÷àåì, ÷òî ä
(m)
n| = 1

m ä
nm|@i

(m)
∗

. Åñëè èñïîëüçîâàòü íîìèíàëüíóþ
ïðîöåíòíóþ ñòàâêó i(m) (4.2.18), òî ä

(m)
n| = 1

m änm|@i(m)/m.
Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî a

(m)
n| = 1

ma
nm|@i

(m)
∗

, a
(m)
n| = 1

manm|@i(m)/m.

5 Äîëãîñðî÷íîå ñòðàõîâàíèå

5.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèå.

Äîëãîñðî÷íîå ñòðàõîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåãî òèïà ñòðàõî-
âàíèÿ, ïðèâåäåííîãî â îïðåäåëåíèè 3.1. Ñïåöèôèêà äîëãîñðî÷íîãî ñòðàõî-
âàíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì:
1) âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (ñëó÷àé) Ω ñòðîèòñÿ êàê ìíîæåñòâî ìî-

ìåíòîâ âðåìåíè k = 1, 2, ... íàñòóïëåíèÿ ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ ñ çàäàííîé
âåðîÿòíîñòüþ Pk. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ω = {0, 1, 2, ...} ñ
âåðîÿòíîñòÿìè Pk, Pk ≥ 0,

∑∞
k=0 Pk = 1.

2) åñëè ñòðàõîâîé ñëó÷àé ïðîèñõîäèò â ìîìåíò k, òî ñòðàõîâàÿ âûïëàòà
ðàçìåðîì bk âûïëà÷èâàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè τ(k).
Ïîñêîëüêó âûïëàòû ïðîèçâîäÿòñÿ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè, äëÿ ïîä-

ñ÷¼òà ïðåìèè èõ äèñêîíòèðóþò ñ êîýôôèöèåíòîì v ê íóëåâîìó ìîìåíòó
âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Äîãîâîðîì äîëãîñðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ
âåêòîð âèäà (τ(t), bt, Ω, v, p), ãäå:
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1) Ω - âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, îïèñûâàþùåå ñòðàõîâîé ñëó÷àé;
2) bt - ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ îò t ∈ Ω, îïðåäåëÿþùàÿ âåëè÷èíó ñòðàõîâîé

âûïëàòû;
3) τ(t) - ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ îò t ∈ Ω, îïðåäåëÿþùàÿ âðåìÿ âûïëàòû

ñòðàõîâîé âåëè÷èíû bt;
4) v - êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ;
5) p - ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ïðåìèåé.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Z(t) = btv
δτ(t), t ∈ Ω (5.1.1)

íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííîé ñòîèìîñòüþ âûïëàòû ïî äîãîâîðó äîëãîñðî÷íîãî
ñòðàõîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äîãîâîðîì äîëãîñðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê âåêòîð (Ω, Z, p), ò.å. äîãîâîð äîëãîñðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì äîãîâîðà îáùåãî òèïà, ïðèâåäåííîãî â îïðåäåëåíèè 3.1.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Íåòòî-ïðåìèåé A äîãîâîðà äîëãîñðî÷íîãî ñòðàõî-
âàíèÿ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

A = EZ =
∞∑

k=0

Z(k)Pk. (5.1.2)

Îäíèìè èç îñíîâíûõ çàäà÷ â äîëãîñðî÷íîì ñòðàõîâàíèè ÿâëÿåòñÿ îïðå-
äåëåíèå ðàçìåðà ñòðàõîâûõ ïðåìèé è ðàñ÷åò âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ êîì-
ïàíèè.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äîëãîñðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ ðàññìîòðèì ñòðàõîâàíèå

æèçíè.

5.2 Äîëãîñðî÷íîå ñòðàõîâàíèå æèçíè

Â äîëãîñðî÷íîì ñòðàõîâàíèè æèçíè îáúåêòîì ñòðàõîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êëè-
åíò âîçðàñòà x. Äëÿ íåãî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî Ω = {0, 1, 2, ...} ñî-
ñòîèò èç ìîìåíòîâ n ñìåðòè êëèåíòà, ïðè ýòîì äîëæíà áûòü èçâåñòíà âå-
ðîÿòíîñòü Pn ñìåðòè êëèåíòà â ìîìåíò âðåìåíè n. Ýòà âåðîÿòíîñòü îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Pn =n pxqx+n. (5.2.3)
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Çäåñü âåëè÷èíû npx è qx+n îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
K(x) - îêðóãëåííîãî âðåìÿ æèçíè êëèåíòà âîçðàñòà x (ýòî ìû ïîêàæåì
íèæå â 6 íèæå).
ßñíî, ÷òî

∑∞
n=0 Pn = 1. Â ýòîì ñëó÷àå

Zk = bkv
τ(k). (5.2.4)

Èç ôîðìóë (5.1.1), (5.1.2) è (5.2.3) ñëåäóåò, ÷òî ñîãëàñíî (5.2.4) ðàçîâàÿ
íåòòî-ïðåìèÿ A èìååò âèä

A = EZ =
∞∑

k=0

bkv
τ(k)

kpxqx+k. (5.2.5)

Ïðè êîíêðåòèçàöèè âèäà äîãîâîðà ñòðàõîâàíèÿ æèçíè îáîçíà÷åíèå A

íåòòî-ïðåìèè ñíàáæàåòñÿ èíäåêñàìè.
1. Åñëè âîçðàñò êëèåíòà x, ïèøóò Ax.
2. Åñëè ñðîê äåéñòâèÿ äîãîâîðà [0, n], ïèøóò Ax:n|.
3. Åñëè äîãîâîð îòñðî÷åí íà m ëåò, ïèøóò m|A.
Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàþò ñ Z.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå òèïû äîãîâîðîâ äîëãîñðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèç-

íè è íàéäåì íåòòî-ïðåìèè äëÿ ýòèõ äîãîâîðîâ. Îäíàêî äëÿ ýòîãî íàì ïðè-
äåòñÿ äàòü ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé Pn. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû K(x) - îêðóãëåííîãî îñòàòî÷íîãî âðåìåíè æèçíè
êëèåíòà âîçðàñòà x.

6 Ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

6.1 Îáùèå ïîëîæåíèÿ

Ïóñòü Ω = {ωk : k = 1, ..., N} - ìíîæåñòâî èíäèâèäóóìîâ ωk. Î÷åâèäíî,
êàæäûé èç íèõ ïðîæèâ¼ò X(ωk) ëåò (ýòî ÷èñëî ìîæåò áûòü è íå öåëûì). Òà-
êèì îáðàçîì, îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ X(ω) íà ìíîæåñòâå Ω. Å¼ åñòåñòâåííî
íàçâàòü ôóíêöèåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè. Åñëè ìû íàáëþäàåì ãðóïïó
Ω â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t, òî çíà÷åíèÿ X(ω) ïðè ôèêñèðîâàííîì ω

íàáëþäàòåëþ íåèçâåñòíû, è â ýòîì ñìûñëå X(ω) íå îïðåäåëåíà (ñëó÷àéíà),
õîòÿ ýòî è åñòü ñàìàÿ îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ.
Èíîãäà äëÿ ýòîé ôóíêöèè èçâåñòíû íå å¼ êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ X(ω) ïðè

ôèêñèðîâàííîì ω, à íàïðèìåð ÷àñòü F (t) ãðóïïû (ñàìà ãðóïïà ïðèíèìà-
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åòñÿ çà åäèíèöó) At = {ω : X(ω) ≤ t}. Ñâîéñòâî ω ∈ At îçíà÷àåò, ÷òî ω

ïðîæèâ¼ò íå áîëåå t ëåò.
Â ïðàêòè÷åñêîé æèçíè äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X(ω) ïðåäïîëàãàþòñÿ

èçâåñòíûìè å¼ çíà÷åíèÿ Xk = X(ωk) è âåðîÿòíîñòè pk, ñ êîòîðûìè ýòè
çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè òðàê-
òóåòñÿ êàê äèñêðåòíàÿ (îáû÷íî ñ÷åòíîçíà÷íàÿ) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çàäàí-
íàÿ ðàñïðåäåëåíèåì

x1 x2 . . . xn . . .

p1 p2 . . . pn . . .

Çäåñü ÷èñëà xk îçíà÷àþò êîëè÷åñòâî ïðîæèòûõ ëåò, à pk - âåðîÿòíîñòü èí-
äèâèäóóìà ïðîæèòü xk ëåò.
Çíà÷åíèÿ ýòîé òàáëèöè áåðóò èç íàáëþäåíèé çà íåêîòîðîé ãðóïïîé (îáû÷-

íî 100000, èëè 1 ìëí., èëè 10000), îáîçíà÷àÿ ÷åðåç lx êîëè÷åñòâî ëþäåé,
äîæèâøèõ äî âîçðàñòà x. Ïðè ýòîì ÷åðåç ω îáîçíà÷àåòñÿ ïðåäåëüíûé âîç-
ðàñò, òàê ÷òî lω+1 = 0. ×èñëî x ≥ 0 áåð¼òñÿ öåëûì. ×åðåç dx = lx−x+1

îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî óìåðøèõ â âîçðàñòå x. ×èñëî qx = dx/lx îçíà÷àåò äîëþ
÷èñëà óìåðøèõ â âîçðàñòå x îòíîñèòåëüíî ÷èñëà äîæèâøèõ äî âîçðîñòà x.
Ýòè äàííûå çàïèñûâàþòñÿ â òàáëèöó

ìóæ÷èíû æåíùèíû
x lx dx qx lx dx qx

0 100000 2047 0,02047 100000 1512 0,01512
1 97953 200 0,002042 98488 161 0,001635
2 97753 113 0,001156 98327 98 0,000997
3 97640 ... ........ ...... .. .......
Íàðÿäó ñ ýòèìè ÷èñëàìè ââîäÿòñÿ âåëè÷èíû:
px = 1−qx = lx+1/lx - âåðîÿòíîñòü äîæèòü äî x+1 äëÿ ÷åëîâåêà âîçðàñòà

x;
npx = lx+n/lx = px · px+1, ..., px+n−1 - âåðîÿòíîñòü äîæèòü äî x + n ëåò äëÿ

÷åëîâåêà âîçðàñòà x (èëè, ÷òî òî æå, âåðîÿòíîñòü äëÿ ÷åëîâåêà âîçðàñòà x

ïðîæèòü åùå n ëåò);
nqx = 1−n px = (lx− lx+n)/lx - âåðîÿòíîñòü óìåðåòü â òå÷åíèè ñëåäóþùèõ

n ëåò äëÿ ÷åëîâåêà âîçðàñòà x.
Ïîíÿòíî, ÷òî òàêàÿ òàáëèöà ïîëíîñòüþ çàïîëíÿåòñÿ ëèøü òîãäà, êîãäà âñÿ

íàáëþäàåìàÿ ãðóïïà óæå ïðîæèëà ñâî¼ âðåìÿ. Ïîýòîìó â ðåàëüíîé æèçíè
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äëÿ ðàñ÷¼òîâ ïðîäîëæèòåëüíîñòè èñïîëüçóþò òàáëèöè äëÿ óæå ïðîæèâ-
øèõ ãðóïï, êîòîðûå ïî íåêîòîðûì ñîîáðàæåíèÿì îñòàþòñÿ ñîâïàäàþùèìè
ñ íàáëþäàåìîé ãðóïïîé.
Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü

îñòàâøåéñÿ æèçíè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tx ÷èñëî

Tx = dx+1 +2dx+2 + ... = lx=1− lx +2(lx+2− lx+1)... = lx+1 + ...+ lω =
ω−x∑

k=1

lx+k.

×èñëîTx îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ëåò, êîòîðîå ïðîæèâóò âñå ÷ëåíû ãðóïïû,
äîæèâøèå äî âîçðàñòà x.

Îïðåäåëåíèå 6.1. ×èñëî

ex = Tx/lx (6.1.1)

íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ îñòàâøåéñÿ æèçíè äëÿ ïðî-
æèâøèõ x ëåò.

Ïðè âûøåóêàçàííîì ïîäõîäå ê îïèñàíèþ ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè ñ÷è-
òàåòñÿ, ÷òî ñìåðòè ïðîèñõîäÿò â íà÷àëå ãîäà. Èíîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäè-
ìîñòü ó÷èòûâàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýòî ñîáûòèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü
è â ëþáîé ìîìåíò ãîäà. Äëÿ ýòîãî äåëàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ.
Íàïðèìåð, ââîäÿòñÿ âåëè÷èíû:

dx(u) = udx;

uqx = uqx,

0 < u < 1.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü äëÿ ÷åëîâåêà âîçðàñòà x äîæèòü äî âîçðîñòà x + u

îïðåäåëÿåòñÿ êàê:
upx = lx+u/lx = 1− u + upx.

Çäåñü ïîëàãàåòñÿ lx+u = lx −
(

lx+1−lx
lx

)
u.

6.2 Îñòàòî÷íîå îêðóãëåííîå âðåìÿ æèçíè.

Âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà K(x) - îñòàòî÷íîå îêðóãëåííîå
âðåìÿ æèçíè (óñå÷åííîå âðåìÿ æèçíè).
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Îïðåäåëåíèå 6.2. Îñòàòî÷íûì îêðóãëåííûì âðåìåíåì æèçíè (óñå-
÷åííûì âðåìåíåì æèçíè) íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà K(x), ïðè-
íèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . . , ñ âåðîÿòíîñòÿìè Pn = P (K(x) = n) =

Pn =n pxqx+n.
×èñëî Pn =n pxqx+n îçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü äëÿ êëèåíòà âîçðàñòà x óìå-

ðåòü â ìîìåíò âðåìåíè n ïîñëå çàêëþ÷åíèÿ äîãîâîðà èëè, ÷òî òî æå, âåðî-
ÿòíîñòü äëÿ êëèåíòà, äîæèâøåãî äî âîçðàñòà x, óìåðåòü â âîçðàñòå x + n.
Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ôîðìóëà

kpx+m =m+k px/mpx, k, m ≥ 0 (6.2.2)

äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äëÿ êëèåíòà âîçðàñòà x + m óìåðåòü ÷åðåç
k ëåò (â âîçðàñòå x + m + k). Îíà âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû mpx =

lx+m/lx.

7 Ðàçîâûå íåòòî-ïðåìèè äëÿ äîãîâîðîâ äîëãîñðî÷íîãî
ñòðàõîâàíèÿ æèçíè

7.1 Ïîëíîå ñòðàõîâàíèå æèçíè (ïîæèçíåííîå ñòðàõîâàíèå)

Ñòðàõîâàÿ âûïëàòà ðàçìåðîì 1 âûïëà÷èâàåòñÿ â êîíöå ãîäà ñìåðòè. Ïðè
ýòîì ìîìåíò ñìåðòè îòíîñèòñÿ íà íà÷àëî ãîäà, â êîòîðîì ïðîèçîøëà ñìåðòü
(ò. å. K(x) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî êëèåíò óìåð â òå÷åíèå ãîäà îò íà÷àëà çàêëþ-
÷åíèÿ äîãîâîðà). Òàêèì îáðàçîì,

τ(k) = k + 1, bk = 1, k = 0, 1, ... (7.1.3)

Zx = vK(x)+1. (7.1.4)
Íåòòî-ïðåìèÿ èìååò âèä

Ax =
∞∑

k=0

vk+1
kpxqx+k. (7.1.5)

7.2 n- ëåòíåå íàêîïèòåëüíîå ñòðàõîâàíèå (÷èñòîå äîæèòèå)

Ñòðàõîâàÿ âûïëàòà ðàçìåðîì 1 âûïëà÷èâàåòñÿ â ìîìåíò n, åñëè êëèåíò
äîæèë äî n, è íå âûïëà÷èâàåòñÿ íè÷åãî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çäåñü

τ(k) = n, bk =

{
1, k ≥ n,

0, k < n.
(7.2.6)
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Zx:n|
1 =

{
0, k ≥ n,

vn, k < n.
(7.2.7)

Ax:n|
1 =

∞∑

k=n

vn
kpxqx+kv

n
∞∑

k=n

kpxqx+k = vn
npx. (7.2.8)

7.3 n-ëåòíåå âðåìåííîå ñòðàõîâàíèå.

Ñòðàõîâàÿ ïðåìèÿ ðàçìåðîì 1 âûïëà÷èâàåòñÿ â êîíöå ãîäà ñìåðòè, åñëè îíà
ïðîèçîøëà äî ìîìåíòà n è íå âûïëà÷èâàåòñÿ íè÷åãî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

τ(k) = n + 1, bk =

{
1, 0 ≤ k < n,

0, k ≥ n.
(7.3.9)

Z1
x:n| =

{
vK(x)+1, K(x) < n,

0, K(x) ≥ n.
(7.3.10)

Íåòòî-ïðåìèÿ A1
x:n| èìååò âèä

A1
x:n| =

n−1∑

k=0

vk+1
kpxqx+k. (7.3.11)

4) n-ëåòíåå ñìåøàííîå ñòðàõîâàíèå. Åñëè ñìåðòü íàñòóïèò äî ìî-
ìåíòà n, âûïëàòà ðàçìåðîì 1 âûïëà÷èâàåòñÿ â êîíöå ãîäà ñìåðòè. Åñëè
êëèåíò äîæèë äî n ëåò, âûïëàòà ðàçìåðîì 1 âûïëà÷èâàåòñÿ â ìîìåíò n.
Çäåñü

τ(k) = min(k + 1, n), bk = 1, (7.3.12)

Zx:n| = Z1
x:n| + Zx:n|

1

{
vn, K(x) ≥ n,

vn, K(x) < n.
(7.3.13)

Íåòòî-ïðåìèÿ èìååò âèä

Ax:n| = A1
x:n| + Ax:n|

1. (7.3.14)
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7.4 Îòñðî÷åííîå íà m ëåò ïîæèçíåííîå ñòðàõîâàíèå

Ñòðàõîâàÿ âûïëàòà ðàçìåðîì 1 âûïëà÷èâàåòñÿ â êîíöå ãîäà ñìåðòè, åñëè
îíà ïðîèçîøëà äî ìîìåíòà m îò íà÷àëà çàêëþ÷åíèÿ äîãîâîðà è íå âûïëà-
÷èâàåòñÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çäåñü

τ(k) = k + 1, bk =

{
0, 0 ≤ k < m,

0, k ≥ m.
(7.4.15)

m|Z
x =

{
vK(x)+1, K(x) ≥ n,

0, K(x) < n.
(7.4.16)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

m|Z
x = Zx − Z1

x:m|. (7.4.17)

Ïîýòîìó íåòòî - ïðåìèÿ èìååò âèä

m|A
x = Ax − A1

x:m|. (7.4.18)

7.5 Êðàòíûå äåêðåìåíòû

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð ðàñ÷åòà ðàçîâîé íåòòî-ïðåìèè äëÿ ñëåäóþ-
ùåãî äîãîâîðà ñòðàõîâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè k ñìåðòü
êëèåíòà íàñòóïèëà ïî îäíîé èç m âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ ïðè÷èí. Îáîçíà-
÷èì ýòè ïðè÷èíû J è íàçîâåì ïðè÷èíàìè äåêðåìåíòà (ïðåêðàùåíèÿ), ò.å.
J = {j = 1, . . . , m}. Â íàøåì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðàõî-
âîãî ñëó÷àÿ èìååò âèä Ω = {j = 1, . . . , m}× = {k = 1, . . . ,∞}. Ñîáûòèåì
ÿâëÿåòñÿ ïàðà (j, k) ∈ Ω, îçíà÷àþùàÿ ñìåðòü êëèåíòà â ìîìåíò k ïî ïðè-
÷èíå j. Ïóñòü âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ (äåêðåìåíòà) åñòü qj,k. Äîïóñòèì,
÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì k äëÿ êàæäîãî j ∈ J èçâåñòíà âåðîÿòíîñòü
qj,x+k = 1 åãî íàñòóïëåíèÿ, òàê ÷òî

∑m
j=1 qj,x+k = 1. Òàêèì îáðàçîì, J ïðè

êàæäîì k ñòàíîâèòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì Jk. Åñëè ñ÷èòàòü ñî-
áûòèÿ ñìåðòü êëèåíòà è åå ïðè÷èíó íåçàâèñèìûìè, òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
(j, k) ∈ Ω åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü êàê kpx qj,x+k.
Ïóñòü äîãîâîð ñòðàõîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûïëàòå âåëè÷èíû cj,k, åñëè

ñìåðòü êëèåíòà ïðîèçîøëà â ìîìåíò k ïî ïðè÷èíå j. Äèñêîíòèðîâàííàÿ
ê 0 âåëè÷èíà âûïëàòû îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì cj,kv

K . ×òîáû ïîñ÷èòàòü
ðàçîâóþ íåòòî-ïðåìèþ A ïî òàêîìó äîãîâîðó, íóæíî ñòîèìîñòü ñòðàõî-
âîé ñóììû cj,kv

k óìíîæèòü íà âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ (j, k) è
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ïðîcóììèðîâàòü ïî âñåì j è k:

A =
m∑

j=1

+∞∑

k=0

cj,kv
k

kpxqj,x+k. (7.5.19)

7.6 Ðàññ÷åò âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ

Ïóñòü êîìïàíèÿ èìååò N äîãîâîðîâ ñòðàõîâàíèÿ. Ïóñòü tk, bk, pk � ìîìåíòû
âûïëàòû, âåëè÷èíà âûïëàòû è ïðåìèÿ ïî k�ìó äîãîâîðó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
U0 êàïèòàë êîìïàíèè. Åñëè U0 = Z, Z =

∑N
k=1 Zk, ãäå

Zk = bkv
tk (7.6.1)

ïðèâåäåííàÿ ê t = 0 ñòîèìîñòü bk. Çäåñü èñïîëüçîâàí ïðèíöèï ýêâèâà-
ëåíòíîñòè îáÿçàòåëüñòâ êëèåíòà è êîìïàíèè, ñîãëàñíî êîòîðîìó âåëè÷èíà
ïðåìèè ðàâíà âåëè÷èíå âûïëàòû, à êàïèòàë êîìïàíèè ñêëàäûâàåòñÿ èç ñî-
áðàííûõ ïðåìèé. ßñíî, ÷òî åñëè

Z =
N∑

k=1

Zk ≤ U0, (7.6.2)

òî êîìïàíèÿ íå ðàçîðèòñÿ. Âåðîÿòíîñòü R ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè îïðåäåëÿ-
åòñÿ ÷èñëîì

R = P (w :
N∑

k=1

Zk > U0), (7.6.3)

à âåðîÿòíîñòü Q íåðàçîðåíèÿ � ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëîì

Q = P (w :
N∑

k=1

Zk ≤ U0), (7.6.4)

òàê æå, êàê â ñëó÷àå êðàòêîñðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ.
Íåòòî-ïðåìèÿ pk äëÿ k-ãî äîãîâîðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

p
(n)
k = E(Zk), (7.6.5)

èñõîäÿ èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáÿçàòåëüñòâ êëèåíòà è êîìïàíèè.
Ñòðàõîâóþ íàäáàâêó p

(s)
k â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îïðåäåëÿþò êàê

p
(s)
k = E(Zk) xR

√√√√
N∑

k=1

D(Zk)/

(
N∑

k=1

E(Zk)

)
, (7.6.6)

à ïðåìèÿ pk îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé pk = p
(n)
k + p

(s)
k .
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7.7 Äèñïåðñèÿ ïðèâåäåííîé ñòîèìîñòè

Ïðè ðàñ÷åòàõ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ íóæíî ïîäñ÷èòûâàòü âåëè÷èíó äèñ-
ïåðñèè ïðèâåäåííîé ñòîèìîñòè âûïëàòû Z. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ âåëè-
÷èíà EZ2. Îêàçûâàåòñÿ, íàõîæäåíèå âåëè÷èíû EZ2 ìîæíî çàìåíèòü íà-
õîæäåíèåì EZ, íî ïî äðóãîé ïðîöåíòíîé ñòàâêå, ÷òî, â ïðèíöèïå, ïðîùå.
Ïîÿñíèì ñóòü äåëà.
Ïóñòü èìååòñÿ äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà K, ïðèíèìàþùàÿ öåëî-

÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ â R1
+. Ïóñòü èìååòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � âûïëàòà

bK è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîìåíò âûïëàòû τ(K), ãäå, bt è τ(t) � íåêîòîðûå
ôóíêöèè. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Z = bKvτ(K) = bKe−δτ(K) (7.7.1)
ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé ê ìîìåíòó t = 0 ñòîèìîñòüþ âûïëàòû bK . Åå ñðåäíåå
çíà÷åíèå

A@δ = E(Z@δ) = E(bKe−δτ(K)). (7.7.2)
Çäåñü ìû çíàêîì @δ îòìåòèëè çàâèñèìîñòü A è Z îò âåëè÷èíû δ (èíòåí-
ñèâíîñòè ïðîöåíòíîé ñòàâêè). Äëÿ äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z èìååò
ìåñòî ôîðìóëà

D(Z@δ) = E(Z2
@δ)− (E(Z@δ))

2. (7.7.3)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî bt âñåãäà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1. Òîãäà bj

t = bj, j =

1, 2, . . . , è ïîýòîìó
Z@δj = bj

kv
−jδτ(K) = bke

−jδτ(K) = Z@jδ. (7.7.4)
Ñ ó÷åòîì (7.7.4), ïåðåïèøåì ôîðìóëó (7.7.3) â âèäå

DZ@δ = EZ@2δ − (EZ@δ)
2 = A@2δ − A2

@δ. (7.7.5)
Ïðè ðàñ÷åòàõ ÷àñòî âåëè÷èíà δ ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé, è åå îïóñêàþò,
ïîëàãàÿ A@jδ = jA. Ñ ó÷åòîì ýòîãî (7.7.5) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå óäîáíîé
ôîðìóëû

DZ = 2A− A2. (7.7.6)

8 Ïîæèçíåííûå ðåíòû (àííóèòåòû)

8.1 Îáùèå ïîëîæåíèÿ

Âûøå ðàññìàòðèâàëèñü ïîòîêè ïëàòåæåé ôèêñèðîâàííîé äëèíû, íàïðèìåð
ðåíòû, îãðàíè÷åííûå ñðîêîì n. Â òî æå âðåìÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû ñå-
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ðèè ïëàòåæåé, äëèòåëüíîñòü êîòîðûõ îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé K. Åñëè ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñâÿçàíà ñ ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ
æèçíè, òî ðåíòû, îãðàíè÷åííûå ñðîêîì K, áóäåì íàçûâàòü ïîæèçíåííûìè.
Â êà÷åñòâå K âîçüìåì K(x) - äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó - îêðóã-
ëåííîå îñòàòî÷íîå âðåìÿ æèçíè. Íàïîìíèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû K(x) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

P (K(x) = k) = kpx qx+k, k = 0, 1 . . . , . (8.1.1)

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âèäû ïîæèçíåííûõ ðåíò. Êàê îáû÷íî, ïðåäïîëî-
æèì íàëè÷èå ñëîæíîãî áàíêîâñêîãî ïðîöåíòà ñ êîýôôèöèåíòîì äèñêîíòè-
ðîâàíèÿ v.

8.2 Ïðÿìîé ïîæèçíåíûé àííóèòåò

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïðÿìûì ïîæèçíåííûì àííóèòåòîì íàçûâàåòñÿ
ñåðèÿ âûïëàò ðàçìåðîì 1, ïðîèçâîäèìûõ â ìîìåíòû t = 0, 1, . . . , K(x).

Ïðèâåäåííàÿ ê t = 0 ñòîèìîñòü Ÿ àííóèòåòà åñòü

Ÿx = 1 + . . . + vK = äK+1|. (8.2.1)

Ïðèâåäåííàÿ ñòîèìîñòü äx àííóèòåòà â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

äx = EŸx = EäK(x)+1| =
+∞∑

k=0

äk+1| kpx qx+k. (8.2.2)

Òó æå âåëè÷èíó äx ìîæíî âûðàçèòü ïî-äðóãîìó, çàïèñàâ (8.2.1) â âèäå

Ÿx =
+∞∑

k=0

vkI{K(x)≥k}. (8.2.3)

Çäåñü

I{K(x)≥k} =

{
1, K(x) ≥ k,

0, K(x) < k

èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñîáûòèÿ K(x) ≥ k. Òàê êàê

EI{K(x)≥k} = Px(K(x) ≥ k) = kpx, (8.2.4)

òî
äx = EŸx =

+∞∑

k=0

vkEI{K(x)≥k} =
+∞∑

k=0

vk
kpx,
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èëè, îêîí÷àòåëüíî,

äx =
+∞∑

k=0

vk
kpx. (8.2.5)

8.3 Îòñðî÷åííàÿ íà m ëåò ïîæèçíåííàÿ ðåíòà

Îïðåäåëåíèå 8.2. Îòñðî÷åííîé íà m ëåò ïîæèçíåííîé ðåíòîé íà-
çûâàåòñÿ ñåðèÿ âûïëàò ïî 1, ïðîèçâîäèìûõ â ìîìåíòû t = m,m+1, . . . ,

K(x) äëÿ K(x) ≥ m.

Ïóñòü m|Ÿx � ïðèâåäåííàÿ ê t = 0 ñòîèìîñòü òàêîé ðåíòû. ßñíî, ÷òî åñëè
K(x) ≤ m, òî m|Ÿx = 0. Åñëè æå K(x) > m, òî m|Ÿx = vm + . . . + vK(x) =

(vm − vK(x)+1)/d

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

m|Ÿx =

{
0, K(x) < m,

(vm − vK(x)+1)/d, K(x) ≥ n.
(8.3.1)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
m|Ÿx = Ÿx − Ÿx:m|.

Ïîýòîìó äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ m|äx âåëè÷èíû m|Ÿx èìååò ìåñòî ôîðìóëà

m|äx = äx − äx:m|.

Âûðàæàÿ çäåñü ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ÷åðåç íåòòî-ïðåìèè, ïîëó÷à-
åì, ÷òî

m|äx = (Ax:m| − Ax)/d.

Êðîìå òîãî, ìîæíî âûïèñàòü m|äx ÷åðåç ðàñïðåäåëåíèå K(x).
Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ m|äx âûòåêàåò, ÷òî

m|äx =
∞∑

k=m

vmäk−m+1|Px(K(x) = k).

Òàê êàê â ñèëó (6.2.2)

Px(K(x) = k) = mpxPx+m(K(x + m) = k −m),

òî

m|äx = mpxv
m

∞∑

k=m

äk−m+1|Px+m(K(x + m) = k −m) =
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= vm
mpx

∞∑
i=0

äi+1|Px+m(K(x + m) = i) = vm
mpxäx+m.

Èòàê, ìû óñòàíîâèëè ôîðìóëó

m|äx = vm
mpxäx+m. (8.3.2)

8.4 Ñâÿçü ïîæèçíåííûõ àííóèòåòîâ ñ äîëãîñðî÷íûì
ñòðàõîâàíèåì

8.4.1 Äîãîâîð ïîæèçíåííîãî ñòðàõîâàíèÿ

Ïðÿìóþ ïîæèçíåííóþ ðåíòó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äîãîâîð äîëãîñðî÷-
íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè, ïî êîòîðîìó êîìïàíèÿ âûïëà÷èâàåò êëèåíòó ïî 1

êàæäûé ãîä æèçíè êëèåíòà. Âûïëàòû îñóùåñòâëÿþòñÿ â ìîìåíòû âðåìåíè
t = 0, 1, . . . , K. Ñðàâíèì ýòó ðåíòó ñ ïîæèçíåííûì äîãîâîðîì ñòðàõîâàíèÿ.
Äëÿ äîãîâîðà ïîæèçíåííîãî ñòðàõîâàíèÿ ïðèâåäåííàÿ ñòîèìîñòü âûïëàòû

Zx = vK(x)+1 (8.4.1)
Òàê êàê (ñì.(4.3.1))

äK(x)+1| = (1− vK(x)+1)/d, (8.4.2)

òî ïðèâåäåííàÿ ñòîèìîñòü Ÿx ïðÿìîãî ïîæèçíåííîãî àííóèòåòà åñòü

Ÿx = (1− Zx)/d. (8.4.3)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàññ÷åò õàðàêòåðèñòèê ïîæèçíåííîãî àííóèòåòà ñâî-

äèòñÿ ê ðàññ÷åòó ïîæèçíåííîãî äîãîâîðà ñòðàõîâàíèÿ. Íàïðèìåð,

äx = EŸx = (1− EZx)/d = (1− Ax)/d,

èëè
äx = (1− Ax)/d, (8.4.4)

DŸx = DZx/d
2 = (2Ax − A2

x)/d. (8.4.5)
Çäåñü Ax = EZx.
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8.4.2 n�ëåòíåå ñìåøàííîå ñòðàõîâàíèå

Äëÿ n�ëåòíåãî ñìåøàííîãî ñòðàõîâàíèÿ ïðèâåäåíèÿ ñòîèìîñòü âûïëàòû

Zx:n| =

{
vn, K(x) ≥ n,

vK(x)+1, K(x) < n.
(8.4.6)

Â ñèëó (4.2.9) ïðèâåäåííàÿ ñòîèìîñòü ïðÿìîãî ïîæèçíåííîãî àííóèòåòà,
îãðàíè÷åííîãî ñðîêîì n, åñòü

Ÿx:n| =

{
(1− vn)/d, K(x) ≥ n,

(1− vK(x)+1)/d, K(x) < n.
(8.4.7)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (8.4.6) è (8.4.7) âûòåêàåò, ÷òî

Ÿx:n| = (1− Zx:n|)/d. (8.4.8)

Ïîýòîìó
äx:n| = (1− Äx:n|)/d, (8.4.9)

DŸx:n| = DZ̈x:n|/d
2 = (2Ax:n| − A2

x:n|)/d. (8.4.10)

8.5 Ïåðèîäè÷åñêèå ïðåìèè

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ Ax, ýêâèâàëåíòíàÿ îáÿçàòåëü-
ñòâó êîìïàíèè, âíîñèòñÿ êëèåíòîì â ìîìåíò t = 0. Ýòîò âçíîñ Ax ìîæåò
áûòü çàìåíåí ñåðèåé âçíîñîâ âåëè÷èíîé P (Ax) â ìîìåíòû t = 0, 1, . . ., ïðè-
âåäåííàÿ ñòîèìîñòü êîòîðûõ ê t = 0 ðàâíà Ax. Â ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíà
ñòðàõîâîé âûïëàòû ðàâíà 1, ïðèìåíèì îáîçíà÷åíèå Px ≡ P (Ax).

Îïðåäåëåíèå 8.3. Ñåðèÿ ïëàòåæåé âåëè÷èíîé Px, ïðîèçâåäåííûõ â
ìîìåíòû t = 0, 1, . . . â ñðîê äåéñòâèÿ äîãîâîðà, ïðèâåäåííàÿ ñòîèìîñòü
êîòîðûõ ðàâíà Ax, íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé íåòòî-ïðåìèåé.

Äëÿ äîãîâîðà ïîæèçíåííîãî ñòðàõîâàíèÿ 7.1 âûïëàòû Px = P (Ax) ïðî-
èçâîäÿòñÿ â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0, 1, . . . , K(x). Ïðèâåäåííàÿ ñðåäíÿÿ ñòî-
èìîñòü ñåðèè ïëàòåæåé

Ax = Px E(1 + v + . . . + vK(x)) == Px E(äK(x)+1|) = (8.5.1)

Px

∞∑

k=0

äk+1|P (K(x) = k) = äxPx.
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Èç ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

Ax = äxPx. (8.5.2)

Îòñþäà èìååì
Px = Ax/äx. (8.5.3)

8.6 Ðàñ÷åò çàùèòíîé íàäáàâêè äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
íåòòî-ïðåìèé

Ïóñòü èìååòñÿ N äîãîâîðîâ èíäèâèäóàëüíîãî ñòðàõîâàíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç Lk èíäèâèäóàëüíûé óáûòîê íà k-îì äîãîâîðå, îïðåäåëåííûé êàê ðàç-
íîñòü ìåæäó ïðèâåäåííîé âåëè÷èíîé vb(k)

ñòðàõîâîé âûïëàòû bk è ïðèâå-
äåííîé âåëè÷èíîé vc(k)

ïîòîêà ïðåìèé, ò.å.

Lk = vb(k)
− vc(k)

. (8.6.1)

Ïóñòü
S = L1 + . . . + LN . (8.6.2)

Ìû õîòèì, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ êîìïàíèè áûëà Q ∈ (0, 1),
ò.å.

P (S ≤ 0) = Q. (8.6.3)
Ïåðåïèøåì (8.6.3) â âèäå

P

(
S − E(S)√

D(S)
≤ − E(S)√

D(S)

)
= R, R = 1−Q. (8.6.4)

Ñ÷èòàÿ Li íåçàâèñèìûìè, êàê è ðàíåå íàõîäèì−E(S)/
√

D(S) = xR, èëè,
÷òî òî æå,

−(E(L1) + . . . + E(LN))/(D(L1) + . . . + D(LN))1/2 = xR. (8.6.5)

Çäåñü xR � êâàíòèëü ÷èñëà R.
Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü çàùèòíóþ íàäáàâêó.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé äèñêðåòíûé äîãîâîð ïîæèçíåííîãî ñòðàõîâà-

íèÿ (7.1). Â ýòîì ñëó÷àå

L = vK(x)+1 − päx. (8.6.6)
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Çäåñü ïðåìèÿ pk = p
(n)
k + p

(s)
k . Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå çàùèòíàÿ íàäáàâêà

p(s) ïîëàãàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî íåòòî-ïðåìèè p(n), òî åñòü p(s) = Θp(n),
Θ > 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ (íàãðóæåííàÿ) ïðåìèÿ

p = (1 + Θ)p(n). (8.6.7)

Ôîðìóëà (8.6.5) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âåëè÷èíó Θ, ïîñêîëüêó ïðè ïîä-
ñòàíîâêe (8.6.7), (8.6.6), â (8.6.5), ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå (äëÿ ðàçíûõ âèäîâ
ñòðàõîâàíèÿ ðàçíîå) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé Θ.
Ïîëíîå ñòðàõîâàíèå æèçíè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îäíîãî äîãîâîðà ïðè-

âåäåííàÿ ê t = 0 ñòîèìîñòü âûïëàòû vB = vK(x)+1, ïðèâåäåííàÿ ñòîèìîñòü
ïîòîêà íàãðóæåííûõ ïðåìèé p vC = p(1 − vK(x)+1)d−1. Ñëåäîâàòåëüíî, âå-
ëè÷èíà óáûòêà íà äîãîâîðå

L = vK(x)+1 − p(1− vK(x)+1)d−1 = vK(x)+1(1 + pd−1)− pd−1 =

= Zx(1 + pd−1)− pd−1. (8.6.8)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ äx = (1− Ax)d
−1 èìååì

E(L) = (1 + pd−1)E(Zx)− pd−1 = E(Zx) + (E(Zx)− 1)pd−1 =

= Ax + (Ax − 1)pd−1 = Ax − päx.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî
E(L) = Ax − päx, (8.6.9)

D(L) = ( 2Ax − A2
x)(1 + pd−1)2. (8.6.10)

Òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå p(n) = Px, à â ñèëó (8.6.7), p = (1 + Θ)Px, òî èç
(8.6.9) è (8.6.5) ñëåäóåò, ÷òî

EL = Ax − (1 + Θ)Pxäx −ΘAx. (8.6.11)

Ïîäñ÷èòàåì DL. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

1 + pd−1 = 1 + (1 + Θ) Pxd
−1 =

= 1 + (1 + Θ)Ax(1− Ax)(1− Ax)
−1 = (1 + ΘAx)(1− Ax) (8.6.12)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(0) ïîòåðè äëÿ íå íàãðóæåííîé ïðåìèè, òî åñòü äëÿ
ñëó÷àÿ p = Px. Òîãäà èç (8.6.5) ñëåäóåò, ÷òî

DL(0) = ( 2Ax − A2
x)(1− Ax)

2. (8.6.13)
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Èç ôîðìóë (8.6.10), (8.6.11) è (8.6.12) âûòåêàåò, ÷òî

DL = (1 + ΘAx)
2 DL(0). (8.6.14)

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (8.6.5), (8.6.11) (8.6.14) äëÿ îïðåäåëåíèÿ Θ.
Ïóñòü x(k) � âîçðàñò k-ãî êëèåíòà. Îáîçíà÷èì

λ =
N∑

i=1

DL
(0)
i , µ =

N∑
i=1

Ax(i)DL
(0)
i ,

ν =
N∑

i=1

A2
x(i)DL

(0)
i , β =

N∑
i=1

Ax(i) (8.6.15)

Ïîäñòàâëÿÿ (8.6.11) (8.6.14) (ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè) â (8.6.5) è
ïîëüçóÿñü (8.6.15), èìååì

Θβ
(
λ + 2µΘ + νΘ2)−1/2

= xR. (8.6.16)

Îòñþäà ëåãêî íàõîäèì

Θ =
(
µ +

(
µ2 − λν + λβ2x−2

R

)1/2
) (

β2x−2
R − ν

)−1
. (8.6.17)

9 Ðåçåðâû ïåðèîäè÷åñêèõ ïðåìèé

9.1 Îáùèå ïîëîæåíèÿ

Ðàññìîòðèì èíäèâèäóàëüíûé äîãîâîð ñòðàõîâàíèÿ. Äëÿ èíäèâèäóàëüíîãî
äîãîâîðà ñòðàõîâàíèÿ íà ìîìåíò âðåìåíè t îáðàçóåòñÿ òèïè÷íàÿ ñèòóàöèÿ:
ñîáðàííûõ çà âðåìÿ [0, t) íåòòî-ïðåìèé áîëüøå, ÷åì ñóììà âûïëà÷åííûõ çà
âðåìÿ [0, t) ñòðàõîâîê, îäíàêî ñóììà áóäóùèõ âûïëàò ïðè τ ≥ t áîëüøå, ÷åì
ñóììà îæèäàþùèõñÿ ïðè τ ≥ t ïðåìèé. Íåäîñòàþùàÿ äëÿ áóäóùåãî ñóììà
îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé çàðàáîòàííîé êîìïàíèåé â ïðîøëîì íà ðàçíèöå ïðåìèé
è âûïëàò. Ïðè ýòîì âñå ñóììû ïðèâîäÿòñÿ ê ìîìåíòó t. Ýòà íàêîïëåííàÿ
íà ìîìåíò t > 0 ñóììà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ñîáñòâåííîñòü êëèåíòà
è, ïî åãî æåëàíèþ, èñïîëüçîâàíà (êîíâåðòèðîâàíà) äëÿ çàêëþ÷åíèÿ íîâîãî
äîãîâîðà âìåñòî ñòàðîãî â êà÷åñòâå íåòòî-ïðåìèè èëè âûïëà÷åíà äåíüãàìè.
Îòìåòèì çäåñü îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Çàðàáîòàííûå êîìïàíèåé íà

ìîìåíò t > 0 ñðåäñòâà â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè ðàñõîäóþòñÿ íà
îñòàâøèõñÿ â æèâûõ êëèåíòîâ. Ïîýòîìó ïðè ïîäñ÷åòàõ ñóìì âûïëàò è ïðå-
ìèé íà èíäèâèäóàëüíîì äîãîâîðå íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ íå îáû÷íûìè,
à àêòóàðíûìè êîýôôèöèåíòàìè íàêîïëåíèÿ è äèñêîíòèðîâàíèÿ.



� 38 �

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ðåçåðâîì ïåðèîäè÷åñêîé ïðåìèè tV íà ìîìåíò t >

0 íà èíäèâèäóàëüíîì äîãîâîðå ñòðàõîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó
àêòóàðíî ïðèâåäåííûìè ê ìîìåíòó t ñðåäíèì îáÿçàòåëüñòâîì tab êîì-
ïàíèè ïî áóäóùèì âûïëàòàì è ñðåäíèì îáÿçàòåëüñòâîì êëèåíòà tac ïî
áóäóùèì âçíîñàì, ò.å. ÷èñëîâàÿ âåëè÷èíà

tV = tac − tab. (9.1.1)

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ôîðìóëà äëÿ ðåçåðâà (9.1.1) íàçûâàåòñÿ ïåðñïåê-
òèâíîé.

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ïåðñïåêòèâíîé, ïîñêîëüêó ðàññ÷èòûâàåòñÿ èñ-
õîäÿ èç áóäóùèõ îáÿçàòåëüñòâ.
Èç ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíîñòè îáÿçàòåëüñòâ êëèåíòà è êîìïàíèè ñëåäóåò,

÷òî íåäîñòàþùèå ñðåäñòâà áåðóòñÿ èç âçíîñîâ êëèåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ýòè
íåäîñòàþùèå äåíüãè äîëæíû áûòü ïîëó÷åíû èç âíåñåííûõ äî t ïðåìèé çà
âû÷åòîì ïðîèçâåäåííûõ äî t âûïëàò, ò.å. äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

tV = tsc − tsb. (9.1.2)

Çäåñü tsc � àêòóàðíàÿ íàêîïëåííàÿ ê ìîìåíòó t ñðåäíÿÿ ñóììà âçíîñîâ
êëèåíòà, ñäåëàííûõ íà [0, t), tsb � àêòóàðíàÿ íàêîïëåííàÿ ê ìîìåíòó t ñðåä-
íÿÿ ñóììà âûïëàò êîìïàíèè çà âðåìÿ [0, t). Çäåñü âìåñòî îáû÷íîãî ïðèâå-
äåíèÿ ê ìîìåíòó t áåðåòñÿ àêòóàðíîå íàêîïëåíèå, òàê êàê ñðåäñòâà áóäóò
èñïîëüçîâàíû íà ïîêðûòèå ñòðàõîâîê êëèåíòîâ, îñòàâøèõñÿ â æèâûõ.

Îïðåäåëåíèå 9.3. Ôîðìóëà äëÿ ðåçåðâà (9.1.2) íàçûâàåòñÿ ðåòðîñïåê-
òèâîé ôîðìóëîé ðåçåðâà ïåðèîäè÷åñêîé ïðåìèè.

Ôîðìóëà (9.1.2) íàçûâàåòñÿ ðåòðîñïåêòèâîé, ïîñêîëüêó ðàññ÷èòûâàåòñÿ,
èñõîäÿ èç ïðîøëûõ îáÿçàòåëüñòâ.
Äëÿ ðàçíûõ âèäîâ ñòðàõîâàíèÿ tsc è tsb èìåþò ðàçíûé âèä.
Âñåãäà äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äîãîâîð ñòðàõîâàíèÿ çàêëþ÷åí ñ êëè-

åíòîì âîçðàñòà x, ÷òî îçíà÷àåò èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïîäñ÷åòà tV ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó K(x). Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî tV ïèøóò tVx. ×èñëî t îçíà÷àåò âðåìÿ,
ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà çàêëþ÷åíèÿ äîãîâîðà. Âåëè÷èíà tVx ïðÿìî çàâèñèò
îò âèäà ñòðàõîâàíèÿ.
Âåëè÷èíà ðåçåðâà ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà êàê ïî ïåðñïåêòèâíîé, òàê è ïî

ðåòðîñïåêòèâíîé ôîðìóëàì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðàñ÷åò ðåçåðâà
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â ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíûé äîãîâîð ïîëíîãî ñòðàõîâàíèÿ
æèçíè êëèåíòà âîçðàñòà x, ïðè ýòîì âåëè÷èíà ïåðèîäè÷åñêîé ïðåìèè çàäà-
åòñÿ êàê ïåðèîäè÷åñêîé íåòòî-ïðåìèÿ Px. Äëÿ ðàñ÷åòîâ íàì ïîíàäîáÿòñÿ
àêòóàðíîå íàêîïëåíèå è äèñêîíòèðîâàíèå.

9.2 Àêòóàðíîå íàêîïëåíèå è äèñêîíòèðîâàíèå

Ïóñòü èìååòñÿ ãðóïïà ëþäåé, âíåñøàÿ â áàíê ïî 1 óñëîâíîé åäèíèöå íà ñ÷åò
C(t) = (1 + i)t. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t äîëÿ æèâûõ ó÷àñòíèêîâ ôîíäà
ðàâíà p(t), òàê ÷òî 0 ≤ p(t) ≤ 1. Ñêîëüêî äåíåã ïðèõîäèòñÿ íà êàæäîãî
æèâîãî ó÷àñòíèêà â ìîìåíò âðåìåíè t?
Ïóñòü ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ N . Òîãäà íàêîïëåííàÿ êî âðåìåíè t ñóììà S(t) =

N(1 + i)t. ×èñëî æèâûõ ó÷àñòíèêîâ ðàâíî Np(t), è íà êàæäîãî èç íèõ
ïðèõîäèòñÿ ñóììà

Ã(t) =
N(1 + i)t

N p(t)
=

(1 + i)t

p(t)
. (9.2.1)

Î÷åâèäíî, Ã(t) > (1 + i)t � íàêîïëåííîé ñóììû ïî ñòàâêå i.

Îïðåäåëåíèå 9.4. Àêòóàðíûì êîýôôèöèåíòîì íàêîïëåíèÿ äëÿ ïðî-
öåíòíîé ñòàâêè i è äîëè âûæèâàíèÿ p(t) íà ïðîìåæóòêå [0, t] íàçûâà-
åòñÿ ÷èñëî

Ã(t) =
(1 + i)t

p(t)
. (9.2.2)

×èñëî Ã(t) îçíà÷àåò ñóììó, ïðèõîäÿùóþñÿ íà êàæäîãî æèâîãî ê ìîìåíòó
âðåìåíè t ó÷àñòíèêà ôîíäà, âíåñøåãî 1 ó.å.

Îïðåäåëåíèå 9.5. Àêòóàðíûì êîýôôèöèåíòîì äèñêîíòèðîâàíèÿ
d(t) íà ïðîìåæóòêå íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

d̃(t) =
1

Ã(t)
=

p(t)

(1 + i)t
. (9.2.3)

×èñëî d̃(t) îçíà÷àåò ñóììó, êîòîðóþ êàæäûé ó÷àñòíèê ôîíäà äîëæåí
âíåñòè â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ÷òîáû â ìîìåíò âðåìåíè t íà êàæäîãî
æèâîãî ó÷àñòíèêà ïðèõîäèëàñü 1 åäèíèöà íàêîïëåííûõ äåíåã. Îáû÷íî â
ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñòðàõîâàíèÿ äîëÿ p(t) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

p(t) = P (T (x) > t) = tpx. (9.2.4)
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Çäåñü T (x) � îñòàòî÷íîå âðåìÿ æèçíè. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò Ã(t) =

A(x, t),
d̃(t) =t Ex. Èç ôîðìóë (9.2.2) � (9.2.4) âûòåêàåò, ÷òî

A(x, t) =
(1 + i)t

tpx
; tEx = vt

tpx. (9.2.5)

Ïðè ýòîì A(x, t) � àêòóàðíûé êîýôôèöèåíò íàêîïëåíèÿ äëÿ ïðîìåæóòêà
[0, t] äëÿ ÷åëîâåêà â âîçðàñòå x; tEx � àêòóàðíûé êîýôôèöèåíò äèñêîíòè-
ðîâàíèÿ íà ïðîìåæóòêå [0, t] äëÿ ÷åëîâåêà â âîçðàñòå x. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî A(x, t) áîëüøå îáû÷íîãî íàêîïëåíèÿ (1 + i)t íà [0, t], à tEx � ìåíüøå
ñîîòâåòñòâóþùåãî êîýôôèöèåíòà äèñêîíòèðîâàíèÿ vt íà [0, t].

9.3 Ðàñ÷åò ðåçåðâà ïî ïåðñïåêòèâíîé ôîðìóëå
(äîãîâîð ïîëíîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè)

Ïóñòü t > 0 � öåëîå ÷èñëî, îçíà÷àþùåå âðåìÿ ïîñëå çàêëþ÷åíèÿ äîãîâîðà.
Äëÿ ïîäñ÷åòà tVx íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòàòü tac è tab. Âû÷èñëèì tac è tab.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ê ìîìåíòó 0 ñóììà âûïëà÷èâàåìûõ ïî-
ñëå t íåòòî-ïðåìèé ðàâíà R1 = t|äxPx. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà æå ñóììà, ïðè-
âåäåííàÿ ê ìîìåíòó t, ðàâíà R2 = Px t|äxv

−t. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðèâå-
äåííàÿ ê t âåëè÷èíà âûïëàò ïîñëå t ðàâíà t|Axv

−t. Íàïîìíèì, ÷òî Ax - ýòî
ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ ïî êîíêðåòíîìó äîãîâîðó ñòðàõîâàíèÿ äëÿ êëèåíòà
âîçðàñòà x, t|Ax òà æå ïðåìèÿ äëÿ îòñðî÷åííîãî íà t ëåò äîãîâîðà. Ïîñêîëü-
êó ê ìîìåíòó t îò åäèíèöû êëèåíòà "îñòàåòñÿ"tpx�ÿ ÷àñòü, òî íà åäèíèöó
êëèåíòà â ìîìåíò t ïðèõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî, ñîáðàííûõ ïðåìèé

tac = t|axv
−t/ tpx (9.3.1)

è ñòðàõîâûõ âûïëàò
tab = t|Axv

−t/ tpx. (9.3.2)
Òàê êàê

t|äx = vtäx+t tpx, t|Ax = vtAx+t tpx,

òî
tVx = Ax+t − Pxäx+t. (9.3.3)

Ýòó æå ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè àêòóàðíî ïðîäèñêîíòèðîâàòü ñóì-
ìó áóäóùèõ âûïëàò è ïðåìèé ê ìîìåíòó t ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êîýôôèöè-
åíòîì tEx = tpxv

t. Ìû ýòî âûøå ôàêòè÷åñêè ñäåëàëè.
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Ôîðìóëà (9.3.3) ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ïåðñïåêòèâíîé ôîðìóëû äëÿ äî-
ãîâîðà ïîæèçíåíîãî ñòðàõîâàíèÿ.
Ýòó ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé. Òàê êàê íà ìîìåíò

t âîçðàñò êëèåíòà ðàâåí x + t, òî tab = Ax+t.

Ïî äîãîâîðó åæåãîäíûå ïðåìèè ðàâíû Px, ïîýòîìó ñóììà âçíîñîâ êëèåíòà
ïîñëå ìîìåíòà t åñòü tac = Px äx+t.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðñïåêòèâíàÿ ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä (9.3.3).
Ïåðñïåêòèâíóþ ôîðìóëó (9.1.1) ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîé ôîðìå.
Äîïóñòèì, ÷òî êîìïàíèÿ çàêëþ÷èò ñ òåì æå êëèåíòîì äîãîâîð ñíîâà â

ìîìåíò t. Òîãäà âîçðàñò êëèåíòà áóäåò x+ t, îáÿçàòåëüñòâà êîìïàíèè Ax+t,
åæåãîäíàÿ íåòòî ïðåìèÿ Px+t = Ax+t/äx+t. Ïîýòîìó Ax+t = äx+tPx+t, è
ôîðìóëà (9.3.3) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

tVx = (Px+t − Px)äx+t. (9.3.4)

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ðàçíîñòè ïðåìèé.
Ïî-äðóãîìó ôîðìóëà (9.3.4) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê

tVx = (1− Px/Px+t)Ax+t. (9.3.5)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà óäîáíà äëÿ êîíâåðñèè â ìîìåíò âðåìåíè t òåêóùåãî
äîãîâîðà â äîãîâîð ïîæèçíåííîãî ñòðàõîâàíèÿ ñ ðàçîâîé íåòòî-ïðåìèåé
âåëè÷èíîé

tVx/Ax+t = 1− Px/Px+t. (9.3.6)

9.4 Ðàñ÷åò ðåçåðâà ïî ðåòðîñïåêòèâíîé ôîðìóëå
(äîãîâîð ïîëíîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè)

Ðàññìîòðèì äîãîâîð ïîëíîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè è äîêàæåì, ÷òî (9.1.2)
äåéñòâèòåëüíî ñïðàâåäëèâî.
Èç ôîðìóëû (9.3.4) âèäíî, ÷òî tVx âåëè÷èíà íå îòðèöàòåëüíàÿ. ßñíî,

÷òî Px+t > Px, ïîñêîëüêó â âîçðàñòå x + t âåðîÿòíîñòü óìåðåòü áîëüøå,
÷åì â âîçðàñòå x, òî è ñòðàõîâîé âçíîñ Px+t äîëæåí áûòü áîëüøå, ÷åì
Px. Ïîýòîìó ñðåäñòâ, êîòîðûå áóäóò ïîëó÷åíû â áóäóùåì çà ñ÷åò ïðåìèé,
íåäîñòàòî÷íî äëÿ áóäóùèõ ñòðàõîâûõ âûïëàò. Ïîäñ÷èòàåì ñíà÷àëà tsc. Ýòà
âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

tsc = Px s̈x:t|. (9.4.1)
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Çäåñü
s̈x:t| = äx:t|A(x, t). (9.4.2)

Àêòóàðíàÿ ïðèâåäåííàÿ ê t ñòîèìîñòü îáÿçàòåëüñòâ êîìïàíèè åñòü

tsb = A1
x:t|A(x, t) = A1

x:t| / tEx. (9.4.3)
Òàêèì îáðàçîì,

tsc − tsb = Px s̈x:t| − A1
x:t| / tEx. (9.4.4)

Âûøå A(x, t) è tEx � àêòóàðíûå êîýôôèöèåíòû íàêîïëåíèÿ è äèñêîí-
òèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íà ïðîìåæóòêå [0, t]. Ïîêàæåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü
(9.4.4) íà äåëå ðàâíà tVx. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì (9.3.3) íà tEx. Ìû ïîëó÷èì

tVx tEx = Ax+t tEx − Px äx+t tEx. (9.4.5)
Òàê êàê

Ax+t tEx = t|Ax, ax+t tEx = t|äx, (9.4.6)
òî èç (9.4.5) ñëåäóåò, ÷òî

tVx tEx = t|Ax − Px t|äx+t tEx. (9.4.7)
Òàê êàê î÷åâèäíî Ax = Px äx, òî èç (9.4.7) ñëåäóåò, ÷òî

tVx tEx = Px

(
äx − t|äx

)− (
Ax − t|Ax

)
. (9.4.8)

Èç ñîîòíîøåíèé

äx − t|äx = äx:t|, Ax − t|Ax = A1
x:t| (9.4.9)

âûòåêàåò, ÷òî
tVx tEx = Px äx:t| − A1

x:t|. (9.4.10)
Îòñþäà â ñèëó (9.4.4) ñëåäóåò, ÷òî tVx = tsc − tsb.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Ôàëèí Ã.È. Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè ñòðàõîâàíèÿ æèçíè è ïåí-
ñèîííûõ ñõåì / Ã.È.Ôàëèí - M.: Ìîñêîâñêîãî óí-òà, 1995. - 286 ñ.

[2] Ãåðáåð Õ.Ä. Ìàòåìàòèêà ñòðàõîâàíèÿ æèçíè / Õ.Ä.Ãåðáåð - Ì.: Ìèð,
1995. - 212 ñ.

[3] Ãíåäåíêî Á.Â. Êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé / Á.Â.Ãíåäåíêî - M.: Íàóêà,
1981. - 456 c.

[4] ×åòûðêèí Å.Ì. Ìåòîäû ôèíàíñîâûõ è êîììåð÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ /
Å.Ì.×åòûðêèí - M.: Èçä-âî Äåëî ËÒÄ, 1995. - 386 ñ.



� 43 �

Àâòîð: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
Îðëîâ Âëàäèìèð Ïåòðîâè÷
Ðåäàêòîð Òèõîìèðîâà Î.À.


