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Ââåäåíèå

Â äàííîì ïîñîáèè ñîáðàíû ñâåäåíèÿ èç ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè, ñâÿçàííûå ñî
ñòîõàñòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ôîðìèðîâàíèÿ è èçìåíåíèÿ öåí. Îíè ñîñòàâèëè îñíîâó
êðàòêîãî êóðñà èç 7�8 ëåêöèé äëÿ ñòóäåíòîâ ýêîíîìè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ ïî
ñïåöèàëüíîñòè �Ôèíàíñû è êðåäèò�.

Ïðàêòè÷åñêè âñå ñâåäåíèÿ âçÿòû èç ìîíîãðàôèè À.Í. Øèðÿåâà �Îñíîâû ñòîõà-
ñòè÷åñêîé ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè� (òîì 1, �Ôàêòû è ìîäåëè�, è òîì 2, �Òåîðèÿ�,
èçä�âî ÔÀÇÈÑ, Ì., 1998).

Àâòîð ñòðåìèëñÿ ìèíèìèçèðîâàòü òðåáîâàíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêå ñòó-
äåíòîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì èç ìîíîãðàôèè À.Í. Øèðÿåâà áûëè îòîáðàíû íàèáîëåå ïðî-
ñòûå ìàòåìàòè÷åñêèå ôàêòû, êîòîðûå â òî æå âðåìÿ èìåþò ÿñíóþ ýêîíîìè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ.

Äàííûé êóðñ ââèäó åãî íåáîëüøîãî îáúåìà è ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé íà ìà-
òåìàòè÷åñêóþ ñëîæíîñòü íåëüçÿ ñ÷èòàòü ïîëíûì â êàêîì�ëèáî ñìûñëå. Ýòî ñêîðåå
�êðàòêîå ââåäåíèå� â ñîâðåìåííóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ ôèíàíñîâóþ ìàòåìàòèêó.

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ýêîíîìè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, èçó÷àþùèõ
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè öåíîîáðàçîâàíèÿ, à òàêæå äëÿ ñòóäåíòîâ äðóãèõ ñïåöèàëü-
íîñòåé, èíòåðåñóþùèõñÿ ìàðòèíãàëüíûìè ìåòîäàìè ðàñ÷åòà ñïðàâåäëèâûõ öåí ïëà-
òåæíûõ îáÿçàòåëüñòâ.



Ãëàâà 1

Ôèíàíñîâûå èíñòðóìåíòû è
ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè

1.1 Îñíîâíûå ôèíàíñîâûå èíñòðóìåíòû
1. Áàíêîâñêèé ñ÷åò � ýòî öåííàÿ áóìàãà, îòíîñÿùàÿñÿ ê îáëèãàöèÿì è îçíà÷àþùàÿ,
÷òî áàíê îáÿçóåòñÿ âûïëà÷èâàòü çàðàíåå îïðåäåëåííûé ïðîöåíò îò ñóììû ñ÷åòà. Ñïî-
ñîáû íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ:

• ïðîñòûå ïðîöåíòû (m ðàç â ãîä),

• ñëîæíûå ïðîöåíòû (íåïðåðûâíî).

Ïóñòü íà÷àëüíûé êàïèòàë, âíåñåííûé íà áàíêîâñêèé ñ÷åò, áûë B0. Â ñëó÷àå ïðîñòûõ
ïðîöåíòîâ çàðàíåå îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà r(m) íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ m
ðàç â ãîä, è ÷åðåç N + k/m ëåò êàïèòàë âûðàñòåò äî çíà÷åíèÿ

BN+k/m(m) = B0

(
1 +

r(m)

m

)m(N+k/m)

.

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ïðîöåíòîâ ñ ïðîöåíòíîé ñòàâêîé r = r(∞) ÷åðåç âðåìÿ T ,
âûðàæåííîå â ãîäàõ, êàïèòàë áóäåò ðàâåí

BT (∞) = B0e
rT .

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ öåëûõ T = N ðàâåíñòâî êàïèòàëîâ ÷åðåç N ëåò ïðè ïðîñòûõ
è ñëîæíûõ ïðîöåíòàõ âîçìîæíî òîëüêî ïðè

r = n ln

(
1 +

r(m)

m

)
.

Êðîìå ãîäîâîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè r èíîãäà îáúÿâëÿåòñÿ ãîäîâàÿ ó÷åòíàÿ ñòàâ-
êà q èç ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷åðåç îäèí ãîä ïîëó÷èòü êàïèòàë B1

òðåáóåòñÿ âíåñòè íà÷àëüíûé êàïèòàë B1(1− q). Î÷åâèäíî, ÷òî q = r/(1 + r).
Ïðè íåïðåðûâíî íà÷èñëÿåìîé ïðîöåíòíîé ñòàâêå r óäâîåíèå íà÷àëüíîãî êàïèòàëà

ïðîèçîéäåò ÷åðåç âðåìÿ T , äëÿ êîòîðîãî erT = 2. Åñëè r = a/100, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

T =
100 ln 2

a
≈ 69.3

a
.
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Íà ïðàêòèêå ÷èñëî 69.3 çàìåíÿåòñÿ íà áîëåå óäîáíîå ÷èñëî 72, äåëÿùååñÿ íà 2, 3, 4,
6, 8, 9, 12. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëî ïðàâèëî 72: åñëè ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà
åñòü a/100, òî óäâîåíèå êàïèòàëà ïðîèñõîäèò ÷åðåç 72/a ëåò.

2. Îáëèãàöèè èëè áîíû. Ýòî äîëãîâûå îáÿçàòåëüñòâà, âûïóñêàåìûå ñ öåëüþ àê-
êóìóëèðîâàíèÿ êàïèòàëà. Ïî íèì âûïëà÷èâàþòñÿ ôèêñèðîâàííûå ïðîöåíòû, à ññóäà
âîçâðàùàåòñÿ ïîëíîñòüþ â óñòàíîâëåííîå âðåìÿ. Äîëÿ ðèñêà â íèõ åñòü, è ïîýòîìó
áîëåå êðóïíûå è íàäåæíûå êîðïîðàöèè âûïëà÷èâàþò ìåíüøèå ïðîöåíòû, ÷åì ìåëêèå
èëè íåíàäåæíûå. Êàæäóþ îáëèãàöèþ õàðàêòåðèçóåò:

• ìîìåíò ïîãàøåíèÿ T ;

• íîìèíàëüíàÿ ñòîèìîñòü P (T, T ), âûïëà÷èâàåìàÿ â ìîìåíò ïîãàøåíèÿ;

• êóïîííàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà rc, îïðåäåëÿþùàÿ äèâèäåíäû, ðàâíûå rc×P (T, T );

• íà÷àëüíàÿ öåíà îáëèãàöèè P (0, T );

• ðûíî÷íàÿ öåíà P (t, T ), ïî êîòîðîé îáëàäàòåëü îáëèãàöèè ìîæåò åå ïðîäàòü â
ìîìåíò t ≤ T ;

• òåêóùàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà rc(t, T ) = rcP (T, T )/P (t, T ), èñïîëüçóåìàÿ äëÿ
ñðàâíåíèÿ äîõîäíîñòè ðàçëè÷íûõ îáëèãàöèé;

• äîõîä äî ìîìåíòà ïîãàøåíèÿ èëè äîõîäíîñòü, âûðàæàåìàÿ îáû÷íî â ïðîöåí-
òàõ. Ýòî ãîäîâàÿ ñòàâêà ρ(T − t, T ), ïðè êîòîðîé ðûíî÷íàÿ öåíà îáëèãàöèè â
ìîìåíò t ðàâíà ïîëíîìó äîõîäó îò êóïîíîâ è íîìèíàëüíîé ñòîèìîñòè ñ ó÷åòîì
äèñêîíòèðîâàíèÿ, ò.å. ýòî êîðåíü óðàâíåíèÿ

P (t, T ) =
T−t∑

k=1

rcP (T, T )

(1 + ρ)k
+

P (T, T )

(1 + ρ)T−t
.

3. Àêöèè. Ýòî äîëåâûå öåííûå áóìàãè, âûïóñêàåìûå äëÿ óâåëè÷åíèÿ êàïèòàëà.
Ïî íèì âûïëà÷èâàþòñÿ äèâèäåíäû, à òàêæå îíè ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èãðû íà áèðæå.
Âëàäåëåö îáûêíîâåííîé àêöèè ïîëó÷àåò îáû÷íî ïðîöåíò îò äîõîäà êîìïàíèè, íî â
ñëó÷àå åå ðàçîðåíèÿ òåðÿåò âñå. Ýòî ðèñêîâàÿ ôîðìà. Âëàäåëåö ïðèâèëåãèðîâàííîé
àêöèè îáû÷íî ïîëó÷àåò äîõîä, êîòîðûé íå ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì äîõîäà êîìïàíèè,
íî ïðè ðàçîðåíèè åãî ðèñê ïîòåðü çíà÷èòåëüíî ìåíüøå. Â àêöèÿõ óêàçûâàåòñÿ òàêæå
äîëÿ ó÷àñòèÿ â ðàáîòå êîìïàíèè, ñïîñîáû âûïëàò äèâèäåíäîâ è äðóãèå óñëîâèÿ.

Êóïëÿ è ïðîäàæà àêöèé ïðîèçâîäèòñÿ ÷åðåç áðîêåðñêèå êîíòîðû, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ÷ëåíàìè áèðæè ïî îáìåíó àêöèÿìè (stock exchange). Îñíîâíûå áèðæè:

• NYSE (New York Stock Exchange). Íà íåé ê áðîêåðàì ïðåäúÿâëÿþòñÿ âûñîêèå
òðåáîâàíèÿ ê ïðåòàêñîâîìó çàðàáîòêó êîìïàíèé, îáúåìó àêöèé è èõ ñòîèìî-
ñòè. Â òîðãîâëå ó÷àñòâóþò ñòàðåéøèå, õîðîøî èçâåñòíûå êîìïàíèè. Èõ áîëåå 2
òûñÿ÷.

• AMEX (American Stock Exchange) � äëÿ êîìïàíèé ñðåäíèõ ðàçìåðîâ. Èõ îêîëî
1 òûñÿ÷è.
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• NASDAQ (National Association of Securiries Dealers Automatic Quotations) îáú-
åäèíÿåò îêîëî 5 òûñ. êîìïàíèé ðàçíûõ ðàçìåðîâ. Òîðãîâëÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïî
êîìïüþòåðíî�öèôðîâîé ñâÿçè ÷åðåç äèëåðîâ, áèðæà íå èìååò ñâîåãî öåíòðàëè-
çîâàííîãî ìåñòà.

• OTC (Over�the�counter) � òàêæå êîìïüþòåðíàÿ áèðæà, îáúåäèíÿåò ïîðÿäêà 40
òûñ. ó÷àñòíèêîâ. Íåò îãðàíè÷åíèé ïî ðàçìåðó êàïèòàëà.

Îñíîâíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèè êîìïàíèé îòðàæàåòñÿ â óñðåäíåííûõ èíäåê-
ñàõ. Íàèáîëåå èçâåñòíû èíäåêñû Äîó�Äæîíñà:

• DJIA � Dow Jones Industrial Average (ïî 30 èíäóñòðèàëüíûì êîìïàíèÿì);

• Dow Jones Transportation Average (ïî 20 êðóïíåéøèì êîìïàíèÿì, çàíèìàþùèì-
ñÿ ïåðåâîçêàìè);

• Dow Jones Utility Average (ïî 15 ãàçîâûì, ýëåêòðè÷åñêèì, ýíåðãåòè÷åñêèì êîì-
ïàíèÿì);

• Dow Jones 65 Composite Average (ïî âñåì 65 êîìïàíèÿì èç ïðåäûäóùèõ ñïèñ-
êîâ).

Êðîìå íèõ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ: Standard & Poor's 500 (S&P500) index; The
NYSE Composite index; The NASDAQ Composite index; The AMEX Market Value
index; Value�Line; The Russel 2000; The Wilshire 5000 è äð.

Òåêóùàÿ èíôîðìàöèÿ î öåíàõ ïîêóïêè è ïðîäàæè àêöèé 5 òûñÿ÷ êîìïàíèé, ó÷àñò-
âóþùèõ â OTC, ïîñòàâëÿåòñÿ ýëåêòðîííîé ñèñòåìîé NASDAQ. Áðîêåðû ÷åðåç äèëå-
ðîâ ìîãóò â ëþáîé ìîìåíò óçíàòü öåíû ïîêóïêè è ïðîäàæè, à òàêæå îñóùåñòâèòü
ñäåëêó ñ òåì äèëåðîì, êîòîðûé ïðåäëàãàåò ëó÷øóþ öåíó.

1.2 Ïðîèçâîäíûå ôèíàíñîâûå èíñòðóìåíòû
Ê íèì îòíîñÿòñÿ: ôîðâàðäíûå è ôüþ÷åðñíûå êîíòðàêòû, îïöèîíû, âàððàíòû, ñâîïû,
êîìáèíàöèè, ñïðýäû, ñî÷åòàíèÿ è ïð.

1. Ôîðâàðäíûé êîíòðàêò èëè ôîðâàðä � ýòî ñîãëàøåíèå î ïîñòàâêå�ïîêóïêå íåêî-
òîðîãî òîâàðà â îïðåäåëåííûé ìîìåíò â áóäóùåì ïî ôèêñèðîâàííîé öåíå. Ôîðâàðä
îáÿçàòåëåí ê èñïîëíåíèþ îáîèìè äîãîâàðèâàþùèìèñÿ ñòîðîíàìè. Íàïðèìåð, êðå-
ñòüÿíèí åùå âåñíîé äîãîâàðèâàåòñÿ ñ îâîùåõðàíèëèùåì î òîì, ÷òî îí îñåíüþ ïî-
ñòàâèò ïî ôèêñèðîâàííîé öåíå îïðåäåëåííûé îáúåì îâîùåé, õîòÿ îí åùå äàæå íå
âûñàäèë ðàññàäó. Îâîùåõðàíèëèùå äîãîâàðèâàåòñÿ ñ ïóíêòàìè ïîòðåáëåíèÿ � ìàãà-
çèíàìè, ðåñòîðàíàìè è äð. � î ïðîäàæå â îïðåäåëåííûå ñðîêè, íà÷èíàÿ ñî ñëåäóþùåé
îñåíè, ãîòîâûõ îâîùåé ïî ôèêñèðîâàííûì öåíàì.

Òàêèå äîãîâîðåííîñòè ãàðàíòèðóþò ó÷àñòíèêàì çàùèòó îò êàòàñòðîô è ðàçîðå-
íèÿ: äëÿ êðåñòüÿíèíà � â ñëó÷àå íåóðîæàÿ èëè â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âîçìîæíîñòåé
ñáûòà òîâàðà; äëÿ îâîùåõðàíèëèùà � îò îòñóòñòâèÿ ïîñòàâùèêîâ è îòñóòñòâèÿ ïî-
òðåáèòåëåé òîâàðà; äëÿ ðåñòîðàíîâ � îò îòñóòñòâèÿ äîñòàòî÷íîãî àññîðòèìåíòà áëþä
è ò. ä.

Â ìîìåíò ïîñòàâêè è ïëàòåæà îãîâîðåííûå çàðàíåå öåíû ìîãóò îêàçàòüñÿ íåâû-
ãîäíûìè îäíîìó èç ó÷àñòíèêîâ, íî êàæäûé ãîòîâ íå ïîëó÷èòü âîçìîæíîé ïðèáûëè
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ðàäè òîãî, ÷òîáû îãðàäèòü ñåáÿ îò ðèñêà áîëüøèõ óáûòêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ôîðâàðä-
íûé êîíòðàêò åñòü ñïîñîá ïîíèæåíèÿ ðèñêà äëÿ îáîèõ ó÷àñòíèêîâ. Â ýòîì ñîñòîèò
íàçíà÷åíèå è ïðè÷èíà âîçíèêíîâåíèÿ íå òîëüêî ôîðâàðäîâ, íî è äðóãèõ ïðîèçâîäíûõ
ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ.

Ïóñòü ôîðâàðäíûé êîíòðàêò ñîñòîèò â ïîñòàâêå â áóäóùåì íåêîòîðîãî òîâàðà, çà
êîòîðûé ðàñïëà÷èâàþòñÿ äåíüãàìè. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ïîêóïàòåëü "çàíèìàåò äëèí-
íóþ ïîçèöèþ", à ïðîäàâåö (èëè ïîñòàâùèê òîâàðà) "çàíèìàåò êîðîòêóþ ïîçèöèþ".
Ñ óâåëè÷åíèåì ñðîêà ïîñòàâêè, ò.å. ïðîìåæóòêà âðåìåíè ìåæäó ïîäïèñàíèåì ôîð-
âàðäíîãî êîíòðàêòà è åãî èñïîëíåíèåì, ôîðâàðäíàÿ öåíà òîâàðà îáû÷íî ïàäàåò.

Ôîðâàðäíûé êîíòðàêò çàêëþ÷àåòñÿ ìåæäó äâóìÿ ñòîðîíàìè áåç ïîñðåäíèêîâ. Â
ýòîé ñèòóàöèè îäíà èç ñòîðîí ìîæåò ïîïûòàòüñÿ íàðóøèòü ñîãëàøåíèå, åñëè ê ìîìåí-
òó èñïîëíåíèÿ öåíà îêàæåòñÿ íåâûãîäíîé. Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ñàìîé âîçìîæíîñòè
òàêîãî íàðóøåíèÿ áûëè ñîçäàíû ôüþ÷åðñû.

2. Ôüþ÷åðñíûå êîíòðàêòû èëè ôüþ÷åðñû � ýòî ñîãëàøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ôîð-
âàðäíûì, íî äîïîëíåííûå ñïåöèàëüíûì ìåõàíèçìîì ïåðåðàñ÷åòà, äåëàþùèì îòêàç
îò èñïîëíåíèÿ íåâûãîäíûì äëÿ êàæäîé äîãîâàðèâàþùåéñÿ ñòîðîíû.

Ìåõàíèçì ïåðåðàñ÷åòà îñóùåñòâëÿåòñÿ íà áèðæå ïðè ïîìîùè êëèðèíãîâîé ïà-
ëàòû, êîòîðàÿ çàâîäèò íà êàæäîãî ó÷àñòíèêà ñäåëêè ñïåöèàëüíûé ñ÷åò. Â ìîìåíò
çàêëþ÷åíèÿ ôüþ÷åðñíîãî êîíòðàêòà îáå ñòîðîíû âíîñÿò íà ñâîè ñ÷åòà íåêîòîðóþ
ñóììó, îáû÷íî 2% − 10% îò îáúåìà ñäåëêè, íàçûâàåìóþ íà÷àëüíîé ìàðæîé (initial
margin). Ïðè èçìåíåíèè ðûíî÷íîé ñòîèìîñòè òîâàðà êëèðèíãîâàÿ ïàëàòà ñàìîñòîÿ-
òåëüíî ïåðåâîäèò äåíüãè ìåæäó ñ÷åòàìè ó÷àñòíèêîâ ñäåëêè òàê, ÷òîáû êîìïåíñèðî-
âàòü ïîòåðè îäíîãî çà ñ÷åò ïðèáûëè äðóãîãî â ñëó÷àå çàìåíû ôüþ÷åðñà íà ïîêóïêó
òîãî æå òîâàðà ïî òåêóùèì ðûíî÷íûì öåíàì. Åñëè ïðè ýòîì ñ÷åò îäíîãî èç ó÷àñò-
íèêîâ çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåòñÿ, òî îí äîëæåí âíåñòè äîïîëíèòåëüíûå äåíüãè äëÿ
ïîääåðæàíèÿ îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ (maintenance margin).

3. Îïöèîí � ýòî êîíòðàêò, äàþùèé åãî ïîêóïàòåëþ ïðàâî êóïèòü èëè ïðîäàòü
îïðåäåëåííóþ öåííîñòü â óñòàíîâëåííûé ìîìåíò âðåìåíè èëè ïåðèîä âðåìåíè íà
çàðàíåå îãîâàðèâàåìûõ óñëîâèÿõ. Îáû÷íî ýòè óñëîâèÿ ñâîäÿòñÿ ê öåíå ïîêóïêè�
ïðîäàæè.

Ðàçëè÷àþòñÿ îïöèîíû ïîêóïàòåëÿ (îïöèîí�êîëë, call option) è îïöèîí ïðîäàâöà
(îïöèîí�ïóò, put option). Âëàäåëåö îïöèîíà�êîëë èìååò ïðàâî êóïèòü, à âëàäåëåö
îïöèîíà�ïóò � ïðîäàòü.

Îïöèîíû áûâàþò Åâðîïåéñêîãî èëè Àìåðèêàíñêîãî òèïà. Â îïöèîíàõ Åâðîïåé-
ñêîãî òèïà ìîìåíò èñïîëíåíèÿ ñäåëêè ôèêñèðîâàí, ò.å. ñòîðîíû äîãîâàðèâàþòñÿ î
âîçìîæíîé ïîêóïêå�ïðîäàæå â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè â áóäóùåì. Â îïöè-
îíàõ Àìåðèêàíñêîãî òèïà ìîìåíò ñäåëêè âûáèðàåò âëàäåëåö îïöèîíà, íî ôèêñèðîâàí
âðåìåííîé ïðîìåæóòîê, â òå÷åíèå êîòîðîãî îïöèîí ìîæåò áûòü ïðåäúÿâëåí ê èñïîë-
íåíèþ.

Ïðîäàâåö èëè ýìèòåíò îïöèîíà îòäàåò ïðàâî ïîêóïàòåëþ îïöèîíà ñîâåðøèòü èëè
íå ñîâåðøàòü ñäåëêó ñ ýìèòåíòîì ïî çàðàíåå îãîâîðåííîé öåíå è â îïðåäåëåííûé ìî-
ìåíò èëè âðåìåííîé ïðîìåæóòîê. Ïîýòîìó ñòîðîíû íåðàâíîïðàâíû, è ýìèòåíò äîë-
æåí ïîëó÷èòü êîìïåíñàöèþ, íàçûâàåìóþ ïðåìèåé ïðîäàâöó îïöèîíà. Ïî ñóùåñòâó,
ýòî öåíà, ïî êîòîðîé ýìèòåíò îïöèîíà ïðîäàåò ïðàâî êóïèòü èëè ïðîäàòü ïîêóïàòåëþ
îïöèîíà.
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1.3 Äîõîäû ïîêóïàòåëÿ è ïðîäàâöà îïöèîíà
Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñäåëêè ìîæíî ñîâåðøàòü â ôèêñèðîâàí-
íûå ìîìåíòû âðåìåíè, êîòîðûå ïîìåòèì íîìåðàìè n = 0, 1, . . . , N . Ïîêóïêà îïöèîíà
ñîâåðøàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè n = 0. Â ñëó÷àå îïöèîíà Åâðîïåéñêîãî òèïà ïîêóïà-
òåëü îïöèîíà ìîæåò ïðåäúÿâèòü åãî ê èñïîëíåíèþ â ìîìåíò N , à â ñëó÷àå îïöèîíà
Àìåðèêàíñêîãî òèïà � â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè n ≤ N . Ïðè ýòîì ðûíî÷íàÿ
öåíà òîâàðà, óêàçàííîãî â îïöèîíå, ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Â ìîìåíò n îáîçíà÷èì åå
Sn.

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé îïöèîí-êîëë Åâðîïåéñêîãî òèïà ñî âðåìåíåì èñïîëíå-
íèÿ N . Ïî íåìó ïîêóïàòåëü îïöèîíà èìååò ïðàâî êóïèòü óêàçàííûé â îïöèîíå òîâàð
ïî öåíå K â ìîìåíò N . Åñëè ðûíî÷íàÿ öåíà îêàæåòñÿ áîëüøå, SN > K, òî âëàäåëüöó
îïöèîíà âûãîäíî ïðåäúÿâèòü åãî ê îïëàòå, è îí ïîëó÷èò äîõîä SN −K (êîòîðûé ìî-
æåò áûòü âûðàæåí äåíüãàìè, åñëè âëàäåëåö îïöèîíà òóò æå ïðîäàñò ïðèîáðåòåííûé
ïî äåøåâêå òîâàð ïî òåêóùèì ðûíî÷íûì öåíàì). Åñëè æå â ìîìåíò N îêàæåòñÿ, ÷òî
SN < K, òî ïîêóïàòü òîâàð ïî òàêîé öåíå íåò ñìûñëà è âëàäåëåö îïöèîíà íå ïðåäú-
ÿâèò åãî ê èñïîëíåíèþ, ò.å. îïöèîí ïðîñòî èñ÷åçíåò êàê äîêóìåíò. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ïîêóïàòåëü îïöèîíà îòäàåò ïðåìèþ ýìèòåíòó îïöèîíà. Îáîçíà÷èì ýòó ïðåìèþ C.

Òàêèì îáðàçîì, äîõîä ïîêóïàòåëÿ ñòàíäàðòíîãî îïöèîíà Åâðîïåéñêîãî òèïà ðàâåí
(SN −K)+ − C,

ãäå îïåðàöèÿ (·)+ èìååò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: (x)+ = x, åñëè x > 0; è (x)+ = 0,
åñëè x ≤ 0. Ñîîòâåòñòâåííî, äîõîä ïðîäàâöà (ýìèòåíòà) îïöèîíà ðàâåí

C − (SN −K)+.

Âàæíàÿ çàäà÷à ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè ñîñòîèò â òîì, êàê ðàññ÷èòàòü ïðàâèëüíî
ïðåìèþ C â ìîìåíò n = 0, íå çíàÿ îá èçìåíåíèÿõ ðûíî÷íîé öåíû ê ìîìåíòó n = N ,
òàê, ÷òîáû êàæäàÿ èç ñòîðîí íå îêàçàëàñü çàâåäîìî óùåìëåííîé.

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé îïöèîí�ïóò Åâðîïåéñêîãî òèïà. Ýìèòåíò îïöèîíà�ïóò
îòäàåò ïîêóïàòåëþ îïöèîíà ïðàâî ïðîäàòü â ìîìåíò n = N îïðåäåëåííûé òîâàð ïî
öåíå K. Çà ýòî îí ïîëó÷àåò ïðåìèþ P . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äîõîä ïîêóïàòåëÿ
îïöèîíà�ïóò ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(K − SN)+ − P,

à äîõîä ýìèòåíòà ðàâåí ýòîìó âûðàæåíèþ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, ò. å. P − (K−
SN)+.

Ïîëîæåíèÿ ïîêóïàòåëÿ è ïðîäàâöà (ýìèòåíòà) îïöèîíà ëþáîãî òèïà ðàçëè÷íû.
Ïîêóïàòåëü îïöèîíà�êîëë Åâðîïåéñêîãî òèïà ïðîñòî æäåò ìîìåíòà, êîãäà áóäåò âîç-
ìîæíîñòü ïðåäúÿâèòü åãî äëÿ ñîâåðøåíèÿ ñäåëêè è ñëåäèò çà öåíàìè êàê ñîçåðöà-
òåëü. Îí ëèáî íå ïîëó÷èò íè÷åãî ïðè íåóäà÷íîì èçìåíåíèè ðûíî÷íûõ öåí, ëèáî
âûèãðàåò. Ïîëîæåíèå ýìèòåíòà áîëåå ñëîæíîå. Îí äîëæåí áûòü ãîòîâûì ê ìîìåí-
òó âðåìåíè N âûäåëèòü (SN − K)+ ñâîáîäíûõ ñðåäñòâ. Îí ñëåäèò çà èçìåíåíèÿìè
öåí è ãîòîâèò ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã, êîòîðûé äîëæåí ïîêðûòü óêàçàííóþ ñóììó.
Ýìèòåíò ðèñêóåò ïðîèãðàòü íà ðàçíèöå öåí, è åãî ïðåìèÿ åñòü êîìïåíñàöèÿ çà ðèñê.

Çàìå÷àíèÿ. Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î òåðìèíîëîãèè.
1. Â ìîìåíò ïîêóïêè îïöèîíà n = 0 èìåþòñÿ ñâåäåíèÿ î òåêóùåé ðûíî÷íîé öåíå

òîâàðà S0. Åñëè öåíà K, óêàçàííàÿ â îïöèîíå, ðàâíà òåêóùåé ðûíî÷íîé öåíå ýòîãî
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òîâàðà (K = S0), òî ãîâîðÿò, ÷òî îïöèîí ñ íóëåâûì âûèãðûøåì (at-the-money). Åñëè
K < S0, òî îïöèîí ñ âûèãðûøåì (in-the-money), à åñëè K > S0, òî ñ ïðîèãðûøåì
(out-of-money).

2. Ó÷àñòíèêè òîðãîâ íà ôîíäîâûõ è ôèíàíñîâûõ áèðæàõ, ñòðåìÿùèåñÿ âûèãðàòü
íà êîëåáàíèÿõ öåí àêöèé, îáû÷íî äåëÿòñÿ íà "áûêîâ"è "ìåäâåäåé". Åñëè íà íåêîòî-
ðûå òèïû öåííûõ áóìàã ñïðîñ ïðåâûøàåò ïðåäëîæåíèå, òî àâòîìàòè÷åñêè îñóùåñòâ-
ëÿþòñÿ ïîêóïàþòñÿ âûáûâàþò ñ òîðãîâ íàèáîëåå äåøåâûå ëîòû. Òåì ñàìûì ñðåäíÿÿ
öåíà ïðåäëàãàåìûõ öåííûõ áóìàã ïîâûøàåòñÿ.

Íåêîòîðûå äèëåðû ñïåöèàëüíî ñêóïàþò áóìàãè îäíîãî òèïà, ñòðåìÿñü ñîäåéñòâî-
âàòü ïîâûøåíèþ öåí íà íèõ. Ïîñëå ïîâûøåíèÿ öåí îíè ñîáèðàþòñÿ ïðîäàòü öåííûå
áóìàãè è ïîëó÷èòü äîõîä íà ðàçíèöå öåí. Òàêèå äèëåðû íàçûâàþòñÿ �áûêàìè� , òàê
êàê îíè ñòðåìÿòñÿ ïîäíÿòü öåíû àêöèé íàïîäîáèå äâèæåíèÿ áûêà, ïîäíèìàþùåãî
ðîãàìè ñâîþ æåðòâó ââåðõ. "Áûê"ìîæåò ïîêóïàòü äàæå çà ñâîè ñîáñòâåííûå äåíü-
ãè, íî ïðè ýòîì åãî íàìåðåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ âñåì èçâåñòíû, è îí "îòêðûâàåò ïîçèöèþ
áûêà", çàíèìàÿ "äëèííóþ ïîçèöèþ".

Äðóãèå äèëåðû, íàîáîðîò, ñòàðàþòñÿ ïðîäàòü êàê ìîæíî áîëüøå öåííûõ áóìàã
îïðåäåëåííûõ òèïîâ. Âûñòàâëÿÿ íà ïðîäàæó ýòè áóìàãè îíè íå ìîãóò íàçíà÷àòü èì
âûñîêóþ öåíó, òàê êàê èõ íå êóïÿò. Ïîíèæàòü öåíó ïðèõîäèòñÿ íå òîëüêî èì, íî è
äðóãèì ó÷àñòíèêàì ðûíêà ýòèõ áóìàã. Âïîñëåäñòâèè äèëåðû ðàññ÷èòûâàþò êóïèòü
òå æå öåííûå áóìàãè ïî óñòàíîâèâøåéñÿ áîëåå íèçêîé öåíå. Ýòè äèëåðû íàçûâàþòñÿ
�ìåäâåäÿìè�. "Ìåäâåäü"ñâîèìè äåéñòâèÿìè äàâèò è îïóñêàåò âíèç öåíû íàïîäîáèå
äâèæåíèÿ òÿæåëîé ìåäâåæüåé ëàïû. "Ìåäâåäü"ìîæåò ïðîäàâàòü äàæå òå òîâàðû,
êîòîðûõ ó íåãî â ìîìåíò ïðîäàæè íåò. Òàêèå îïåðàöèè íàçûâàþòñÿ "êîðîòêèìè ïðî-
äàæàìè", ïðè ýòîì äèëåð "óñòàíàâëèâàåò ìåäâåæüþ ïîçèöèþ".

1.4 Ñïðàâåäëèâàÿ öåíà îïöèîíà â ïðîñòåéøåé ìîäå-
ëè

Äîõîäû ïîêóïàòåëÿ è ïðîäàâöà îïöèîíà çàâèñÿò îò êîëåáàíèé öåí íà ðûíêå, è îíè
îòðàæàþòñÿ íà ïðåìèè. Åñëè çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî öåíû áóäóò îïðåäåëåííûì îáðà-
çîì ðàñòè, òî ýòîò âû÷èñëåííûé çàðàíåå ïðèðîñò äîëæåí öåëèêîì âîéòè â ïðåìèþ.
Íàèáîëåå âàæíîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé âñå èçâåñòíûå òåíäåíöèè â èçìåíåíèè
öåí óæå ó÷òåíû è îñòàâøèåñÿ êîëåáàíèÿ �íîñÿò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð�.

Ïðèðàùåíèå Sk − Sk−1 ðûíî÷íîé öåíû â ìîìåíò k îáîçíà÷èì ξk. Òîãäà

Sn = S0 + ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn, n = 1, 2, . . . , N.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξk � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Îòñóòñòâèå èçâåñòíûõ òåíäåíöèé â
èçìåíåíèè öåí îçíà÷àåò, ÷òî èõ ñðåäíåå ðàâíî íóëþ, ò. å. Eξk = 0 ïðè k = 1, 2, . . . , N .

Â ïðîñòåéøåé ìîäåëè ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíû ξk ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà
çíà÷åíèÿ: −ak è bk, çàâèñÿùèå îò k (ïðè÷åì ak, bk > 0). Îáîçíà÷èì P{ξk = −ak} = pk,
P{ξk = bk} = qk. Î÷åâèäíî, ÷òî pk + qk = 1, è èç óñëîâèÿ Eξk = −pkak + qkbk = 0
ñëåäóåò, ÷òî

pk =
bk

bk + ak

, qk =
ak

ak + bk

.
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Â äàëüíåéøåì áóäåò äîêàçàíî, ÷òî â òàêîé ìîäåëè ñïðàâåäëèâàÿ öåíà îïöèîíà�
êîëë ðàâíà

C = E(SN −K)+.

Ýòî çíà÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïðèðàâíèâàíèè ê íóëþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äî-
õîäà ïðîäàâöà èëè ïîêóïàòåëÿ.

Ñïðàâåäëèâîñòü ïðåìèè C îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: åñëè ïðåìèÿ C̃ îêàæåòñÿ áîëüøå,
÷åì C, òî ýìèòåíò îïöèîíà ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå áåçðèñêîâûé äîõîä âåëè÷èíû C̃−C.
Åñëè æå C̃ < C, òî ýìèòåíò îïöèîíà íå èìååò âîçìîæíîñòè âûïîëíèòü óñëîâèÿ
êîíòðàêòà áåç ïîòåðü.

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ åùå áîëåå ïðîñòîé ñèòóàöèè, êîãäà N = 1 è K = S0

(at-the-money). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå S1 = S0 + ξ = K + ξ è SN −K =
ξ. Çäåñü è äàëåå èíäåêñ k îïóñêàåì, òàê êàê îí âåçäå ðàâåí 1. Â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñôîðìóëèðîâàííûì óòâåðæäåíèåì, ñïðàâåäëèâàÿ ïðåìèÿ äîëæíà áûòü

C = E(ξ)+ = qb =
ab

a + b
= pa

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C̃ > C. Äîêàæåì, ÷òî ýìèòåíò ìîæåò ïîëó÷èòü áåçðèñêîâóþ
ïðèáûëü â ðàçìåðå C̃ − C. Ýìèòåíò ïîêóïàåò ïàêåò òåõ æå öåííûõ áóìàã, ñîñòàâëÿ-
þùèé äîëþ p îò âåëè÷èíû ïàêåòà, óêàçàííîãî â îïöèîíå.

Åñëè â ìîìåíò N = 1 ðåàëèçóåòñÿ ξ = −a, òî ïðåäúÿâëÿòü îïöèîí ê îïëàòå
áóäåò íåâûãîäíî. Íî çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ öåíû êóïëåííûé ïàêåò âåëè÷èíû p ñîçäàñò
óáûòîê â ðàçìåðå pa. Èòîãî, áàëàíñ ýìèòåíòà ðàâåí

C̃ − pa = C̃ − C > 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âàðèàíò ξ = b. Òîãäà îïöèîí áóäåò ïðåäúÿâëåí ê èñïîëíåíèþ,
è ýìèòåíò ïîòåðÿåò íà íåì b. Íî êóïëåííûé ïàêåò â ýòîì ñëó÷àå òàêæå äàñò äîõîä â
ðàçìåðå pb. Ïîýòîìó áàëàíñ áóäåò ðàâåí

C̃ − b + pb = C̃ − qb = C̃ − C,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îòìåòèì, ÷òî ïîñëå ïðîäàæè îïöèîíà ýìèòåíò òóò æå êóïèë àêöèè ïî îáúåìå γ =

p îò ïàêåòà, óêàçàííîãî â îïöèîíå. Ñ ó÷åòîì ïðåìèè ó íåãî îñòàëîñü ñâîáîäíûõ äåíåã
β = C̃−pS0. Ïàðà (β, γ) ñîñòàâëÿåò åãî ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã. Òîëüêî ÷òî äîêàçàíî,
÷òî ýòîò ïîðòôåëü ïîêðûâàåò ñ èçáûòêîì ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî (S1 −K)+.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè C̃ < C, òî òàêîãî ïîðòôåëÿ áóìàã íå ñóùåñòâóåò. Ïóñòü (β, γ) �
ïðîèçâîëüíûé ïîðòôåëü, ñôîðìèðîâàííûé ýìèòåíòîì. Ïóñòü ξ = −a. Òîãäà îïöèîí
íå áóäåò ïðåäúÿâëåí, à ïîòåðè ñîñòàâÿò γa. Áàëàíñ ñ ó÷åòîì ïðåìèè ðàâåí

C̃ − γa < C − γa = (p− γ)a.

Íåîòðèöàòåëüíûé áàëàíñ âîçìîæåí òîëüêî ïðè óñëîâèè γ < p.
Ïóñòü ðåàëèçîâàëîñü ξ = b. Òîãäà ïðåäúÿâëåííûé ê èñïîëíåíèþ îïöèîí ñîçäàñò

óáûòîê ðàçìåðà b, à êóïëåííûé ïàêåò � äîõîä â ðàçìåðå γb. Áàëàíñ ñîñòàâèò

C̃ + γb− b < C − b + γb = b(q − 1) + γb = b(γ − p).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû áàëàíñ áûë íåîòðèöàòåëüíûì, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû γ > p, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò ïîëó÷åííîìó ðàíåå óñëîâèþ.
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1.5 Ñëó÷àéíàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà
Ðûíî÷íàÿ öåíà òîâàðà â øèðîêîì ñìûñëå (âêëþ÷àÿ öåííûå áóìàãè, âàëþòó è ïð.)
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, è ýòî èçìåíåíèå, êàê ïðàâèëî, ñîäåðæèò íåïðåäñêàçóåìûå
ñîñòàâëÿþùèå. Ðûíî÷íóþ öåíó â ìîìåíò n îáîçíà÷èì Sn. Íåïðåäñêàçóåìîñòü â ìî-
ìåíò n ïðèðàùåíèÿ ∆Sn+1 = Sn+1−Sn ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûáðàòü
â êà÷åñòâå ìîäåëè äëÿ ∆Sn+1 ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò öåíû Sn è
âñåõ ïðåæíèõ ðåàëèçîâàâøèõñÿ öåí Sk, k < n.

Ïåðâàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü èçìåíåíèÿ ðûíî÷íûõ öåí áûëà ïîñòðîåíà â äèñ-
ñåðòàöèè Ë. Áàøåëüå [L. Bachelier �Theorie de la speculation�, 1900]. Â íåé ïðåäïîëà-
ãàëîñü, ÷òî ïðèðàùåíèÿ öåíû ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, íåçàâèñÿùèìè îò
ïðåäûñòîðèè. Â ðåçóëüòàòå ìîäåëü öåíû êàê ôóíêöèè âðåìåíè áûëà îïðåäåëåíà êàê
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ïîçäíåå íàçâàííûé âèíåðîâñêèì. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áî-
ãàòîé ñòàòèñòèêè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ôîíäîâûõ ðûíêîâ ïðèâåëè ê óòî÷íåíèþ ýòîé
ìîäåëè: âìåñòî çíà÷åíèé öåí Sn ñëåäóåò ìîäåëèðîâàòü ëîãàðèôìû öåí log Sn, äëÿ
êîòîðûõ ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.

Ñâîéñòâî íåçàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèé ëîãàðèôìîâ ðûíî÷íûõ öåí âïåðâûå íà ðå-
àëüíûõ äàííûõ èññëåäîâàë Ì. Êåíäàëë. Â ñâîåì äîêëàäå íà çàñåäàíèè Êîðîëåâñêîãî
ñòàòèñòè÷åñêîãî îáùåñòâà Âåëèêîáðèòàíèè â 1953 ã. îí îïèñàë ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà èçó÷åííûõ èì ñëåäóþùèõ äàííûõ: íåäåëüíûå öåíû äëÿ 19 àêöèé â ïåðèîä ñ
1928 ïî 1938 ãîä; ìåñÿ÷íûå ñðåäíèå öåíû íà ïøåíèöó íà ×èêàãñêîì ðûíêå ñ 1883 ïî
1934 ãîäû, à òàêæå íà õëîïîê íà Íüþ�Éîðêñêîé òîðãîâîé áèðæå ñ 1816 ïî 1951 ãîä.
Ïûòàÿñü íàéòè ðèòìû, òðåíäû èëè öèêëû â ýòèõ öåíàõ, îí ïðèøåë ê çàêëþ÷åíèþ,
÷òî �. . . Äåìîí Ñëó÷àÿ èçâëåêàë ñëó÷àéíûì îáðàçîì ÷èñëî . . . è äîáàâëÿë åãî ê òåêó-
ùåìó çíà÷åíèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ . . . öåíû â ñëåäóþùèé ìîìåíò�. Íàèáîëåå áëèçêîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ

Sn = S0e
h1+h2+···+hn , n = 1, 2, . . .

ãäå (hk) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Ïðè ìàëûõ ïðèðàùåíèÿõ öåíû îòíîñèòåëüíîå ïðèðàùåíèå áëèçêî ê ïðèðàùåíèþ

ëîãàðèôìà,
∆Sn

Sn−1

≈ ∆(log Sn) = log Sn − log Sn−1,

è èìåííî ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà â ïðåäûäóùåé ìîäåëè îáîçíà÷åíà hn è ñ÷èòàåòñÿ íåçà-
âèñèìîé îò îñòàëüíûõ ïðèðàùåíèé.

Îòíîñèòåëüíîå ïðèðàùåíèå öåíû íåêîòîðîãî òîâàðà (â øèðîêîì ñìûñëå)

ρn =
∆Sn

Sn−1

=
Sn − Sn−1

Sn−1

=
Sn

Sn−1

− 1

íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêîé ýòîãî òîâàðà, èëè îòíîñèòåëüíûì äîõî-
äîì èëè êîýôôèöèåíòîì ïðèðîñòà èëè âîçâðàòîì (return). Âåëè÷èíà ρn ñòàíîâèòñÿ
èçâåñòíîé â ìîìåíò n, íî âû÷èñëÿåòñÿ êàê äîëÿ âåëè÷èíû öåíû â ìîìåíò n− 1. Îíà
ìîäåëèðóåò íåîïðåäåëåííîñòü, ñóùåñòâóþùóþ â ìîìåíò n − 1, â èçìåíåíèè öåíû ê
ìîìåíòó n.

Åñëè ρn > 0, òî öåíà òîâàðà ðàñòåò; åñëè ρn < 0, òî ïàäàåò. Îòìåòèì, ÷òî âñåãäà
ρn > −1.
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1.6 Äèâåðñèôèêàöèÿ Ìàðêîâèòöà
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåä èíâåñòîðîì ñòîèò çàäà÷à ðàçìåñòèòü ñâîé êàïèòàë X íà
ðûíêå, ãäå òîðãóþòñÿ öåííûå áóìàãè A1, A2, . . . , AN . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî àêöèè,
õîòÿ îíè ìîãóò áûòü ëþáûì òîâàðîì.

Â ìîìåíò ðàçìåùåíèÿ êàïèòàëà n = 0 ðûíî÷íóþ öåíó îäíîé àêöèè Ak (èëè îä-
íîãî óñëîâíîãî ïàêåòà àêöèé ýòîãî òèïà) îáîçíà÷èì S0(Ak), 1 ≤ k ≤ N . Èíâåñòîðà
èíòåðåñóåò èçìåíåíèå åãî êàïèòàëà ê ñëåäóþùåìó ìîìåíòó âðåìåíè n = 1. Öåíû
àêöèé â ýòîò áóäóùèé ìîìåíò âðåìåíè îáîçíà÷èì S1(Ak), îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåíòíûìè ñòàâêàìè ρ(Ak).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíâåñòîð êóïèë àêöèé Ak â êîëè÷åñòâå bk ïðè êàæäîì k =
1, 2, . . . , N . Òîãäà íà÷àëüíûé êàïèòàë X = X0, âëîæåííûé â àêöèè, ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

X0 =
N∑

k=1

bkS0(Ak).

Â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè n = 1 êàïèòàë èçìåíèòñÿ è ñîñòàâèò

X1 =
N∑

k=1

bkS1(Ak) =
N∑

k=1

bkS0(Ak)(1 + ρ(Ak)) = X0 +
N∑

k=1

bkS0(Ak)ρ(Ak).

Âåêòîð b = (bk)
N
k=1 íàçûâàåòñÿ ïîðòôåëåì öåííûõ áóìàã, ïðèîáðåòåííûì èíâåñòîðîì.

Óäåëüíûé âåñ àêöèè Ak â íà÷àëüíîì êàïèòàëå îáîçíà÷èì

dk =
bkS0(Ak)

X0

, 1 ≤ k ≤ N,

à óñðåäíåííóþ ñ ýòèì âåñîì ñëó÷àéíóþ ïðîöåíòíóþ ñòàâêó �

ρ(b) =
N∑

k=1

ρ(Ak)dk.

Ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã b ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì d = (dk)
N
k=1. Â òî æå

âðåìÿ, êîìïîíåíòû âåêòîðà d íåîòðèöàòåëüíû, â ñóììå ñîñòàâëÿþò 1 è

X1 = X0 +
N∑

k=1

dkX0ρ(Ak) = X0(1 + ρ(b)).

Ïî ýòîé ïðè÷èíå âåëè÷èíó ρ(b) ìîæíî ñ÷èòàòü ñëó÷àéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêîé ïà-
êåòà b.

Ïðè âûáîðå ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã èíâåñòîð îáû÷íî ïðåñëåäóåò äâå öåëè: óâåëè-
÷èòü îæèäàåìûé â ñðåäíåì ïðèðîñò êàïèòàëà è óìåíüøèòü ðèñê âîçìîæíûõ óáûòêîâ.
Ðèñê ñâÿçàí ñ íåñòàáèëüíîñòüþ ðûíêà è çíà÷èòåëüíûìè êîëåáàíèÿìè öåí.

Â ðàìêàõ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè èçìåíåíèé öåí êîëåáàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
òåñíî ñâÿçàíî ñ åå äèñïåðñèåé. Ïîýòîìó öåëè èíâåñòîðà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: óâåëè÷èòü EX1 è óìåíüøèòü DX1. Ýòè äâå öåëè èíîãäà ïðîòèâîðå÷àò äðóã
äðóãó, ïîýòîìó ïðèíÿòî ñíà÷àëà ôèêñèðîâàòü îæèäàåìûé êàïèòàë m = EX1, à çàòåì
ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ïîðòôåëåé öåííûõ áóìàã, îáåñïå÷èâàþùèõ ñðåäíåå çíà÷åíèå
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m âûáðàòü òîò, íà êîòîðîì ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ÑÊÎ =
√

DX1 áûëî áû
ìèíèìàëüíûì.

Ïî îïðåäåëåíèþ, DX1 = X2
0Dρ(b), ïîýòîìó ìèíèìèçèðîâàòü ñëåäóåò äèñïåðñèþ

ñëó÷àéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè ïàêåòà. Åå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äèñïåðñèþ ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê è èõ âçàèìíóþ êîâàðèàöèþ. Ïî îïðåäåëåíèþ,

Dρ(Ak) = E{(ρ(Ak)− Eρ(Ak))
2}, 1 ≤ k ≤ N,

Cov(ρ(Ai), ρ(Aj)) = E{(ρ(Ai)− Eρ(Ai))(ρ(Aj)− Eρ(Aj))}, 1 ≤ i, j ≤ N.

Îòñþäà

Dρ(b) =
N∑

k=1

d2
kDρ(Ak) +

N∑

i,,j=1;i6=j

didjCov(ρ(Ai), ρ(Aj)).

Îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîâàðèàöèé Cov(ρ(Ai), ρ(Aj)) óìåíüøàþò ðåçóëüòèðóþ-
ùåå çíà÷åíèå Dρ(b). Îòñþäà ñëåäóåò ïðàâèëî îòðèöàòåëüíîé êîððåëèðîâàííîñòè,
èçâåñòíîå òàêæå êàê ýôôåêò Ìàðêîâèòöà:

ïðè ñîñòàâëåíèè ïàêåòà öåííûõ áóìàã íàäî ñòðåìèòüñÿ ê òîìó, ÷òîáû âëî-
æåíèÿ äåëàëèñü â áóìàãè, ñðåäè êîòîðûõ, ïî âîçìîæíîñòè, ìíîãî îòðèöàòåëüíî
êîððåëèðîâàííûõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dk = 1/N ïðè 1 ≤ k ≤ N . Åñëè âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ρ(Ak),
k = 1, 2, . . . , N íåêîððåëèðîâàíû, òî

Dρ(b) =
1

N2

N∑

k=1

Dρ(Ak).

Óñðåäíåííîå çíà÷åíèå äèñïåðñèé îáîçíà÷èì

σ2
N =

1

N

N∑

k=1

Dρ(Ak).

Ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè äèñïåðñèé Dρ(Ak) äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé ïðîöåíòíîé
ñòàâêè ïàêåòà

Dρ(b) =
1

N
σ2

N → 0

ïðè N →∞. Îòñþäà ñëåäóåò âòîðîå ïðàâèëî, íàçâàííîå ýôôåêòîì íåêîððåëèðîâàí-
íîñòè:

äëÿ óìåíüøåíèÿ ðèñêà ïðè èíâåñòèðîâàíèè â íåêîððåëèðîâàííûå öåííûå áóìàãè
íàäî, ïî âîçìîæíîñòè, íàáðàòü êîëè÷åñòâî ýòèõ áóìàã N êàê ìîæíî áîëüøèì, à
îáúåìû ñðàâíèìûìè ïî âåëè÷èíå.

Ìåòîä ðàñïûëåíèÿ ñðåäñòâ íà ïîêóïêó íåáîëüøèõ ïîðöèé ñëàáî êîððåëèðîâàííûõ
öåííûõ áóìàã íàçûâàåòñÿ äèâåðñèôèêàöèåé ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã. Äèâåðñèôèêà-
öèÿ óìåíüøàåò ðèñê è ïðèìåíÿåòñÿ òàì, ãäå òðåáóåòñÿ ïðåæäå âñåãî âûñîêàÿ çàùèòà
êàïèòàëîâëîæåíèé îò ðàçîðåíèÿ.

Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî dk = 1/N , íî öåíû íà àêöèè Ak ìîãóò áûòü êîððåëè-
ðîâàíû. Òîãäà

Dρ(b) =
1

N2

N∑

k=1

Dρ(Ak) +
1

N2

N∑

i,,j=1;i6=j

Cov(ρ(Ai), ρ(Aj)) =
1

N
σ2

N +

(
1− 1

N

)
CovN ,
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ãäå

CovN =
1

N2 −N

N∑

i,,j=1;i6=j

Cov(ρ(Ai), ρ(Aj)).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå σ2
N/N îïðåäåëÿåò íåñèñòåìàòè÷åñêèé ðèñê, è îí ìîæåò áûòü óìåíü-

øåí äèâåðñèôèêàöèåé. Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðîïîðöèîíàëüíî CovN è íå ñòðåìèòñÿ ê íó-
ëþ ïðè N →∞. Îíî õàðàêòåðèçóåò ñèñòåìàòè÷åñêèé ðèñê ðûíêà è íå ïîäàâëÿåòñÿ
ïðè äèâåðñèôèêàöèè.

1.7 Ìîäåëü öåíîîáðàçîâàíèÿ ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ
Äàííàÿ òåîðèÿ èçâåñòíà êàê CAPM � Capital Asset Pricing Model. Â íåé èçó÷àþòñÿ
ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè íåêîòîðîãî ôèíàíñîâîãî àêòèâà A ïî îòíîøå-
íèþ ê �ãëîáàëüíîé� ïðîöåíòíîé ñòàâêè áîëüøîãî ðûíêà, íàïðèìåð, èíäåêñà S&P500.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àêòèâû ìîæíî ðàçìåùàòü â áàíêå, äàþùåì áåçðèñêîâóþ ïðî-
öåíòíóþ ñòàâêó r. Îíà îáû÷íî ìåíüøå, ÷åì îæèäàåìîå çíà÷åíèå ðèñêîâûõ ïðîöåíò-
íûõ ñòàâîê, îòîáðàæàåìîå â ïðîöåíòíîé ñòàâêå áîëüøîãî ðûíêà ρ. Äåéñòâèòåëüíî,
ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå ãîâîðÿò î òîì, ÷òî r < Eρ, ò. å. çà îòñóòñòâèå ðèñêà íàäî
ïëàòèòü.

Ñëó÷àéíóþ ïðîöåíòíóþ ñòàâêó àêòèâà A îáîçíà÷èì ρ(A). Òîãäà ìîæíî îïðåäå-
ëèòü êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè β(A) èç óðàâíåíèÿ

Eρ(A)− r = β(A)(Eρ− r).

Â ðàìêàõ òåîðèè CAPM óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ýòîò æå êîýôôèöèåíò β(A) ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì ïðè îöåíèâàíèè öåíòðèðîâàííûõ çíà÷åíèé ρ(A) ïî öåíòðèðîâàííûì
çíà÷åíèÿì ρ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ρ è ρ(A) ñâÿçàíû óðàâíåíèåì

ρ(A)− Eρ(A) = β(A)(ρ− Eρ) + η,

è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η íåêîððåëèðîâàíà ñ ρ. Ñëåäñòâèåì ïîñëåäíåé ôîðìóëû ÿâëÿ-
åòñÿ óðàâíåíèå

Cov(ρ(A), ρ) = β(A)Dρ.

Áåòîé àêòèâà A íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

β(A) =
Eρ(A)− r

Eρ− r
.

Ïðè ýòîì ýòà æå âåëè÷èíà ìîæåò áûòü âûðàæåíà êàê

β(A) =
Cov(ρ(A), ρ)

Dρ
.

Òåîðèÿ CAPM è åå âûâîäû ïðèìåíèìû ëèøü ê ðàâíîâåñíîìó ðûíêó, â ìîäåëè
êîòîðîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó÷àñòíèêè èìåþò ðàâíûé äîñòóï ê èíôîðìàöèè è èõ
ðåøåíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ è êîâàðèàöèÿõ öåí.

Â îáåèõ ôîðìóëàõ ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèå β(A) âûñòóïàåò êàê êîýôôèöèåíò
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó ãëîáàëüíûìè öåíàìè ðûíêà è öåíàìè àêòèâà A. Â ïåð-
âîé ôîðìóëå ýòîò êîýôôèöèåíò ñâÿçûâàåò ñðåäíèå ïðåìèè çà ðèñê ïî îòíîøåíèþ
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ê áåçðèñêîâîìó âëîæåíèþ â áàíê; âî âòîðîé � ñëó÷àéíûå îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíèõ
çíà÷åíèé.

Âåëè÷èíà β(A) åñòü ìåðà ðåàêöèè àêòèâà A íà èçìåíåíèå íà ðûíêå. Ãðàôèê ëè-
íåéíîé ôóíêöèè Eρβ = r+βE(ρ−r) îò àðãóìåíòà β íàçûâàþò òàêæå �ïðÿìàÿ CAPM�.

Èç óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî öåíòðèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ρ(A) è ρ ñëåäóåò, ÷òî

Dρ(A) = β2(A)Dρ + Dη.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå β2(A)Dρ õàðàêòåðèçóåò ñèñòåìàòè÷åñêèé ðèñê. Îí îïðåäåëÿåòñÿ
ñîñòîÿíèåì ðûíêà â öåëîì (Dρ) è âëèÿíèåì ðûíêà íà äàííûé àêòèâ (β2(A)). Âòîðîå
ñëàãàåìîå Dη õàðàêòåðèçóåò íåñèñòåìàòè÷åñêèé ðèñê, ñâÿçàííûé ñ êîëåáàíèÿìè öåí
êîíêðåòíîãî àêòèâà.

Ïðè âûáîðå ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã íåâîçìîæíî ïîäàâèòü ñèñòåìàòè÷åñêèé ðèñê
èíà÷å, ÷åì ïîäáîðîì àêòèâîâ, íå êîððåëèðîâàííûõ ñ ãëîáàëüíûì ðûíêîì, ò. å. ñ
ìàëûìè çíà÷åíèÿìè β. Íåñèñòåìàòè÷åñêèé ðèñê ìîæíî ïîäàâèòü äèâåðñèôèêàöèåé.

1.8 Àðáèòðàæíàÿ òåîðèÿ ðàñ÷åòîâ
Â òåîðèè APT (Arbitrage Pricing Theory), íàçûâàåìîé èíîãäà òàêæå òåîðèåé �ðèñ-
êà è âîçâðàòà�, ãëîáàëüíûå ôàêòîðû îïèñûâàþòñÿ íå îäíîé ñëó÷àéíîé ïðîöåíòíîé
ñòàâêîé ρ, à íåñêîëüêèìè ôàêòîðàìè, ïðåäñòàâëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè f1,
f2, . . ., fq. Ýòî ìîãóò áûòü öåíû íà íåôòü, íà ìåòàëë, îáúåì óðîæàÿ çåðíîâûõ è ïð.

Ïóñòü íà ðûíêå òîðãóþòñÿ N àêòèâîâ A1, A2, . . . , AN . Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , N
ñëó÷àéíàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà àêòèâà Ai ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

ρ(Ai) = a0(Ai) + a1(Ai)f1 + · · ·+ aq(Ai)fq + ζ(Ai),

ãäå �øóìîâàÿ� ñîñòàâëÿþùàÿ ζ(A) íåêîððåëèðîâàíà ñ äàííûìè ãëîáàëüíûìè ôàêòî-
ðàìè. Çà ñ÷åò íîðìèðîâêè è ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ñâåñòè ëèíåéíóþ ìî-
äåëü ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ, êîãäà Efk = 0, Dfk = 1, Cov(fk, fl) = 0 ïðè k 6= l è Eζ(Ai) =
0, à òàêæå Cov(fk, ζ(Ai)) = 0 è Cov(ζ(Ai), ζ(Aj)) = σ2

ij ïðè ïðè k, l = 1, 2, . . . , q è ïðè
i, j = 1, 2, . . . , N .

Ïîðòôåëþ d = (d1, . . . , dN) ñîîòâåòñòâóåò äîõîä

ρ(d) =
N∑

i=1

diρ(Ai) =
N∑

i=1

diai0 +

(
N∑

i=1

diai1

)
f1 + · · ·+

(
N∑

i=1

diaiq

)
fq +

N∑
i=1

diζ(Ai),

ãäå aik = ak(Ai).
Âûáåðåì òàêîé ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã, ÷òîáû îäíîâðåìåííî áûëè âûïîëíåíû

óñëîâèÿ

d1 + d2 + · · ·+ dN = 0,
N∑

i=1

diaik = 0, k = 1, . . . q,

N∑
i=1

diai0 =
N∑

i=1

d2
i .
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Äëÿ ýòîãî ââåäåì ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ

A =




1 a11 · · · a1q
... ... · · · ...
1 aN1 · · · aNq


 , a0 =




a0(A1)
...

a0(AN)


 , ρ̄ =




ρ(A1)
...

ρ(AN)


 , ζ =




ζ(A1)
...

ζ(AN)


 , f =




f1
...
fq


 .

Òîãäà ρ̄ = a0 +Af + ζ, à óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå d∗A = 0, d∗a0 = |d|2.
Åñëè N À q, òî åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà A èìååò ïîë-

íûé ðàíã ïî ñòîëáöàì. Òîãäà óñëîâèå d∗A = 0 âîçìîæíî òîëüêî åñëè

d = (I −A(A∗A)−1A∗)γ

ñ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöåé γ ðàçìåðà q × q. Îïðåäåëèì γ = a0 è ââåäåì îáîçíà÷åíèå
B = A(A∗A)−1A∗. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî B = B∗ = B2. Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî

d∗a0 = a∗0(I − B)a0 = a∗0(I − B)2a0 = |d|2,

÷òî äîêàçûâàåò âûïîëíåíèå âñåõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.
Ïî îïðåäåëåíèþ, Ba0 = Aλ, ãäå

λ = (A∗A)−1A∗a0 = (λ0, λ1, . . . , λq)
∗.

Ñëåäîâàòåëüíî,

d = a0 − Ba0 = a0 − λ01N −
q∑

k=1

λkak,

ãäå ak = (ak(A1), ak(A2), . . . , ak(AN))∗, 1N = (1, 2, . . . , 1)∗. Êâàäðàò íîðìû d ðàâåí

|d|2 =
N∑

i=1

(
a0(Ai)− λ0 −

q∑

k=1

λkak(Ai)

)2

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïóñòèìà òàêàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà |d| → ∞ ïðè N →∞. Âûáå-
ðåì ïîðòôåëü θd ñ θ = |d|−4/3. Äëÿ íåãî ρ(θd) = θρ(d), è ïîýòîìó

Eρ(θd) = θd∗a0 = θ|d|2 = |d|2/3 →∞, (N →∞)

Dρ(θd) = θ2

N∑
i,j=1

didjσ
2
ij.

Åñëè ñîñòàâëÿþùèå ζ(Ai) íåêîððåëèðîâàíû è íîðìèðîâàíû, ò. å. σij = δij, òî

Dρ(θd) = θ2|d|2 = |d|−2/3 → 0

ïðè N →∞.
Â èòîãå äîêàçàíî ñëåäóþùåå: ïðè íóëåâîì íà÷àëüíîì êàïèòàëå âîçìîæíî ñîñòà-

âèòü òàêîé ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã, ÷òî îæèäàåìîå çíà÷åíèå äîõîäà ìîæåò áûòü
ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, à ðèñê, âûðàæåííûé äèñïåðñèåé äîõîäà � ñêîëü óãîäíî ìà-
ëûì. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ àðáèòðàæåì: ïîëîæèòåëüíàÿ ïðèáûëü äîñòèãàåòñÿ
ïðè îòñóòñòâèè ðèñêà ïðè íóëåâîì íà÷àëüíîì êàïèòàëå.
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Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæà íà ðûíêå óêàçûâàåò íà íåïðàâîìåðíîñòü îäíîãî
èç ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé. Ýòèì ïðåäïîëîæåíèåì îêàçûâàåòñÿ |d| → ∞. Íî ïðè
áîëüøèõ N èç îãðàíè÷åííîñòè d ñëåäóåò, ÷òî áîëüøèíñòâî èç åãî êîìïîíåíòîâ ìàëû.
Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ áîëüøèíñòâà àêòèâîâ Ai ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåííîå ðàâåí-
ñòâî

Eρ(Ai) = a0(Ai) ≈ λ0 +

q∑

k=1

λkak(Ai).

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè åñòü ëèíåéíàÿ êîìáè-
íàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ çàâèñèìîñòè îò ãëîáàëüíûõ ôàêòîðîâ. Ýòîò âûâîä îáîñíîâàí
ëèøü äëÿ áîëüøèõ N , à äëÿ íåáîëüøîãî íàáîðà àêòèâîâ ðàñ÷åò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
ρ(A) ïî óêàçàííîé ôîðìóëå ìîæåò ïðèâåñòè ê ãðóáûì îøèáêàì.



Ãëàâà 2

Ðàñ÷åò öåí ïëàòåæíûõ îáÿçàòåëüñòâ

2.1 Ìàðòèíãàë êàê ìîäåëü èçìåíåíèÿ
ñëó÷àéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè

Îïðåäåëåíèå. Ìàðòèíãàëîì (â äèñêðåòíîì âðåìåíè) íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü X = (Xn,Fn)∞n=1, çàäàííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , P )
ñ âûäåëåííîì íà íåì íåóáûâàþùèì ñåìåéñòâîì σ�àëãåáð (Fn)∞n=1, (Fm ⊆ Fn ⊆ F ïðè
m ≤ n,) òàêàÿ, ÷òî E|Xn| < ∞, Xn ÿâëÿþòñÿ Fn�èçìåðèìûìè è E(Xn | Fm) = Xm ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1 ïðè m ≤ n.

Â ìîäåëÿõ èçìåíåíèÿ öåí Fn åñòü σ�àëãåáðà âñåõ ñîáûòèé, ïðîèçîøåäøèõ äî
ìîìåíòà n âêëþ÷èòåëüíî. Èçìåðèìîñòü ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îòíî-
ñèòåëüíî σ�àëãåáðû Fn îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñòàíîâÿòñÿ
ïîëíîñòüþ èçâåñòíûìè íå ïîçæå ìîìåíòà n.

Ïóñòü rn � áàíêîâñêàÿ ñòàâêà. Åå çíà÷åíèå ôèêñèðóåòñÿ â ìîìåíò n− 1, ïîýòîìó
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà rn ÿâëÿåòñÿ Fn−1�èçìåðèìîé. Áàíêîâñêèé ñ÷åò Bn òàêæå Fn−1�
èçìåðèì, ïîñêîëüêó îí ðàâåí Bn−1(1 + rn).

Ðûíî÷íàÿ öåíà Sn íåêîòîðîãî àêòèâà A, íàîáîðîò, â ìîìåíò n−1 åùå íåèçâåñò-
íà, à ôèêñèðóåòñÿ òîëüêî â ìîìåíò n, ïîýòîìó îíà Fn�èçìåðèìà. Ñîîòâåòñòâåííî,
ñëó÷àéíàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ρn òàêæå Fn�èçìåðèìà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E(ρn | Fn−1) = rn ïðè âñåõ n ≥ 1. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àåò,
÷òî îæèäàåìûé â ñðåäíåì äîõîä îò àêòèâà A ñîâïàäàåò ñ äîõîäîì îò ïðîöåíòîâ â
áàíêå. Äàííàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëüíà, íàïðèìåð, â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðèñê àêòèâà A ñòîëü
æå ìàë, êàê è ðèñê ðàçîðåíèÿ áàíêà. Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îòíîøåíèå Sn/Bn

îáðàçóåò ìàðòèíãàë.
Äåéñòâèòåëüíî,

E

(
Sn

Bn

∣∣Fn−1

)
= E

(
Sn−1(1 + ρn)

Bn

∣∣Fn−1

)
=

Sn−1

Bn

E
(
(1 + ρn)

∣∣Fn−1

)

=
Sn−1

Bn

(1 + rn) =
Sn−1

Bn−1

.

Íà ïîäîáíîé ìîäåëè îñíîâûâàåòñÿ òàê íàçûâàåìîå �ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå�,
ñâÿçûâàþùåå âåëè÷èíó ðûíî÷íîé öåíû ñ îæèäàåìûìè äèâèäåíäàìè. Ïóñòü ïîëíûé
äîõîä îò àêòèâà A ñîñòîèò èç êîëåáàíèé ðûíî÷íîé öåíû ∆Sn è äèâèäåíäîâ (èëè
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äðóãèõ äîïîëíèòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ äîõîäà, ñâÿçàííûõ ñ äàííûì àêòèâîì) δn. Òîãäà
ñëó÷àéíàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ρn =
∆Sn + δn

Sn−1

, n = 1, 2, . . .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E(ρn | Fn−1) = r � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà

E(Sn+1 + δn+1 | Fn) = E(Sn(1 + ρn+1) | Fn) = Sn(1 + r),

÷òî ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â ôîðìå

Sn =
1

1 + r
E(Sn+1 | Fn) +

1

1 + r
E(δn+1 | Fn), n = 1, 2, . . .

Èòåðèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî k ðàç, ïîëó÷èì

Sn+k =
1

(1 + r)k
E(Sn+k | Fn) +

k∑
j=1

1

(1 + r)j
E(δn+j | Fn), n, k = 1, 2, . . .

Âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Sn =
∞∑

j=1

1

(1 + r)j
E(δn+j | Fn), n = 1, 2, . . .

Ýòî è åñòü ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè äèâèäåíäû íå ìåíÿþòñÿ,
δn = δ ïðè âñåõ n, òî

Sn = δ/r,

ò.å. öåíà ïðîïîðöèîíàëüíà äèâèäåíäàì è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà îæèäàåìîìó çíà-
÷åíèþ ñëó÷àéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè.

2.2 Èíâåñòîð íà (B, S)�ðûíêå
Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, â êàæäûé ìîìåíò n ≥ 0 íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå çàäàíà σ�àëãåáðà Fn, êîòîðàÿ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îáúåì èíôîðìàöèè, äîñòóï-
íîé êàæäîìó ó÷àñòíèêó ðûíêà â ìîìåíò n. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 0 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
èçìåðèìûå îòíîñèòåëüíî Fn, ñòàíîâÿòñÿ ïîëíîñòüþ èçâåñòíûìè âñåì ó÷àñòíèêàì
ðûíêà â ìîìåíò íå ïîçæå n.

Ðàññìîòðèì ðûíîê, ñîñòîÿùèé èç áàíêîâñêîãî ñ÷åòà (èëè áåçðèñêîâîãî àêòèâà) B
è àêöèé (ðèñêîâûõ àêòèâîâ) A1, A2, . . ., Ad. Ñòîèìîñòü óñëîâíîé åäèíèöû âëîæåíèé
íà áàíêîâñêèé ñ÷åò îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (Bn)n≥0, à ðûíî÷íûå öåíû
îäíîãî óñëîâíîãî ïàêåòà àêöèè Ai � ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (Si

n)n≥0 ïðè 1 ≤ i ≤ d. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Bn ÿâëÿåòñÿ
Fn−1�èçìåðèìîé, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Si

n � Fn�èçìåðèìîé.
Ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî äîïóñòèìûõ äåéñòâèé èíâåñòî-

ðà: îí ìîæåò ðàçìåùàòü ñâîè ñðåäñòâà íà áàíêîâñêîì ñ÷åòå è áðàòü ñ íåãî äàæå â
äîëã, à òàêæå ïîêóïàòü è ïðîäàâàòü àêöèè, ïàêåòû êîòîðûõ ñ÷èòàþòñÿ �áåçãðàíè÷íî
äåëèìûìè�, â òîì ÷èñëå âûïîëíÿòü �êîðîòêèå ïðîäàæè�.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïîðòôåëåì öåííûõ áóìàã íàçûâàåòñÿ ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
π = (β, γ) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí β = (βn)n≥0 è γ = (γ1

n, γ2
n, . . . , γ

d
n, )n≥0, êîòîðûå èíòåð-

ïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: βn åñòü áàíêîâñêèé âêëàä â ìîìåíò n, à γi
n åñòü

îáúåì êóïëåííûõ àêöèé âèäà Ai â ìîìåíò n. Ïðè ýòîì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû βn è γi
n

ïðè âñåõ 1 ≤ i ≤ d ÿâëÿþòñÿ Fn−1�èçìåðèìûìè.
Êàïèòàëîì ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã π = (β, γ) íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Xπ = (Xπ
n )n≥0, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

Xπ
n = βnBn +

d∑
i=1

γi
nSi

n.

Áàíêîâñêèé âêëàä βn ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, ÷òî îçíà÷àåò âçÿòèå â äîëã, à
îáúåì àêöèé γi

n òàêæå ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
�êîðîòêèì ïðîäàæàì� àêöèé âèäà Ai.

Áàíêîâñêèé âêëàä ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê âëîæåíèå â íåêîòîðûé äîïîë-
íèòåëüíûé àêòèâ, îäíàêî ýòîò àêòèâ èìååò âàæíóþ îñîáåííîñòü: åãî öåíà â ìîìåíò
n èçâåñòíà óæå â ìîìåíò n−1, ÷òî äëÿ îñòàëüíûõ àêòèâîâ îáû÷íî íåäîñòèæèìî.

Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ γn è Sn áóäåì îáî-
çíà÷àòü òàê æå, êàê è ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, à èìåííî,

γnSn =
d∑

i=1

γi
nSi

n.

Òàêèì îáðàçîì, êàïèòàë ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã π = (β, γ) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
Xπ

n = βnBn + γnSn.
Îáû÷íî ïåðåä èíâåñòîðîì ñòîèò çàäà÷à ðàñ÷åòà ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã òàê, ÷òî-

áû åãî êàïèòàë óêëàäûâàëñÿ â ðÿä îãðàíè÷åíèé, íàïðèìåð, áûë íå íèæå çàäàííîé
âåëè÷èíû â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè èëè ïîêðûâàë íåêîòîðîå ïëàòåæíîå îáÿ-
çàòåëüñòâî. Ïîðòôåëü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí βn è γn, è â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè n = 0 èõ çíà÷åíèÿ åùå íå îïðåäåëåíû. Íî èíâåñòîð çíàåò,
÷òî ê ìîìåíòó n−1, êîãäà ïîòðåáóåòñÿ ôèêñèðîâàòü βn è γn, ó íåãî óæå áóäåò äî-
ñòàòî÷íî èíôîðìàöèè, ÷òîáû âûáðàòü èõ îäíîçíà÷íî. Ýòîé èíôîðìàöèåé ÿâëÿþòñÿ
ðûíî÷íûå öåíû Sn−1 è áàíêîâñêèå ïàðàìåòðû Bn−1 è rn.

Òàêèì îáðàçîì, èíâåñòîð âûáèðàåò íå ôèêñèðîâàííûå îáúåìû ïîêóïîê è ïðî-
äàæ íà ôèíàíñîâîì ðûíêå, à ñâîþ ñòðàòåãèþ ïîâåäåíèÿ. Îí óêàçûâàåò îäíîçíà÷íî
â ìîìåíò âðåìåíè n = 0, êàê îí áóäåò ðåàãèðîâàòü íà âñå âîçìîæíûå èçìåíåíèÿ
ðûíî÷íûõ öåí.

Âû÷èñëèì ïðèðàùåíèå êàïèòàëà ïîðòôåëÿ çà îäèí òàêò âðåìåíè. Ââåäåì îáîçíà-
÷åíèÿ äëÿ ïðèðàùåíèé:

∆Bn = Bn −Bn−1, ∆Sn = Sn − Sn−1, ∆βn = βn − βn−1, ∆γn = γn − γn−1.

Ïðèìåíèâ ðàâåíñòâî ∆(anbn) = an∆bn + bn−1∆an, âûðàçèì ïðèðàùåíèå êàïèòàëà

∆Xπ
n = Xπ

n −Xπ
n−1 = [βn∆Bn + γn∆Sn] + [bn−1∆βn + Sn−1∆γn].
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Âûðàæåíèå âî âòîðîé êâàäðàòíîé ñêîáêå ÿâëÿåòñÿ Fn−1�èçìåðèìûì, îíî ðàâíî èç-
ìåíåíèþ êàïèòàëà ïîðòôåëÿ â ìîìåíò n − 1 çà ñ÷åò âûáðàííîãî èçìåíåíèÿ ñàìîãî
ïîðòôåëÿ, ò.å. çà ñ÷åò ïðèðàùåíèé ∆βn è ∆γn ïðè òåêóùèõ öåíàõ Bn−1 è Sn−1. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ýòî âûðàæåíèå åñòü îáúåì âëîæåííûõ ñðåäñòâ â ìîìåíò n−1, êîòî-
ðûé ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì (âëèâàíèå êàïèòàëà) èëè îòðèöàòåëüíûì (èçúÿòèå
ñðåäñòâ èç îáîðîòà).

Íàîáîðîò, âûðàæåíèå â ïåðâîé êâàäðàòíîé ñêîáêå åñòü èçìåíåíèå êàïèòàëà ïîðò-
ôåëÿ çà ðàññìàòðèâàåìûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó òàêòàìè n−1 è n çà ñ÷åò
èçìåíåíèÿ ðûíî÷íûõ öåí è çà ñ÷åò áàíêîâñêèõ ïðîöåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã π íàçûâàåòñÿ ñàìîôèíàíñèðóåìûì, åñëè
åãî êàïèòàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Xπ
n = Xπ

0 +
n∑

k=1

(βk∆Bk + γk∆Sk), n ≥ 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå ñàìîôèíàíñèðîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå

Bn−1∆βn + Sn−1∆γn = 0, n ≥ 1,

ò.å. â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè n−1 ïðè èçìåíåíèè ïîðòôåëÿ íå ïðîèçâîäèòñÿ âëè-
âàíèÿ èëè îòòîêà êàïèòàëà.

Öåíû àêöèé è êàïèòàë ìîæíî èçìåðÿòü â ïðîöåíòàõ ê áàíêîâñêîìó ñ÷åòó, S̃n =
Sn/Bn, X̃π

n = Xπ
n/Bn, B̃n = 1. Òîãäà óñëîâèå ñàìîôèíàíñèðóåìîñòè ìîæíî çàïèñàòü

êàê
B̃n−1∆βn + S̃n−1∆γn = [Bn−1∆βn + Sn−1∆γn]/Bn−1 = 0.

Ïîñêîëüêó ∆B̃n = 0, òî îïðåäåëåíèå ñàìîôèíàíñèðóåìîñòè ìîæíî òàêæå çàïèñàòü
êàê

X̃π
n = X̃π

0 +
n∑

k=1

γk∆S̃k, n ≥ 1,

èëè â ïðèðàùåíèÿõ
∆

(
Xπ

n

Bn

)
= γn∆

(
Sn

Bn

)
.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîôèíàíñèðóåìûõ ïîðòôåëåé áóäåì îáîçíà÷àòü SF (îò self-
�nancing � ñàìîôèíàíñèðîâàíèå).

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíóþ ìîäåëü èçìåíåíèÿ êàïèòàëà ïîðòôåëÿ öåííûõ áó-
ìàã. Â íåé ïðèñóòñòâóþò ñëåäóþùèå ñîñòàâëÿþùèå: äèâèäåíäû, ïîòðåáëåíèå, èíâå-
ñòèðîâàíèå è îïåðàöèîííûå èçäåðæêè. Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

1. Äèâèäåíäû ïî àêöèÿì. Ïî êàæäîìó âèäó àêöèè Ai âûïëà÷èâàþòñÿ äèâèäåí-
äû, ñóììàðíûå âûïëàòû ïî íèì ê ìîìåíòó n îáîçíà÷èì Di

n. Î÷åâèäíî, ÷òî
ïðèðàùåíèÿ δi

n = ∆Di
n ≥ 0 è ÷òî Di

0 = 0. Ðàçìåðû âûïëàò îïðåäåëÿþòñÿ
ïî îêîí÷àíèè ïåðèîäà âðåìåíè, çà êîòîðûé íà÷èñëÿþòñÿ äèâèäåíäû, ïîýòîìó
âåëè÷èíû Di

n ÿâëÿþòñÿ Fn�èçìåðèìûìè. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ äèâèäåíäîâ îáî-
çíà÷èì Dn = (D1

n, D2
n, . . . , D

d
n).
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2. Ïîòðåáëåíèå. Îáùèé îáúåì ïîòðåáëåíèÿ ê ìîìåíòó n îáîçíà÷èì Cn. Î÷åâèäíî,
∆Ci

n ≥ 0 è Ci
0 = 0. Âåëè÷èíû Cn ÿâëÿþòñÿ Fn�èçìåðèìûìè.

3. Èíâåñòèöèè. Ê ìîìåíòó n îáúåì èíâåñòèöèé îáîçíà÷èì In, ýòà ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà Fn�èçìåðèìà. Î÷åâèäíî, ∆I i

n ≥ 0 è I i
0 = 0.

4. Îïåðàöèîííûå èçäåðæêè. Ïóñòü çà ïîêóïêó êàæäîé àêöèè íóæíî çàïëàòèòü
äîëþ λ îò åå òåêóùåé ñòîèìîñòè, à çà ïðîäàæó àêöèè � äîëþ µ åå ñòîèìîñòè.
Êîíå÷íî, λ, µ ≥ 0.

Óñëîâèå ñàìîôèíàíñèðóåìîñòè ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Bn−1∆βn + Sn−1∆γn = −[∆Cn −∆In + δn−1γn−1 + µSn−1(∆γn)+ + λSn−1(∆γn)−].

Ïðèðàùåíèå êàïèòàëà ñàìîôèíàíñèðóåìîãî ïîðòôåëÿ çà ïåðèîä îò n−1 äî n ðàâíî

∆

(
Xπ

n

Bn

)
= γn

[
∆

(
Sn

Bn

)
+

∆Dn

Bn

]
+

∆(In − Cn)

Bn−1

− Sn−1

Bn−1

[λ(∆γn)+ + µ(∆γn)−].

Èíîãäà ê ôîðìèðîâàíèþ ïîðòôåëÿ ïðåäúÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ,
íàïðèìåð,

• βn ≥ 0, � áàíê íå äàåò äåíåã â äîëã;

• γn ≥ 0, � çàïðåùåíû �êîðîòêèå ïðîäàæè�;

• γnSn/X
π
n ≤ α, � îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîöåíò �ðèñêîâîãî êàïèòàëà�;

• P{Xπ
N ∈ A} ≥ 1 − ε, � â ìîìåíò N äëÿ ïîêðûòèÿ ïëàòåæíûõ îáÿçàòåëüñòâ

òðåáóåòñÿ èìåòü êàïèòàë â ðàçìåðå, óêàçàííîì â ìíîæåñòâå A, ÷òî òðåáóåòñÿ
îáåñïå÷èòü ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 1− ε.

2.3 Õåäæèðîâàíèå. Âåðõíèå è íèæíèå öåíû
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëüþ èíâåñòîðà ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèå íåêîòîðîãî ïëàòåæíîãî îáÿ-
çàòåëüñòâà â ìîìåíò N . Åãî ñòðàòåãèÿ, ò.å. ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã, ñîçäàåòñÿ â ìî-
ìåíò n = 0 è ñîñòîèò â òîì, êàê â ìîìåíòû n = 1, 2, . . . , N − 1 ìåíÿòü îáúåìû
áàíêîâñêèõ âêëàäîâ è ïàêåòîâ àêöèé â çàâèñèìîñòè îò ðåàëèçîâàâøåéñÿ ðûíî÷íîé
öåíû.

Ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî ìîæåò òàêæå çàâèñåòü îò ðûíî÷íîé öåíû â ìîìåíò N ,
íàïðèìåð, åñëè ýòî ïðîäàííûé îïöèîí. Òàêèì îáðàçîì, êàê ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã,
òàê è ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî ìîäåëèðóþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, çàâèñÿùèìè
îò òåêóùèõ ðûíî÷íûõ öåí. Â ýòîì ñìûñëå ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî âûðàæàåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé fN , ÿâëÿþùåéñÿ FN�èçìåðèìîé. Íà÷àëüíûé êàïèòàë ïîðòôåëÿ
îáîçíà÷èì x, ýòî íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà.

Îïðåäåëåíèå 3. Âåðõíèì (x, fN)�õåäæåì íàçûâàåòñÿ ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã π =
(β, γ), ó êîòîðîãî êàïèòàë â ìîìåíò n = 0 ðàâåí x, à â ìîìåíò n = N óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó Xπ

N ≥ fN ïî÷òè íàâåðíîå.
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Íèæíèì (x, fN)�õåäæåì íàçûâàåòñÿ ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã π = (β, γ), ó êîòî-
ðîãî êàïèòàë â ìîìåíò n = 0 ðàâåí x, à â ìîìåíò n = N óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
Xπ

N ≤ fN ïî÷òè íàâåðíîå.
Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ îáîèõ ýòèõ óñëîâèé, ò.å. åñëè Xπ

0 = x è Xπ
N = fN , òî (x, fN)�

õåäæ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì.

Õåäæ (îò àíãëèéñêîãî hedge � çàáîð) ÿâëÿåòñÿ èíñòðóìåíòîì çàùèòû èíâåñòî-
ðà îò êîëåáàíèÿ öåí â ñèòóàöèè, êîãäà íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ïîêðûòèå íåêîòîðîãî
ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà. Ñàìî îáÿçàòåëüñòâî ìåíÿåòñÿ âìåñòå ñ êîëåáàíèÿìè öåí,
è çàäà÷à èíâåñòîðà ñîñòîèò ðàçðàáîòêå òàêîé ñòðàòåãèè ïîêóïêè�ïðîäàæè àêòèâîâ,
÷òîáû êàïèòàë ïîðòôåëÿ êîëåáàëñÿ ñîãëàñîâàííî ñ îáÿçàòåëüñòâîì â çàâèñèìîñòè
îò ðûíî÷íûõ öåí. Åñëè ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî âîçíèêëî â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîé
ôèíàíñîâîé îïåðàöèè (ñäåëêè), òî ðàçðàáîòêà õåäæà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòðà-
õîâàíèå ýòîãî îáÿçàòåëüñòâà.

Ïóñòü fN è x ≥ 0 ôèêñèðîâàíû. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ñàìîôè-
íàíñèðóåìûõ âåðõíèõ (x, fN)�õåäæåé

H∗(x, fN) = {π ∈ SF : Xπ
0 = x, Xπ

N ≥ fN ï.í. },
à òàêæå äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ñàìîôèíàíñèðóåìûõ íèæíèõ (x, fN)�õåäæåé

H∗(x, fN) = {π ∈ SF : Xπ
0 = x, Xπ

N ≤ fN ï.í. }.
Èíîãäà óñëîâèå ñàìîôèíàíñèðóåìîñòè íå âêëþ÷àþò â îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ,
îäíàêî îíî íåîáõîäèìî äëÿ ðàñ÷åòà ñïðàâåäëèâûõ öåí ïëàòåæíûõ îáÿçàòåëüñòâ, è
ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ýòèìè öåëÿìè.

Íå äëÿ âñÿêîãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà x ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí âåðõíèé õåäæ
èëè õîòÿ áû îäèí íèæíèé õåäæ. Îòñóòñòâèå òàêîãî õåäæà îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ìíîæåñòâî, H∗ èëè H∗, ïóñòî. ßñíî, ÷òî åñëè äëÿ íà÷àëüíîãî êàïèòàëà
x ñóùåñòâóåò âåðõíèé õåäæ, òî îí ñóùåñòâóåò è äëÿ ëþáîãî áîëüøåãî íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèÿ x1 > x. Äëÿ íèæíèõ õåäæåé íàîáîðîò: åñëè ìíîæåñòâî H∗(x, fN) íåïóñòî,
òî íåïóñòî ìíîæåñòâî H∗(x2, fN) ñ ëþáûì x2 < x.

Îïðåäåëåíèå 4. Âåðõíåé öåíîé ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà fN íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

C∗(fN) = inf{x ≥ 0 : H∗(x, fN) 6= ∅}.
Íèæíåé öåíîé ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà fN íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

C∗(fN) = sup{x ≥ 0 : H∗(x, fN) 6= ∅}.

Ïðè ïðîäàæå ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà (íàïðèìåð, îïöèîíà) åãî âåðõíÿÿ è íèæ-
íÿÿ öåíû îêàçûâàþòñÿ ãðàíèöàìè, â ðàìêàõ êîòîðûõ âîçìîæåí òîðã ìåæäó ïîêóïà-
òåëåì è ïðîäàâöîì î öåíå ïîêóïêè. Ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âíå
ïðîìåæóòêà öåí [C∗, C∗] îäíà èç ñòîðîí ìîæåò ïîëó÷èòü ÷èñòóþ áåçðèñêîâóþ ïðè-
áûëü, ÷òî, êîíå÷íî, íå óñòðàèâàåò äðóãóþ ñòîðîíó.

Ïóñòü ïðîäàâåö ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà fN ïðîäàë åãî ïî öåíå x > C∗(fN).
Òîãäà îí ìîæåò ðàñïîðÿäèòüñÿ ïîëó÷åííûìè ñðåäñòâàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âû-
áåðåì y òàê, ÷òîáû C∗(fN) < y < x. Ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû C∗(fN) ñóùåñòâóåò
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òàêîé ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã π∗, ÷òî Xπ∗
0 = y è Xπ∗

N ≥ fN . Êóïèâ òàêîé ïîðòôåëü
ïî öåíå y, ïðîäàâåö ê ìîìåíòó N äîëæåí áóäåò îòäàòü fN è ïîëó÷èòü Xπ∗

N ≥ fN , ò.å.
íå ïðîèãðàòü. À â íà÷àëüíûé ìîìåíò îí îñòàâèë ó ñåáÿ x− y > 0, ÷òî ñîñòàâëÿåò åãî
áåçðèñêîâóþ ïðèáûëü (�free lunch�).

Ñëîæíåå îáñòîèò äåëî ñ íèæíåé öåíîé ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà. Ïóñòü ïîêóïà-
òåëü êóïèë îáÿçàòåëüñòâî fN ïî öåíå x < C∗(fN). Âûáåðåì y òàê, ÷òîáû x < y <
C∗(fN). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ïîðòôåëü π∗, ÷òî Xπ∗

0 = y è Xπ∗
N ≤ fN . Â ýòîé ñè-

òóàöèè ïîêóïàòåëþ ñëåäóåò ïîèñêàòü íà ðûíêå èíâåñòîðà, êîòîðûé ãîòîâ âëîæèâ â
íà÷àëüíûé ìîìåíò n=0 êàïèòàë y ïîëó÷èòü â ìîìåíò n=N êàïèòàë Xπ∗

N . Ïðè ëèê-
âèäíîñòè ðûíêà, íàëè÷èÿ íà íåì ó÷àñòíèêîâ ñ ðàçíîîáðàçíûìè èíòåðåñàìè, îæè-
äàíèÿìè è ñðîêàìè îáîðîòà òàêîé èíâåñòîð âïîëíå ìîæåò íàéòèñü. Ýòîò èíâåñòîð
ïëàòèò ïîêóïàòåëþ y (ïåðåäàåò â óïðàâëåíèå ýòè ñðåäñòâà) çà îáÿçàòåëüñòâî âîçâðà-
òèòü â ìîìåíò N êàïèòàë Xπ∗

N . ×èñòûé áåçðèñêîâûé âûèãðûø ïîêóïàòåëÿ ñîñòàâèò
íå ìåíåå y − x > 0.

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü öåí [0, C∗(fN)) çà ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî fN äàåò ïî-
êóïàòåëþ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ áåçðèñêîâîãî äîõîäà, ïðîòèâ ÷åãî ìîæåò ñïðàâåä-
ëèâî âîçðàæàòü ïðîäàâåö. Îáëàñòü öåí (C∗(fN),∞) äàåò ïðîäàâöó âîçìîæíîñòü ïî-
ëó÷åíèÿ áåçðèñêîâîãî äîõîäà, ïðîòèâ ÷åãî ìîæåò ñïðàâåäëèâî âîçðàæàòü ïîêóïà-
òåëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèåìëåìàÿ öåíà çà ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî ëåæèò â îáëàñòè
[C∗(fN), C∗(fN)], óñòàíàâëèâàþùåé ðàìêè ïåðåãîâîðîâ îá îêîí÷àòåëüíîé öåíå çà ïëà-
òåæíîå îáÿçàòåëüñòâî.

Îñîáî èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà C∗(fN) = C∗(fN), êîòîðûé âîçíèêàåò, åñëè ñó-
ùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ñîâåðøåííûé õåäæ. Òîãäà äàëüíåéøèå ïåðåãîâîðû òåðÿþò
ñìûñë, è ñòîðîíû äîëæíû ïðèíÿòü öåíó x = C∗(fN) = C∗(fN) çà ïëàòåæíîå îáÿ-
çàòåëüñòâî fN êàê åäèíñòâåííî ñïðàâåäëèâóþ. Òàêîå îáÿçàòåëüñòâî fN íàçûâàåòñÿ
âîñïðîèçâîäèìûì.

Îïðåäåëåíèå 5. Ðûíîê öåííûõ áóìàã íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè íà íåì âñÿêîå îãðà-
íè÷åííîå FN�èçìåðèìîå ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ âîñïðîèçâîäèìûì.

Ïîëíîòà ðûíêà âûãëÿäèò âåñüìà ðåäêèì ÿâëåíèåì, îäíàêî èìååòñÿ ðÿä ïðèçíàí-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðûíêà, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïîëíîòû. Â ýòèõ
ìîäåëÿõ öåíà ëþáîãî (îãðàíè÷åííîãî) ïëàòåæíîãî ïîðó÷åíèÿ îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿ-
åòñÿ. Ïîýòîìó ìîäåëè ïîëíûõ ðûíêîâ àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ-
÷åòîâ öåí ïëàòåæíûõ îáÿçàòåëüñòâ.

2.4 Îäíîøàãîâàÿ ìîäåëü
Â ýòîì ðàçäåëå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ öåíû ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà âû÷èñëåíû â ïðî-
ñòåéøåì ïðèìåðå. Ýòè ÷èñëà èìåþò íàãëÿäíóþ èíòåðïðåòàöèþ êàê ñâîéñòâà ãðàôèêà
ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùåé äîõîä îò ýòîé öåííîé áóìàãè. Ââîäèòñÿ è ïîÿñíÿåòñÿ ïîíÿ-
òèå ìàðòèíãàëüíûõ ìåð, êîòîðûå èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ
áåçàðáèòðàæíîñòè è ïîëíîòû ðûíêîâ.

Â äàííîé ìîäåëè (B,S)�ðûíêà ïðèñóòñòâóåò áàíêîâñêèé ñ÷åò è âñåãî îäèí âèä
àêöèé, êðîìå òîãî, âûáèðàåòñÿ N = 1. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò çàäàíû êîíñòàíòû B0 è
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S0. Îíè ïðåîáðàçóþòñÿ çà îäèí òàêò â âåëè÷èíû

B1 = B0(1 + r),

S1 = S0(1 + ρ),

ãäå r ≥ 0 � èçâåñòíàÿ áàíêîâñêàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà, à ρ > −1 � ñëó÷àéíàÿ ïðîöåíò-
íàÿ ñòàâêà àêöèè. Âñÿ ñëó÷àéíîñòü çàêëþ÷åíà â âåëè÷èíå ρ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, â
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå S1.

Ïëàòåæíîå ïîðó÷åíèå f1, èçìåðèìîå îòíîñèòåëüíî S1, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ôóíêöèþ îò ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ò.å. f1 = f(S1), ãäå f � íåêîòîðàÿ ôèêñèðî-
âàííàÿ (íåñëó÷àéíàÿ) ôóíêöèÿ (íàïðèìåð, â åâðîïåéñêîì îïöèîíå ïîêóïàòåëÿ ýòî
(S1 −K)+).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B0 = 1. Òîãäà

C∗(f1) = inf {β + γS0 : β(1 + r) + γS0(1 + ρ) ≥ f(S0(1 + ρ)) ï.í. },
C∗(f1) = sup{β + γS0 : β(1 + r) + γS0(1 + ρ) ≤ f(S0(1 + ρ)) ï.í. }.

Ýòî ãðàíèöû ïðîìåæóòêà ïðèåìëåìûõ öåí ïðè ïðîäàæå ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà.
Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòè âåëè÷èíû òåñíî ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè ãðàôèêà ôóíê-
öèè f è ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû àíàëèòè÷åñêè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ρ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ïðîìåæóòêå [a, b]
ïî÷òè íàâåðíîå, ïðè÷åì ýòîò ïðîìåæóòîê íå ìîæåò áûòü óìåíüøåí. Ðàñïðåäåëåíèå ρ
íà [a, b] îáîçíà÷èì P . Íàðÿäó ñ ðàñïðåäåëåíèåì P ðàññìîòðèì äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ
P̃ íà [a, b], êîòîðûå âçàèìíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî P (ò.å. äëÿ ëþáîãî
áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A åñëè P (A) = 0, òî P̃ (A) = 0 è íàîáîðîò), ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ
P̃ ∼ P . Ââåäåì ïîäìíîæåñòâî òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé:

P = {P̃ : P̃ ∼ P,

∫ b

a

ρP̃ (dρ) = r }.

Ðàñïðåäåëåíèÿ P̃ èç ýòîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ìàðòèíãàëüíûìè ìåðàìè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðîæäåíû âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé, òî Ẽρ = r.
Ïðè òàêîì óñëîâèè, êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Sn/Bn îáðàçóþò
ìàðòèíãàë.

Ìíîæåñòâî P íåïóñòî, åñëè r ∈ [a, b]. Ìíîæåñòâî P ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîãî
ýëåìåíòà, åñëè ê òîìó æå ðàñïðåäåëåíèå P ñîñðåäîòî÷åíî âñåãî â äâóõ òî÷êàõ a
è b. Äàëåå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîé ìàðòèíãàëüíîé ìåðû
ðàâíîñèëüíî îòñóòñòâèþ àðáèòðàæíûõ âîçìîæíîñòåé íà ðûíêå, à åäèíñòâåííîñòü
ìàðòèíãàëüíîé ìåðû ðàâíîñèëüíà ïîëíîòå ðûíêà.

Ïóñòü π = (β, γ) ∈ H∗(x, f1) � íåêîòîðûé âåðõíèé õåäæ. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ,

β(1 + r) + γS0(1 + ρ) ≥ f(S0(1 + ρ))

ïî÷òè íàâåðíîå. Ïóñòü P̃ � íåêîòîðàÿ ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà. Ïðîèíòåãðèðóåì íåðà-
âåíñòâî ïî ýòîé ìåðå, ÷òî îçíà÷àåò ïåðåõîä ê ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèÿì (E eP ) ïî
ýòîé ìåðå â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ. Ïîñêîëüêó E eP ρ = r ïî îïðåäåëåíèþ ìàðòèíãàëü-
íîé ìåðû, òî

β(1 + r) + γS0(1 + r) ≥ E eP f(S0(1 + ρ)),
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÷òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

β + γS0 ≥ E eP f(S0(1 + ρ))

1 + r
.

Ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà âåëè÷èíà x = β + γS0 åñòü íà÷àëüíûé êàïèòàë
ïîðòôåëÿ π. Ïîýòîìó äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ ëþáîãî âåðõíåãî õåäæà
íà÷àëüíûé êàïèòàë íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà. Çíà÷èò, è íèæíÿÿ ãðàíü C∗(f1) íå ìåíüøå ýòîé âåëè÷èíû.
Äàííîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîé ìàðòèíãàëüíîé ìåðû P̃ . Ñëåäîâàòåëüíî,

C∗(f1) ≥ sup
eP∈P

E eP f(S0(1 + ρ))

1 + r
.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

C∗(f1) ≤ inf
eP∈P

E eP f(S0(1 + ρ))

1 + r
.

Â îáîçíà÷åíèÿõ

x∗ = inf
eP∈P

E eP f(S0(1 + ρ))

1 + r
, x∗ = sup

eP∈P

E eP f(S0(1 + ρ))

1 + r
.

äîêàçàíî, ÷òî
C∗(f1) ≤ x∗ ≤ x∗ ≤ C∗(f1).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f âûïóêëàÿ è íåïðåðûâíàÿ. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà x∗ = C∗(f1),
x∗ = C∗(f1) è íàéäåì ýòè âåëè÷èíû.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìåðà P ∗, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷-
êàõ a è b è îáëàäàþùàÿ âàæíûì ñâîéñòâîì èç óñëîâèÿ ìàðòèíãàëüíîñòè: EP ∗ρ = r.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p∗ è q∗ åñòü âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â òî÷êè a è b, ñîîòâåòñòâåí-
íî, òî îíè óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

p∗ + q∗ = 1,

ap∗ + bq∗ = r.

Îòñþäà p è q îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ:

p∗ =
b− r

b− a
,

q∗ =
r − a

b− a
.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ: fa = f(S0(1 + a)) è fb = f(S0(1 + b)).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà f âûïóêëà è íåïðåðûâíà
íà [a, b], à îòðåçîê [a, b] � íàèìåíüøèé, âíå êîòîðîãî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ρ ðàâíà
íóëþ ïî÷òè íàâåðíîå. Òîãäà C∗(f1) = x∗, ýòà âåëè÷èíà äîñòèãàåòñÿ íà ìåðå P ∗ è
ðàâíà

C∗(f1) =
1

1 + r
(p∗fa + q∗fb) .
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Êðîìå òîãî, âåëè÷èíà C∗(f1) äîñòèãàåòñÿ íà ïîðòôåëå öåííûõ áóìàã π∗ = (β∗, γ∗)
ïðè

β∗ =
1

1 + r

(
fa − fb − fa

b− a
(1 + a)

)
,

γ∗ =
1

S0

fb − fa

b− a
,

ò.å. ýòîò ïîðòôåëü ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì õåäæåì, Xπ∗
1 ≥ f1 ï.í., ñ íà÷àëüíûì êàïè-

òàëîì Xπ∗
0 = C∗(f1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c∗ = (p∗fa +q∗fb)/(1+r)) � ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû â óòâåð-
æäåíèè òåîðåìû 1. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî x∗ ≥ c∗ è C∗(f1) ≤ c∗.

Äîêàæåì, ÷òî x∗ ≥ c∗. Ïî îïðåäåëåíèþ x∗ äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü òàêóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ìàðòèíãàëüíûõ ìåð (P̃n)∞n=1, ÷òî

lim
n→∞

E ePn
f(S0(1 + ρ)) = c∗(1 + r).

Â êà÷åñòâå (P̃n)∞n=1 âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàðòèíãàëüíûõ ìåð, êîòîðûå ñõî-
äÿòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ðàñïðåäåëåíèþ P ∗. Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâóåò,
ïîñêîëüêó ïðîìåæóòîê [a, b] � íàèìåíüøèé, âíå êîòîðîãî ρ = 0 ïî÷òè íàâåðíîå.

Ïî ñâîéñòâàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé îò îãðàíè÷åííûõ âåëè÷èí

lim
n→∞

E ePn
f(S0(1 + ρ)) = EP ∗f(S0(1 + ρ)) = f(S0(1 + a))P ∗({a}) + f(S0(1 + b))P ∗({b})

= fap
∗ + fbq

∗ = c∗(1 + r),

ïî îïðåäåëåíèþ c∗, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Äîêàæåì, ÷òî C∗(f1) ≤ c∗. Äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü òàêîé ïîðòôåëü π∗ = (β∗, γ∗),

÷òî β∗+γ∗S0 = c∗ è β∗(1+r)+γ∗S0(1+ρ) ≥ f(S0(1+ρ)) ïî÷òè íàâåðíîå. Íî ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ρ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [a, b] ïî÷òè íàâåðíîå, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî

β∗(1 + r) + γ∗S0(1 + t) ≥ f(S0(1 + t)) ∀ t ∈ [a, b].

Âûáåðåì β∗ è γ∗ òàê, ÷òîáû ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ φ(t) = β∗(1+r)+γ∗S0(1+t) ïðîõî-
äèëà ÷åðåç òî÷êè φ(a) = fa, φ(b) = fb. Ýòè äâà óðàâíåíèÿ ëåãêî ðåøèòü îòíîñèòåëüíî
β∗ è γ∗, è ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Ôóíêöèÿ f(S0(1 + t)) âûïóêëàÿ íà ïðîìåæóòêå [a, b] ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ïîýòîìó
åå ãðàôèê íàõîäèòñÿ íèæå õîðäû, ñîåäèíÿþùåé êîíöåâûå òî÷êè (a, fa) è (b, fb). Ýòà
æå õîðäà åñòü ãðàôèê ëèíåéíîé ôóíêöèè φ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî β∗(1 + r) +
γ∗S0(1 + t) ≥ f(S0(1 + t)) íà [a, b] äîêàçàíî è ïîðòôåëü π∗ åñòü âåðõíèé õåäæ äëÿ f1.
Åãî íà÷àëüíûé êàïèòàë ðàâåí

β∗+γ∗S0 =
1

(1 + r)(b− a)

[
fa(b+1−1−r)+fb(−a−1+1+r)

]
=

1

1 + r
(fap

∗+fbq
∗) = c∗,

îòêóäà C∗(f1) ≤ c∗, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íèæíåé öåíû ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà f1 ââåäåì ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ. Ïðîèçâîäíóþ âûïóêëîé ôóíêöèè f(S0(1+x)) ïî x â òî÷êå r îáîçíà÷èì
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λ. Òîãäà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(S0(1+x)) â òî÷êå (r, f(S0(1+
r))) áóäåò

ψ(x) = λ(x− r) + fr,

ãäå fr = f(S0(1 + r)).

Òåîðåìà 2.Ïóñòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ρ â ëþáóþ îêðåñò-
íîñòü òî÷êè r ïîëîæèòåëüíà, à ôóíêöèÿ f âûïóêëà è íåïðåðûâíà. Òîãäà

C∗(f1) = x∗ =
fr

1 + r
.

Ýòà âåëè÷èíà äîñòèãàåòñÿ íà íèæíåì õåäæå π∗ = (β∗, γ∗) ïðè

β∗ =
fr

1 + r
− λ,

γ∗ =
λ

S0

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c∗ = fr/(1 + r). Äîêàæåì, ÷òî x∗ ≤ c∗ ≤ C∗(f1).
Îïðåäåëèì P∗ êàê ðàñïðåäåëåíèå, ñîñðåäîòî÷åííîå â îäíîé òî÷êå r, ò.å. P∗({r})=1.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàðòèíãàëüíûõ ìåð (P̃n)∞n=1,
ñõîäÿùàÿñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê P∗. Ïîýòîìó

x∗ ≤ lim
n→∞

E ePn
f(S0(1 + ρ))

1 + r
=

EP ∗f(S0(1 + ρ))

1 + r
= c∗,

÷òî äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî x∗ ≤ c∗.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà c∗ ≤ C∗(f1) îïðåäåëèì ïîðòôåëü π∗ = (β∗, γ∗),

êàê óêàçàíî â óòâåðæäåíèè òåîðåìû. Ïî ñâîéñòâàì âûïóêëîé ôóíêöèè åå ãðàôèê
íàõîäèòñÿ âûøå ëþáîé êàñàòåëüíîé. Â ÷àñòíîñòè, f(S0(1 + x)) ≥ ψ(x) ïðè âñåõ x.
Îòñþäà

Xπ∗
1 = β∗(1 + r) + γ∗S0(1 + ρ) = fr − λ(1 + r) + λ(1 + ρ)

= λ(ρ− r) + fr = ψ(ρ) ≤ f(S0(1 + ρ)) = f1,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ïîðòôåëü π∗ åñòü íèæíèé õåäæ. Åãî íà÷àëüíûé êàïèòàë ðàâåí

Xπ∗
0 = β∗ + γ∗S0 =

fr

1 + r
= c∗,

è ïîýòîìó C∗(f1) ≥ c∗, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

2.5 Ìîäåëü Êîêñà�Ðîññà�Ðóáèíøòåéíà (CRR�ìîäåëü)
Ïóñòü â ïðåäûäóùåé ìîäåëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ρ ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷å-
íèÿ ρ = a èëè ρ = b (ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ) è a < r < b. Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî âîñïðîèçâîäèìî, åãî íèæíÿÿ
öåíà ðàâíà âåðõíåé, à ðûíîê ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.
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Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü ïîðòôåëü π, êîòîðûé îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ
âåðõíèì è íèæíèì (x, f1)�õåäæåì, ò.å. Xπ

0 = x è Xπ
1 = f1 ï.í. Òîãäà èç îïðåäåëåíèé

âåðõíåãî è íèæíåãî õåäæà ñëåäóåò, ÷òî C∗(f1) ≤ x ≤ C∗(f1). Â òî æå âðåìÿ ïðè
óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ìàðòèíãàëüíûõ ìåð áûëî äîêàçàíî, ÷òî C∗(f1) ≤ x∗ ≤ x∗ ≤
C∗(f1). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ýòè âåëè÷èíû ðàâíû è, â ÷àñòíîñòè, ðàâíû íà÷àëüíîìó
êàïèòàëó x ïîðòôåëÿ π.

Îïðåäåëèì π = π∗ = (β∗, γ∗) â îáîçíà÷åíèÿõ, ââåäåííûõ ïåðåä òåîðåìîé 1. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ ðàññóæäåíèÿìè èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 åñëè ρ = a, òî Xπ∗

1 =
fa = f(S0(1+ ρ)), à åñëè ρ = b, òî Xπ∗

1 = fb = f(S0(1+ ρ)). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ Xπ∗
1 = f1,

ò.å. ýòî ñîâåðøåííûé õåäæ. Åãî íà÷àëüíûé êàïèòàë îïðåäåëÿåò ñïðàâåäëèâóþ öåíó
ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà:

C∗(f1) = C∗(f1) =
1

1 + r

(
b− r

b− a
fa +

r − a

b− a
fb

)
.

Òåì ñàìûì îñíîâíàÿ çàäà÷à èíâåñòîðà ïîëíîñòüþ ðåøåíà: íàéäåíà öåíà ïëàòåæíîãî
îáÿçàòåëüñòâà è îïðåäåëåí ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã, êîòîðûé ãàðàíòèðóåò ïîêðûòèå
ýòîãî îáÿçàòåëüñòâà.

Âîñïðîèçâîäèìîñòü ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà òåñíî ñâÿçàíà ñî ñâîéñòâàìè ìàð-
òèíãàëüíûõ ìåð â äàííîé çàäà÷å. Âî�ïåðâûõ, èç óñëîâèÿ a < r < b ñëåäóåò, ÷òî
ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð, P ∗. Âî�âòîðûõ, òàêàÿ ìåðà åäèíñòâåí-
íàÿ, ò.å. íåò äðóãèõ ìàðòèíãàëüíûõ ìåð, êðîìå P ∗. Äîêàæåì ýòî.

Ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà P̃ , áóäó÷è ýêâèâàëåíòíîé ìåðå P , ñîñðåäîòî÷åííîé â äâóõ
òî÷êàõ a è b, äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ íà ëþáîì ìíîæåñòâå, íå ñîäåðæàùåì ýòè
òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà äîëæíà áûòü ñîñðåäîòî÷åíà íà ýòîé æå ïàðå òî÷åê. Ïåðåä
ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 1 áûëî äîêàçàíî, ÷òî âåðîÿòíîñòè p∗ = P̃ ({a}) è q∗ = P̃ ({b})
îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, ÷òî îçíà÷àåò åäèíñòâåííîñòü ìàðòèíãàëüíîé ìåðû.

Òåðìèí �ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà� óïîòðåáëÿåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ïî ýòîé ìåðå ìàðòèíãà-
ëîì ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííàÿ ñòîèìîñòü àêòèâà S/B. Äåéñòâèòåëüíî,

E eP ∆

(
S1

B1

)
= E eP

(
S1

B1

− S0

B0

)
= E eP

(
S0(1 + ρ)

B0(1 + r)
− S0

B0

)
=

S0(1 + E eP ρ)

B0(1 + r)
− S0

B0

= 0,

òàê êàê E eP ρ = r.

Ðàññìîòðèì ìíîãîøàãîâóþ ìîäåëü: N > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû ρn ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: ρn = an èëè ρn = bn ïðè n = 1, . . . , N , è
áàíêîâñêàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà rn íàõîäèòñÿ ìåæäó íèìè: an < rn < bn ï.í. Ïðè ýòîì
rn, an è bn � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èçìåðèìûå îòíîñèòåëüíî Fn−1. Òðåáóåòñÿ íàéòè
ñïðàâåäëèâóþ öåíó ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà fN , èçìåðèìîãî îòíîñèòåëüíî FN .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà an ≡ a, bn ≡ b è rn ≡ r, ýòà ìîäåëü áûëà âïåðâûå
ðàññìîòðåíà â ñòàòüå Êîêñà, Ðîññà è Ðóáèíøòåéíà [Cox J.C., Ross R.A, Rubinstein M.
�Option pricing: a simpli�ed approach�. Journal of Financial Economics, 1979, v. 7, �3,
p.229�263] è ñ òåõ ïîð èçâåñòíà êàê CRR�ìîäåëü.

Ïîä ñïðàâåäëèâîé öåíîé ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà fN ïîäðàçóìåâàåòñÿ îáùåå
çíà÷åíèå âåðõíåé è íèæíåé öåíû, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì ñîâåð-
øåííîãî õåäæà.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà N îäíîøàãîâûõ ïîäçàäà÷,
äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà. Ïîýòîìó è
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äëÿ îáùåé çàäà÷è òàêàÿ ìåðà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà. Ïðè ïîìîùè ýòîé ìåðû,
êàê áóäåò ïîêàçàíî â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ, ÿâíî âû÷èñëÿåòñÿ öåíà ïëàòåæíîãî îáÿ-
çàòåëüñòâà, à òàêæå ñòðàòåãèÿ ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã, îáðàçóþùåãî ñîâåðøåííûé
õåäæ.

2.6 Ïîíÿòèå àðáèòðàæà
Ïîä àðáèòðàæåì â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå ïîíèìàåòñÿ ïîëó÷åíèå ïîëîæèòåëüíîé
ïðèáûëè áåç ðèñêà è áåç íà÷àëüíîãî êàïèòàëà. ×àùå ãîâîðÿò î ðûíêå, íà êîòîðîì
�îòñóòñòâóþò àðáèòðàæíûå âîçìîæíîñòè�, íàçûâàÿ òàêîé ðûíîê �÷åñòíûì�, �ðàöèî-
íàëüíî óñòðîåííûì� èëè �ýôôåêòèâíûì�.

Îïðåäåëåíèå 6. Ãîâîðÿò, ÷òî ñàìîôèíàíñèðóåìûé ïîðòôåëü π ðåàëèçóåò àðáèò-
ðàæíóþ âîçìîæíîñòü â ìîìåíò N , åñëè ó íåãî íà÷àëüíûé êàïèòàë íóëåâîé, Xπ

0 = 0,
à â ìîìåíò N êàïèòàë îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

Xπ
N ≥ 0 ï.í., EXπ

N > 0.

Îïðåäåëåíèå 7. Ðûíîê íàçûâàåòñÿ áåçàðáèòðàæíûì, åñëè íà íåì îòñóòñòâóþò
àðáèòðàæíûå âîçìîæíîñòè, ò.å. äëÿ ëþáîãî ñàìîôèíàíñèðóåìîãî ïîðòôåëÿ π åñëè
Xπ

0 = 0 è Xπ
N ≥ 0 ï.í., òî Xπ

N = 0 ï.í.

Îòñóòñòâèå àðáèòðàæíûõ âîçìîæíîñòåé íà ðûíêå îçíà÷àåò, ÷òî ëþáûå ïðèáûëè
äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ñ îïðåäåëåííûìè ðèñêàìè èìåòü óáûòêè. Åñëè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ó÷àñòíèêè ðûíêà äîñòàòî÷íî èíôîðìèðîâàíû, òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî àð-
áèòðàæíûå âîçìîæíîñòè, åñëè òàêèå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ, ñðàçó ðåàëèçóþòñÿ è èñ÷åçàþò
ñ ðûíêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåàëèçàöèÿ àðáèòðàæíîé âîçìîæíîñòè ñîçäàåò ïðèáûëü
èç íè÷åãî, è ïîýòîìó íå ñ÷èòàåòñÿ �ðàöèîíàëüíîé� èëè �÷åñòíîé�.

Ñëåäóþùàÿ âàæíåéøàÿ òåîðåìà ñòîõàñòè÷åñêîé ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè óñòà-
íàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè ìàðòèíãàëüíîé ìåðû è áåçàðáèòðàæíîñòè (B,S)�
ðûíêà.

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû (B,S)�ðûíîê áûë áåçàðáèòðàæíûì, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ìåðà P̃ (íàçûâàåìàÿ ìàðòèíãàëüíîé èëè ðèñê�
íåéòðàëüíîé), êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà åñòåñòâåííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðå P è îáëàäàåò
ñâîéñòâàìè

E eP

(
Sn

Bn

∣∣∣∣ Fn−1

)
=

Sn−1

Bn−1

ï.í. ïðè âñåõ n = 1, 2, . . . N .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà P̃ ñóùåñòâóåò è π = (β, γ) � íåêîòî-

ðûé ñàìîôèíàíñèðóåìûé ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì Xπ
0 = 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñàìîôèíàíñèðóåìîãî ïîðòôåëÿ

Xπ
N = Xπ

0 +
N∑

n=1

γn∆

(
Sn

Bn

)
.

Óñëîâèå ìàðòèíãàëüíîñòè ìåðû P̃ ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå

E eP

{
∆

(
Sn

Bn

) ∣∣∣∣ Fn−1

}
= 0
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ï.í. ïðè âñåõ n = 1, 2, . . . N . Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà γn èçìåðèìà îòíîñèòåëü-
íî Fn−1, òî

E eP

{
γn∆

(
Sn

Bn

) ∣∣∣∣ Fn−1

}
= γnE eP

{
∆

(
Sn

Bn

) ∣∣∣∣ Fn−1

}
= 0

ï.í. ïðè âñåõ n = 1, 2, . . . N . Ñëåäîâàòåëüíî,

E eP Xπ
N = E eP

N∑
n=1

E eP

{
γn∆

(
Sn

Bn

) ∣∣∣∣ Fn−1

}
= 0.

Åñëè æå Xπ
N ≥ 0 ï.í. è ìåðà P̃ ýêâèâàëåíòíà ìåðå P , òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà

ñëåäóåò, ÷òî EXπ
N = 0. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì áåçàðáèò-

ðàæíîñòè ðûíêà.
Òàêèì îáðàçîì, èç ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îäíîé ìàðòèíãàëüíîé ìåðû ñëåäóåò,

÷òî íà ðûíêå íåò àðáèòðàæíûõ âîçìîæíîñòåé. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ
íàìíîãî ñëîæíåå è ïîýòîìó â äàííîì êóðñå ïðîïóñêàåòñÿ.

Â ïðîñòåéøåé îäíîøàãîâîé ìîäåëè ðûíêà ñ îäíèì âèäîì àêöèè, äëÿ êîòîðîãî
ñëó÷àéíàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ρ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [a, b] ï.í. (è ýòîò
îòðåçîê íå ìîæåò áûòü óìåíüøåí), óñëîâèå áåçàðáèòðàæíîñòè èìååò âèä r ∈ (a, b).
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a < r < b, òî ìàðòèíãàëüíûå ìåðû, ýêâèâàëåíòíûå èñõîäíîé
ìåðå P , áûëè îïèñàíû â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.

Åñëè æå r < a, òî áåçðèñêîâóþ ïðèáûëü ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ äåíüãè èç áàíêà è
âëîæèâ èõ â àêöèè. Åñëè r > b òî, íàîáîðîò, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáûëè íóæíî ïðîäàòü
âñå àêöèè è ïîëîæèòü äåíüãè â áàíê. Ïðè r = a èëè r = b è a < b òå æå äåéñòâèÿ
äàäóò ïîëîæèòåëüíûé äîõîä ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ, ÷òî îçíà÷àåò ðåàëèçàöèþ
àðáèòðàæíîé âîçìîæíîñòè.

2.7 Ðàñ÷åò öåí íà ïîëíûõ ðûíêàõ
Ïî îïðåäåëåíèþ, íà ïîëíûõ ðûíêàõ ó ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëü-
ñòâà ñîâïàäàþò íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ öåíû. Ýòî îáùåå çíà÷åíèå öåíû ÿâëÿåòñÿ ñïðà-
âåäëèâûì ïî îòíîøåíèþ ê ïîêóïàòåëþ è ïðîäàâöó, òàê êàê íå äàåò íè îäíîìó èç
íèõ âîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü áåçðèñêîâûé äîõîä. Äëÿ ðàñ÷åòà ýòîé öåíû, à òàêæå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã, êîòîðûé ïîêðûâàåò ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî,
èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ âòîðàÿ âàæíåéøàÿ òåîðåìà ñòîõàñòè÷åñêîé ôèíàíñîâîé ìà-
òåìàòèêè.

Òåîðåìà 4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû áåçàðáèòðàæíûé ôèíàíñîâûé (B, S)�ðûíîê áûë ïîë-
íûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà íåì ñóùåñòâîâàëà òîëüêî îäíà ìàðòèíãàëü-
íàÿ ìåðà.

(Áåç äîêàçàòåëüñòâà.)

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîëíûå ðûíêè. Åäèíñòâåííóþ ìàðòèíãàëüíóþ
ìåðó íà íèõ áóäåì îáîçíà÷àòü P̃ , à ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî ýòîé ìåðå (â òîì
÷èñëå óñëîâíîå) � Ẽ. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàðòèíãàëüíîé ìåðû

Ẽ

{
∆

(
Sn

Bn

) ∣∣∣∣ Fn−1

}
= 0, n = 1, 2, . . . N.
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Ïóñòü fN � íåêîòîðîå îãðàíè÷åííîå FN�èçìåðèìîå ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî. Ïî
îïðåäåëåíèþ ïîëíîãî ðûíêà äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííûé (x, fN)�õåäæ, ò.å. òà-
êîé ñàìîôèíàíñèðóåìûé ïîðòôåëü π = (β, γ), ÷òî Xπ

0 = x è Xπ
N = fN ï.í. Ïðè ýòîì

íà÷àëüíûé êàïèòàë x ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé è íèæíåé öåíîé, ò.å.

x = C∗(fN) = C∗(fN) = C(fN),

è ýòó âåëè÷èíó ìû áóäåì ñ÷èòàòü ñïðàâåäëèâîé öåíîé ïëàòåæíîãî îáÿçàòåëüñòâà fN .
Ïîñòàâèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè C(fN) è ñîâåðøåííîãî õåäæà π.

Òåîðåìà 5. (îñíîâíûå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîâåðøåííîãî õåäæà è åãî êà-
ïèòàëà). Ïóñòü fN � íåêîòîðîå îãðàíè÷åííîå ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî íà ïîëíîì
(B, S)�ðûíêå è îíî FN�èçìåðèìî. Ïóñòü Ẽ îáîçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî
ìàðòèíãàëüíîé ìåðå è π = (β, γ) � ñîâåðøåííûé õåäæ, âîñïðîèçâîäÿùèé fN . Òîãäà

1. Ñïðàâåäëèâàÿ öåíà ýòîãî îáÿçàòåëüñòâà ðàâíà

C(fN) = B0 Ẽ
fN

BN

(�îñíîâíàÿ ôîðìóëà äëÿ öåíû ñîâåðøåííîãî õåäæèðîâàíèÿ Åâðîïåéñêîãî òèïà
íà ïîëíûõ ðàíêàõ�).

2. Êàïèòàë äàííîãî ñîâåðøåííîãî õåäæà π â ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû ìîæåò áûòü
âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

Xπ
k = Bk Ẽ

{
fN

BN

∣∣∣∣ Fk

}
, k = 1, 2, . . . , N − 1.

3. Îáúåìû àêöèé γk â ïîðòôåëå π îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ

Xπ
k

Bk

− Xπ
k−1

Bk−1

= γk

(
Sk

Bk

− Sk−1

Bk−1

)
, k = 1, 2, . . . , N.

4. Áàíêîâñêèå âêëàäû βk â ïîðòôåëå π âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

βk =
Xπ

k − γkSk

Bk

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàïèòàë ñàìîôèíàíñèðóåìîãî ïîðòôåëÿ π âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

Xπ
N

BN

=
x

B0

+
N∑

n=1

γn∆

(
Sn

Bn

)
,

ãäå x = C(fN). Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî ìàðòèíãàëüíîé ìåðå îò êàæäîãî ñëàãà-
åìîãî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíî íóëþ, à Xπ

N = fN , ïîýòîìó

Ẽ
fN

B0

=
C(fN)

B0

.

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå 1 òåîðåìû.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 2 è 3 âû÷èñëèì óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-
äàíèÿ ïî ìàðòèíãàëüíîé ìåðå, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå ñâîéñòâî ìàðòèíãàëüíîñòè ìåðû
P̃ :

Ẽ

{
fN

BN

∣∣∣∣ Fk

}
=

Xπ
0

B0

+
k∑

n=1

γn∆

(
Sn

Bn

)
=

Xπ
k

Bk

ïðè k = 1, 2, . . . , N . Âòîðîå ðàâåíñòâî åñòü ôîðìóëà äëÿ íîðìèðîâàííîãî êàïèòà-
ëà ñàìîôèíàíñèðóåìîãî ïîðòôåëÿ. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 2. Óòâåðæäåíèå 3
ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì âû÷èòàíèåì ñîñåäíèõ ïî k ðàâåíñòâ èç óòâåðæäåíèÿ 2.

Íàêîíåö, óòâåðæäåíèå 4 åñòü ñëåäñòâèÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû êàïèòàëà ïîðòôå-
ëÿ öåííûõ áóìàã â ìîìåíò k:

Xπ
k = βkBk + γkSk

ïðè k = 1, 2, . . . , N .

2.8 Ôîðìóëû Áàøåëüå è Áëýêà�Øîóëñà
Ïåðâàÿ ðàáîòà ïî èçó÷åíèþ âåðîÿòíîñòíîãî õàðàêòåðà äèíàìèêè öåí àêöèé áûëà
íàïèñàíà Ë. Áàøåëüå â 1900 ã. Åãî ìîäåëü â ñîâðåìåííûõ òåðìèíàõ îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

St = S0 + µt + σWt, 0 ≤ t ≤ T.

ãäå St � çíà÷åíèå ðûíî÷íîé öåíû äàííîãî àêòèâà, µ � ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò
ñíîñà, Wt � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, ò.å. ïðîöåññ ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì
W0 = 0 è ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïðèðàùåíèé, êîòîðûå ê òîìó æå íåçàâèñèìû
íà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè.

Ýòî äèôôóçèîííàÿ ìîäåëü ðûíêà, êîòîðàÿ îêàçàëàñü áåçàðáèòðàæíîé è ïîëíîé.
Åäèíñòâåííàÿ ìàðòèíãàëüíàÿ ìåðà â ýòîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

dP̃ = ZT dPT ,

ãäå PT = P
∣∣
FT

è

ZT = exp

(
−µ

σ
WT − 1

2

(µ

σ

)2

T

)
.

Ïî òåîðåìå 5 íàõîäèì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ñïðàâåäëèâîé öåíû îïöèîíà.

Òåîðåìà 6 (�ôîðìóëà Áàøåëüå�). Â ìîäåëè Áàøåëüå ðàöèîíàëüíàÿ ñòîèìîñòü ñòàí-
äàðòíîãî îïöèîíà�êîëë Åâðîïåéñêîãî òèïà ñ ôóíêöèåé ïëàòåæà fT = (ST − K)+

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

CT = (S0 −K)Φ

(
S0 −K

σ
√

T

)
+ σ

√
Tφ

(
S0 −K

σ
√

T

)
,

ãäå
φ(x) =

1√
2π

e−
x2

2 , Φ(x) =

∫ x

−∞
φ(y) dy.

(Áåç äîêàçàòåëüñòâà.)
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè S0 = K ðàöèîíàëüíàÿ ñòîèìîñòü îïöèîíà�êîëë ðàâíà

CT = σ

√
T

2π
.

Èìåííî ýòó ôîðìóëó âûâåë Ë. Áàøåëüå, íå ïîëüçóÿñü ñîâðåìåííûìè ïîíÿòèÿìè òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé.

Îäíèì èç íåäîñòàòêîâ ìîäåëè Ë. Áàøåëüå ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îòðèöàòåëüíûõ
çíà÷åíèé äëÿ öåí St, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì. Â õîäå äàëü-
íåéøèõ èññëåäîâàíèé, íà÷èíàÿ ñî çíàìåíèòîãî äîêëàäà Ì. Êåíäàëëà, âûÿñíèëîñü,
÷òî íåçàâèñèìûìè ñëåäóåò ñ÷èòàòü íå ñàìè ïðèðàùåíèÿ öåí, à ïðèðàùåíèÿ èõ ëîãà-
ðèôìîâ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü çàïèñûâàåòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

dSt = St(µ dt + σ dWt), t ≥ 0.

Îíà áûëà ïðåäëîæåíà Ï. Ñàìóýëüñîíîì â 1965 ã. è ïîäðîáíî èçó÷åíà â ðàáîòå Ð. Ìåð-
òîíà â 1973 ã. Íàêîíåö, â çíàìåíèòîé ñòàòüå Áëýêà è Øîóëñà [Black F., Scholes M.
�The pricing of options and corporate liabilities�. Journal of Political Economy, 1973, v. 81,
�3, p. 637�659] áûëè âûâåäåíû îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ñïðàâåäëèâîé
öåíû îïöèîíîâ, êîòîðûå ñëóæàò âàæíåéøèì îðèåíòèðîì íà ñîâðåìåííûõ ôèíàíñî-
âûõ ðûíêàõ. Â 1997 ã. Ð. Ìåðòîí, Ô. Áëýê è Ì. Øîóëñ áûëè óäîñòîåíû Íîáåëåâñêîé
ïðåìèè ïî ýêîíîìèêå çà ýòè äîñòèæåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áàíêîâñêàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ïîñòîÿííà è ðàâíà r, òàê ÷òî
èçìåíåíèå áàíêîâñêîãî ñ÷åòà îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì dBt =
rBt dt. Ýòî óðàâíåíèå âìåñòå ñ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî St íà-
çûâàþò ìîäåëüþ Ìåðòîíà�Áëýêà�Øîóëñà.

Òåîðåìà 7 (�ôîðìóëà Áëýêà�Øîóëñà�). Â ìîäåëè Ìåðòîíà�Áëýêà�Øîóëñà ðàöè-
îíàëüíàÿ öåíà ñòàíäàðòíîãî îïöèîíà�êîëë Åâðîïåéñêîãî òèïà ñ ôóíêöèåé ïëàòåæà
fT = (ST −K)+ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

CT = S0Φ


 ln S0

K
+ T

(
r + σ2

2

)

σ
√

T


−Ke−rT Φ


 ln S0

K
+ T

(
r − σ2

2

)

σ
√

T


 .

(Áåç äîêàçàòåëüñòâà.)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè S0 = K è r = 0 ïîëó÷àåòñÿ óïðîùåííàÿ ôîðìóëà

CT = S0

[
Φ

(
σ
√

T

2

)
− Φ

(
−σ

√
T

2

)]
.


