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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÐÅÄÏÎÑÛËÊÈ È ÂÛÂÎÄÛ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà òåîðåòè÷åñêîìó àíàëèçó ïîâåäåíèÿ ëîêàëüíîãî
ðûíêà æèëüÿ â êðàòêîñðî÷íîì ïåðèîäå, â òå÷åíèå êîòîðîãî ìíîæåñò-
âî àãåíòîâ ðûíêà, ìíîæåñòâî æèëèù è ïðåäïî÷òåíèÿ àãåíòîâ íåèç-
ìåííû.

Â ðàçäåëå 1 äàíî îïèñàíèå ìîäåëè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ðûíîê êàê
ýêîíîìèêó îáìåíà ñ ó÷àñòèåì äåíåã è ó÷èòûâàåò íåäåëèìîñòü æè-
ëèù. Ìîäåëü îõâàòûâàåò ñåêòîðû æèëèù äëÿ âëàäåíèÿ è æèëèù äëÿ
àðåíäû ïðè íåèçìåííîì ðàñïðåäåëåíèè æèëèù ìåæäó ñåêòîðàìè.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè ïîëåçíîñòè àãåíòîâ ðûíêà êâàçèëè-
íåéíû. Ýòî îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòü ìîäåëè, íî ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü
ðàâíîâåñèÿ äëÿ ëþáîé ðûíî÷íîé ñèòóàöèè.

Âàëüðàñîâû ðàâíîâåñèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðåäñòàâëåíû
ïîñðåäñòâîì ðåøåíèé è äâîéñòâåííûõ îöåíîê íåêîòîðîé çàäà÷è ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ðàçäåë 2.1). Äîêàçàíî, ÷òî ÿäðî ðûíêà
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðàâíîâåñíûõ ðàñïðåäåëåíèé è ñòðîãî âëî-
æåíî âî ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî ðàñïðåäåëåíèé, òàêèì
îáðàçîì, âàëüðàñîâû ðàâíîâåñèÿ — ýòî æåëàòåëüíûå (ýôôåêòèâíûå)
ñîñòîÿíèÿ ðûíêà.

Ìíîãî÷èñëåííîñòü ðàâíîâåñèé â èññëåäóåìîé ìîäåëè — ýòî ñêîðåå
ïðàâèëî, ÷åì èñêëþ÷åíèå. Ìîæíî ëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðûíîê îáÿ-
çàòåëüíî ïðèäåò ê ðàâíîâåñèþ èç ëþáîé èñõîäíîé ñèòóàöèè? Êà-
êèì îáðàçîì ðûíîê "âûáåðåò" êîíêðåòíîå ðàâíîâåñèå? Äëÿ îòâåòà
íà ýòè âîïðîñû ïîñòðîåíî íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ñõåì ðàöèîíèðî-
âàíèÿ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðûå, ïðåäïîëîæèòåëüíî, äåéñò-
âóþò íà ðûíêå æèëüÿ, ïîðîæäàÿ îùóùàåìûå àãåíòàìè ðûíêà (ïðè
ôèêñèðîâàííûõ öåíàõ) îãðàíè÷åíèÿ ñïðîñà è/èëè ïðåäëîæåíèÿ.
Êîíêðåòíàÿ ñõåìà ðàöèîíèðîâàíèÿ îïðåäåëåíà ïîðÿäêîì, â êîòî-
ðîì ïîòðåáèòåëè âûõîäÿò íà ðûíîê, è ïîðÿäêîì, â êîòîðîì êàæäûé
ïîòðåáèòåëü "ïðîñìàòðèâàåò" äîñòóïíûå æèëèùà. Êàæäàÿ ñõåìà
ïîðîæäàåò åäèíñòâåííîå è ýôôåêòèâíîå íåâàëüðàñîâî ðàâíîâåñèå
(ðàçäåë 2.2).

Â ðàçäåëå 3 ñôîðìóëèðîâàí ãèïîòåòè÷åñêèé, íî ïðàâäîïîäîáíûé
ðûíî÷íûé ìåõàíèçì, îáåñïå÷èâàþùèé ïåðåõîä ê âàëüðàñîâó ðàâíî-
âåñèþ ÷åðåç êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåâàëüðàñîâûõ ðàâíîâå-
ñèé îòíîñèòåëüíî ñõåìû ðàöèîíèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äåéñò-
âóþùàÿ íà ðûíêå ñõåìà ðàöèîíèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåò ðåçóëüòèðóþ-
ùåå ðàâíîâåñèå.
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Äëÿ âûäåëåíèÿ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ðàâíîâåñèé ñðåäè âñåõ
âàëüðàñîâûõ ðàâíîâåñèé, âîçìîæíûõ â äàííîé ñèòóàöèè, â ðàçäåëå 4
ââåäåíû êëàññèôèêàöèè æèëèù è àãåíòîâ ðûíêà ïî òèïàì è ãðóïïàì
ñîîòâåòñòâåííî è îïðåäåëåíû "ñòàíäàðòíûå" ðàâíîâåñèÿ. Â ñòàí-
äàðòíîì ðàâíîâåñèè öåíû îäíîòèïíûõ æèëèù ðàâíû, ïîòðåáèòåëè
îäíîé ãðóïïû, èñõîäíî çàíèìàþùèå îäíîòèïíûå æèëèùà, ïîëó÷àþò
îäèíàêîâûå ïîëåçíîñòè è íèêàêîé ïîòðåáèòåëü íå ìåíÿåò ñâîå æè-
ëèùå íà îäíîòèïíîå. Äîêàçàíî, ÷òî ñòàíäàðòíûå ðàâíîâåñèÿ ñóùå-
ñòâóþò è ìîãóò áûòü îïèñàíû â òåðìèíàõ ðåøåíèé è äâîéñòâåííûõ
îöåíîê íåêîòîðîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â ðàçäåëå 5 âûïîëíåí ÷àñòè÷íûé àíàëèç ñðàâíèòåëüíîé ñòàòèêè äëÿ
èññëåäóåìîé ìîäåëè, à èìåííî ïðîàíàëèçèðîâàíû ïîñëåäñòâèÿ ïî-
ÿâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî (ñâîáîäíîãî) æèëèùà. Óêàçàí ñïîñîá îï-
ðåäåëåíèÿ òî÷íûõ ãðàíèö äëÿ ðàâíîâåñíîé öåíû ýòîãî æèëèùà. Â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðàâíîâåñèå íàðóøàåòñÿ ïîÿâëåíèåì íîâîãî æè-
ëèùà, âñëåäñòâèå ÷åãî âîçíèêàåò íîâîå ðàâíîâåñèå, ïîëó÷åíû ñëå-
äóþùèå ðåçóëüòàòû.

Êîìïîíåíòû ëþáîé ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû öåí äëÿ íîâîé ñèòóàöèè
ìîãóò áûòü "óñå÷åíû" äî óðîâíÿ, óñòàíîâëåííîãî èñõîäíûì ðàâíîâå-
ñèåì. Åñëè íîâîå ðàâíîâåñèå ïîðîæäåíî óïîìÿíóòûì âûøå ðûíî÷-
íûì ìåõàíèçìîì, òî â íåì ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà òîëüêî îäíà
(óðàâíîâåøèâàþùàÿ) öåïü ïåðåìåùåíèé àãåíòîâ, çàâåðøàþùàÿñÿ â
íîâîì æèëèùå. Öåíû â òàêîì ðàâíîâåñèè íå âûøå, ÷åì â èñõîäíîì,
à æèëèùà â óðàâíîâåøèâàþùåé öåïè äåøåâåþò òåì ñèëüíåå, ÷åì
áëèæå îíè ê êîíöó öåïè. Ìíîæåñòâî âñåõ óðàâíîâåøèâàþùèõ öåïåé
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ïóòåé ìàêñèìàëüíîãî âåñà â íåêîòî-
ðîì ãðàôå. Ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ è ìèíè-
ìàëüíûõ öåí ðàâíîâåñèÿ äëÿ êàæäîé óðàâíîâåøèâàþùåé öåïè. Öåíà
íîâîãî æèëèùà âî âñåõ òàêèõ ñèñòåìàõ öåí ïîñòîÿííà. Íà ïðèìåðå
ïîêàçàíî, ÷òî ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíîãî æèëèùà ìîæåò èçìåíèòü
ðàâíîâåñèå, ñîõðàíÿÿ öåíû è çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè ïîòðå-
áèòåëåé.

Íåêîòîðûå ñïîñîáû ðåãóëèðîâàíèÿ ðûíêà æèëüÿ äëÿ óìåíüøåíèÿ
÷èñëà äîìîõîçÿéñòâ, çàíèìàþùèõ ñîöèàëüíî íåïðèåìëåìûå æèëè-
ùà, ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 6. Ôèíàíñèðîâàíèå æèëèùíîãî ñòðîè-
òåëüñòâà èçìåíÿåò ÷èñëî ñâîáîäíûõ æèëèù (ðåãóëèðîâàíèå ðûíêà ñî
ñòîðîíû ïðåäëîæåíèÿ). Ñóáñèäèðîâàíèå àãåíòîâ ðûíêà èçìåíÿåò
îòïðàâíûå öåíû (ðåãóëèðîâàíèå ñî ñòîðîíû ñïðîñà). Ïðåäëîæåíû
íåêîòîðûå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ íóæäàþùèõñÿ â ïîääåðæêå ãðóïï
ïîòðåáèòåëåé, âûáîðó òèïîâ æèëèù ïðè ôîðìèðîâàíèè ïðîãðàììû
æèëèùíîãî ñòðîèòåëüñòâà è îáîñíîâàíèþ ðàçìåðîâ æèëèùíûõ ñóá-
ñèäèé.
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Ïîñòðîåíà ìîäåëü âûáîðà öåëåñîîáðàçíîé ïðîãðàììû æèëèùíîãî
ñòðîèòåëüñòâà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðàöèîíàëüíî ðàñïðåäåëÿòü áþä-
æåò ïðîãðàììû ìåæäó òèïàìè æèëèù è âû÷èñëÿòü îäíî èç âîçìîæ-
íûõ ðåçóëüòèðóþùèõ ðàâíîâåñèé. Ïðåäñòàâëåíà òàêæå ìîäåëü âûáî-
ðà öåëåñîîáðàçíîé ïðîãðàììû ñóáñèäèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò
ðàöèîíàëüíî ðàñïðåäåëÿòü áþäæåò ïðîãðàììû ìåæäó ïîòðåáèòåëÿ-
ìè è âû÷èñëÿòü îäíî èç âîçìîæíûõ ðåçóëüòèðóþùèõ ðàâíîâåñèé.
Óêàçàííûå ìîäåëè ïðèìåíèìû è ê ðàçðàáîòêå ïðèáûëüíûõ æèëèù-
íûõ ïðîãðàìì, äîõîäû îò êîòîðûõ ìîãóò ó÷àñòâîâàòü â ïîêðûòèè çà-
òðàò íà ðåãóëèðîâàíèå ðûíêà æèëüÿ.

Ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ðåçóëüòàòîâ íå âêëþ-
÷åíû â äàííóþ ïóáëèêàöèþ; èõ ìîæíî íàéòè â ýëåêòðîííîé âåðñèè
ðàáîòû íà ñàéòå ÐÏÝÈ (www.eerc.ru) èëè ïîëó÷èòü îò àâòîðà.
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1. ÌÎÄÅËÜ ÐÛÍÊÀ ÆÈËÜß

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ — ëîêàëüíûé (íàïðèìåð, ãîðîäñêîé) ðûíîê
æèëüÿ â êðàòêîñðî÷íîì ïåðèîäå, â òå÷åíèå êîòîðîãî íè íîâûå äîìî-
õîçÿéñòâà, íè íîâûå æèëèùà íå ïîÿâëÿþòñÿ è ïðåäïî÷òåíèÿ àãåíòîâ
ðûíêà íå èçìåíÿþòñÿ. Îïèñàííàÿ íèæå ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ðûíîê
êàê ýêîíîìèêó îáìåíà ñ ó÷àñòèåì äåíåã è ó÷èòûâàåò íåäåëèìîñòü
æèëèù. Ïðèìåíèòåëüíî ê ðûíêó æèëüÿ îíà äåòàëèçèðóåò ìîäåëü,
îïèñàííóþ â ñòàòüå (Quinzii, 1984). Áëèçêèå ìîäåëè èçó÷àëèñü àâòî-
ðàìè ðàáîò (Gale, 1960, Chapter 2, § 6; Shapley, Shubic, 1972; Shapley,
Scarf, 1974; Roth, Postlewaite, 1977; Kaneko, 1983; Demange, Gale,
1985).

1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ

Äëÿ âñåõ âûøåóïîìÿíóòûõ ìîäåëåé âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå,
êîòîðîå ìû ïðèâîäèì â ôîðìóëèðîâêå (Quinzii, 1984, ñ. 41).

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Êàæäûé àãåíò ìîæåò èñïîëüçîâàòü íà ðàññìàò-
ðèâàåìîì ðûíêå íå áîëåå, ÷åì åäèíèöó íåäåëèìîãî òîâàðà.

Â ñòàòüå (Bevia, Quinzii, Silva, 1999) äàí îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ
îñëàáëåíèþ ýòîãî óñëîâèÿ. Íàøà ìîäåëü óäîâëåòâîðÿåò Ïðåäïîëî-
æåíèþ 1.

Àâòîðû ðàáîò (Roth, Postlewaite, 1977; Demange, Gale, 1985) ðàñ-
ñìàòðèâàþò àáñòðàêòíûå íåäåëèìûå òîâàðû. Â ðàáîòàõ (Gale, 1960;
Shapley, Shubic, 1972) ïîäðàçóìåâàþòñÿ æèëèùà äëÿ ïðîäàæè, â ñòà-
òüå (Kaneko, 1983) èçó÷àåòñÿ ðûíîê àðåíäíûõ æèëèù. Ñõîäñòâî
ïåðå÷èñëåííûõ ìîäåëåé óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ìî-
äåëè, îõâàòûâàþùåé îáà ñåêòîðà ðûíêà æèëüÿ. Îïèñàííàÿ íèæå
ìîäåëü îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì. Îíà, îäíàêî, íå îòðàæàåò âûáîð
òèïà ñîáñòâåííîñòè íà æèëèùà. Ìû äåëàåì ñëåäóþùåå ïðåäïîëî-
æåíèå.

Ïðåäïîëîæåíèå 2. Äëÿ êàæäîãî æèëèùà âíåìîäåëüíî îïðåäåëåí
òèï ñîáñòâåííîñòè: ýòî ëèáî "æèëèùå äëÿ âëàäåíèÿ" (çàíÿòî âëà-
äåëüöåì è/èëè ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ïðîäàæè), ëèáî "æèëèùå
äëÿ àðåíäû" (âëàäåëåö ñäàë èëè õî÷åò ñäàòü åãî â àðåíäó). Òèï ñîá-
ñòâåííîñòè íà æèëèùå ïîñòîÿíåí â òå÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ïå-
ðèîäà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûäåëÿåì íà ðûíêå æèëüÿ òîëüêî äâà ñåêòîðà. Â
áîëüøèíñòâå ñòðàí (è, êîíå÷íî, â Ðîññèè) ñóùåñòâóåò åùå ñåêòîð



ÀÍÀËÈÇ ÊÐÀÒÊÎÑÐÎ×ÍÛÕ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈÉ ÍÀ ÐÛÍÊÅ ÆÈËÜß8

ìóíèöèïàëüíîãî, îòíîñèòåëüíî äåøåâîãî àðåíäíîãî æèëüÿ ñ îãðàíè-
÷åííûì äîñòóïîì (ñîöèàëüíàÿ àðåíäà). Âêëþ÷åíèå ýòîãî ñåêòîðà
ðûíêà â ìîäåëü ìû îáñóäèì â ðàçäåëå 6.

Èç Ïðåäïîëîæåíèÿ 2, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî â òå÷åíèå ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ïåðèîäà æèëåö-ñîáñòâåííèê ìîæåò ïðîäàòü ñâîå æèëè-
ùå, íî íå ìîæåò ñäàòü åãî â àðåíäó, à æèëèùå, àðåíäîâàííîå â íà-
÷àëå ïåðèîäà, äîëæíî áûòü àðåíäîâàíî èëè ñâîáîäíî â êîíöå ïå-
ðèîäà. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòîò ïåðèîä êàê åäèíèöó âðåìåíè è
íàçûâàòü åãî "ãîäîì".

Òîâàðàìè ÿâëÿþòñÿ æèëèùà (âñå ðàçëè÷íûå è íåäåëèìûå) è äåíüãè.
Ïóñòü I — ìíîæåñòâî âñåõ æèëèù; I = I1 ∪ I2 ∪ {0}, ãäå I1 è I2 — ìíî-
æåñòâà æèëèù äëÿ âëàäåíèÿ è æèëèù äëÿ àðåíäû ñîîòâåòñòâåííî, à
íóëü ñèìâîëèçèðóåò ôèêòèâíîå æèëèùå. Æèëèùå i (i ≠ 0) ïðèíàäëå-
æèò àãåíòó g(i). Àãåíò g âëàäååò æèëèùåì d(g) è çàíèìàåò æèëèùå
δ(g) â íà÷àëå ïåðèîäà. Ïðè ýòîì d(g) = 0 (ñîîòâåòñòâåííî, δ(g) = 0),
åñëè àãåíò g íå âëàäååò íèêàêèì æèëèùåì (ñîîòâåòñòâåííî, íå çà-
íèìàåò íèêàêîãî æèëèùà) íà ðàññìàòðèâàåìîì ðûíêå.

Òåïåðü Ïðåäïîëîæåíèå 1 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.

Ïðåäïîëîæåíèå 1'. Çíà÷åíèÿ d(g) è δ(g) îäíîçíà÷íî îïðåäåëå-
íû; åñëè δ(g) = δ(h) = i è g ≠ h, òî i = 0; åñëè d(g) ≠ 0 è δ(g) ≠ 0, òî
d(g) = δ(g).

Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî âëàäåëåö íåôèêòèâíîãî æèëèùà
æèâåò ëèáî â ýòîì æèëèùå, ëèáî âíå ðàññìàòðèâàåìîãî ëîêàëüíîãî
ðûíêà.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì àãåíòà g ïîñòàâùèêîì, åñëè δ(g) = 0 è
d(g) ≠ 0, è ïîòðåáèòåëåì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì G ìíîæåñòâî âñåõ àãåíòîâ ðûíêà, G = G1 ∪ G2,
ãäå G1 è G2 — ìíîæåñòâà âñåõ ïîòðåáèòåëåé è âñåõ ïîñòàâùèêîâ ñî-
îòâåòñòâåííî. Ïîñòàâùèê âëàäååò æèëèùåì íà ðàññìàòðèâàåìîì
ðûíêå, íî ïðåäïî÷èòàåò æèòü âíå ýòîãî ðûíêà. Ïîëàãàÿ ïðåäïî÷òå-
íèÿ àãåíòîâ ðûíêà íåèçìåííûìè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé ïî-
ñòàâùèê íå ñîáèðàåòñÿ ïðèîáðåòàòü èëè àðåíäîâàòü æèëèùå íà ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ðûíêå â òå÷åíèå ãîäà è õî÷åò ïðîäàòü èëè ñäàòü â
àðåíäó ïðèíàäëåæàùåå åìó æèëèùå.

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñëåäñòâèÿ èç Ïðåäïîëîæå-
íèÿ 1'. Æèëèùå d(g) äëÿ g∈G2 íå çàíÿòî, åñëè d(g)∈I1, è ýòî æèëèùå
ìîæåò áûòü àðåíäîâàíî ïîòðåáèòåëåì, åñëè d(g)∈I2. Ïîòðåáèòåëü
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æèâåò â ñîáñòâåííîì èëè àðåíäîâàííîì æèëèùå ëèáî çàíèìàåò
ôèêòèâíîå æèëèùå. Ïîòðåáèòåëü ìîæåò âëàäåòü òîëüêî òåì æèëè-
ùåì, â êîòîðîì îí æèâåò; åñëè g∈G1, òî d(g)∈I1 ∪ {0}. Ïîñòàâùèêè
"ïîçâîëÿþò" ââåñòè â ìîäåëü àðåíäíûå è âíîâü ïîñòðîåííûå æèëè-
ùà áåç íàðóøåíèÿ Ïðåäïîëîæåíèÿ 1'.

Ìíîæåñòâî ïîòðåáèòåëüñêèõ íàáîðîâ àãåíòà g åñòü Zg = R × Jg , ãäå
Jg = I äëÿ g∈G1 è Jg = {0, d(g)} äëÿ g∈G2. Äëÿ z = (y, i)∈Zg ïîëîæèì
y(z) = y è j(z) = i.

Âûáèðàÿ (y, i), àãåíò îïðåäåëÿåò äåíåæíûé ýêâèâàëåíò y ñïðîñà
íà åæåãîäíîå ïîòðåáëåíèå, íå ñâÿçàííîå ñ ðàññìàòðèâàåìûì ðûí-
êîì (íåæèëèùíîå ïîòðåáëåíèå). Êðîìå òîãî, âûáèðàÿ (y, i), ïîòðå-
áèòåëü g îïðåäåëÿåò ñïðîñ íà ïîêóïêó èëè àðåíäó æèëèùà i (åñëè
i = d(g), òî àãåíò "ïîêóïàåò" d(g) ó ñåáÿ) è ïðåäëîæåíèå d(g) äëÿ
ïðîäàæè, åñëè d(g)∉{i, 0}. Äëÿ ïîñòàâùèêà g âûáîð (y, i) îçíà÷àåò
íóëåâîå ïðåäëîæåíèå (óõîä ñ ðûíêà), åñëè i = d(g), è ïðåäëîæåíèå
d(g) äëÿ ïðîäàæè èëè àðåíäû (â çàâèñèìîñòè îò òèïà ñîáñòâåííî-
ñòè), åñëè i = 0.

Ïðåäïîëîæåíèå 3. Êàæäîå æèëèùå ïîðîæäàåò ðàâíîìåðíûé è áåñ-
êîíå÷íûé âî âðåìåíè ïîòîê óñëóã (íåàìîðòèçèðóþùàÿñÿ ñòàöèîíàð-
íàÿ íåäâèæèìîñòü ñ áåñêîíå÷íûì ñðîêîì ñëóæáû). Êàæäûé àãåíò
èìååò ðàâíîìåðíûé è áåñêîíå÷íûé âî âðåìåíè ïîòîê äîõîäîâ âíå
ðàññìàòðèâàåìîãî ðûíêà. Âñå àãåíòû èìåþò ðàâíûé äîñòóï ê ñî-
âåðøåííûì ðûíêàì êàïèòàëà; ïðîöåíò ïî âêëàäó ðàâåí ïðîöåíòó ïî
ññóäå, èõ îáùåå çíà÷åíèå ρ îäèíàêîâî äëÿ âñåõ àãåíòîâ; âñå àãåíòû
èìåþò îäèí è òîò æå äèñêîíòèðóþùèé (ãîäîâîé) ìíîæèòåëü (1 + ρ)−1.

Ïóñòü P = {p∈ |I|R+ |p0 = 0} — ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ñèñòåì öåí.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ñèñòåìó öåí p∈P. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà p ñîãëàñîâàíû ñ òèïàìè ñîáñòâåííîñòè íà æèëèùà,
à èìåííî pi — ýòî ñòîèìîñòü æèëèùà i ïðè i∈I1 è ãîäîâàÿ öåíà àðåí-
äû ýòîãî æèëèùà ïðè i∈I2.

Îïðåäåëåíèå. Êàæäîìó p∈P ñîïîñòàâèì âåêòîð c(p) = (c(pi)|i∈I)
ñîèçìåðèìûõ öåí, òàêîé ÷òî c(pi) = ρ  pi , åñëè i∈I1, èíà÷å c(pi) = pi .

Èç Ïðåäïîëîæåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî c(pi) — ýòî öåíà óñëóã, ïîðîæäåí-
íûõ æèëèùåì i â òå÷åíèå ãîäà. Åñëè àãåíò g ñäàñò â àðåíäó æèëèùå
d(g), òî îí ïîëó÷èò ãîäîâîé äîõîä c(pd (g)); åñëè îí ïðîäàñò ýòî æè-
ëèùå, òî ïîëó÷èò êàïèòàë pd (g), ýêâèâàëåíòíûé ãîäîâîìó äîõîäó
c(pd (g)). Â ëþáîì ñëó÷àå â ðàññìàòðèâàåìîì ïåðèîäå äîõîä àãåíòà
âîçðàñòåò íà c(pd (g)).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1
giq  è 2

giq  ñîîòâåòñòâåííî åäèíîâðåìåííûå è òå-

êóùèå (åæåãîäíûå) ôèêñèðîâàííûå çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ âûáîðîì
æèëèùà i∈Jg àãåíòîì g. "Ïîòîêîâûé ýêâèâàëåíò" ôèêñèðîâàííûõ çà-

òðàò îáîçíà÷èì ÷åðåç qgi , qgi =
2
giq  + ρ 1

giq . Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ïðåä-

ïîëîæåíèåì 3 åæåãîäíûé äîõîä àãåíòà g óìåíüøèòñÿ íà c(pi) + qgi â
ðåçóëüòàòå ïîêóïêè èëè àðåíäû æèëèùà i ≠ d(g).

Öåíû æèëèù îïðåäåëÿþò ïëàòåæè ìåæäó àãåíòàìè ðûíêà, à ôèêñè-
ðîâàííûå çàòðàòû — ïëàòåæè àãåíòîâ ðûíêà íåêîòîðîìó àãðåãèðî-
âàííîìó âíåøíåìó àãåíòó (ëèöàì è îðãàíèçàöèÿì âíå ðàññìàòðè-
âàåìîãî ðûíêà: ïîñðåäíèêàì, ãîñóäàðñòâåííûì ó÷ðåæäåíèÿì è ò.ä.).
Ôàêòè÷åñêè, âûáèðàÿ ïîòðåáèòåëüñêèé íàáîð, àãåíò ðûíêà ïðåäúÿâ-
ëÿåò ñïðîñ íà óñëóãè âíåøíåãî àãåíòà, è öåíà ýòèõ óñëóã èçâåñòíà.
Ôèêñèðîâàííûå çàòðàòû, êîíå÷íî, âêëþ÷àþò òðàíñàêöèîííûå ðàñõî-
äû. Ìîæíî òàêæå ó÷åñòü äåíåæíóþ îöåíêó íåäåíåæíûõ çàòðàò (íà-
ïðèìåð, âðåìåíè è óñèëèé, ïîòðà÷åííûõ íà ïîèñê íîâîãî æèëèùà,
äèñêîìôîðòà ïðè ðåìîíòå è ïåðååçäå è ò.ä.). Äëÿ âëàäåëüöà íåôèê-
òèâíîãî æèëèùà âûáîð ýòîãî æèëèùà òîæå ñâÿçàí ñ çàòðàòàìè (íà-
ëîãè, îáñëóæèâàíèå è ò.ä.).

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî åäèíîâðåìåííûå çàòðàòû îòñóòñòâó-

þò, åñëè àãåíò íå ìåíÿåò ìåñòî æèòåëüñòâà: 1
giq = 0, åñëè i = δ(g) ≠ 0.

Åñëè æèëèùå i íå óäîâëåòâîðÿåò ïîòðåáèòåëÿ g â íåêîòîðûõ àñïåê-
òàõ (íàïðèìåð, ñëèøêîì óäàëåíî îò ìåñòà åãî ðàáîòû), òî êîìïåí-

ñèðóþùèå çàòðàòû ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â 2
giq . Òàêèì îáðàçîì,

ñòîèìîñòü æèëèùà äëÿ ïîòðåáèòåëÿ — ýòî ñóììà ôèêñèðîâàííûõ çà-
òðàò, ñâÿçàííûõ ñ âíåøíèìè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ðûíêà ôàêòîðà-
ìè, è öåíû, îïðåäåëÿåìîé ðûíî÷íîé êîíêóðåíöèåé.

Ôèêòèâíîå æèëèùå äëÿ äàííîãî àãåíòà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé æèëîé
åäèíèöåé (çàäàííîé ðàñïîëîæåíèåì, ðàçìåðîì è ò.ä.) âíå ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ëîêàëüíîãî ðûíêà. Òàêîå æèëèùå àãåíò æåëàë áû çàíÿòü,
åñëè îí íå âûáåðåò íèêàêîãî íåôèêòèâíîãî æèëèùà íà ðàññìàòðè-

âàåìîì ðûíêå. Äëÿ ïîòðåáèòåëÿ g âåëè÷èíû 1
0gq  è 2

0gq  îòðàæàþò

åãî îæèäàåìûå çàòðàòû â ñëó÷àå óäîâëåòâîðåíèÿ æèëèùíûõ ïîòðåá-
íîñòåé âíå ðàññìàòðèâàåìîãî ðûíêà. (Ýòè çàòðàòû îïðåäåëÿþòñÿ
öåíàìè íà æèëèùà âíå ðûíêà, êîòîðûå, åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàþò-
ñÿ óñòîé÷èâûìè). Äëÿ ïîñòàâùèêà g íóëåâûì ÿâëÿåòñÿ æèëèùå, êî-
òîðîå îí çàíèìàåò âíå ðàññìàòðèâàåìîãî ðûíêà. Òàêèì îáðàçîì,
åãî åäèíîâðåìåííûå çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ ïðîæèâàíèåì â ýòîì æè-
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ëèùå, ðàâíû íóëþ, à òåêóùèå çàòðàòû íå çàâèñÿò îò åãî âûáîðà
(d(g) èëè íóëü). Ïîýòîìó, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîêóïàòåëü (àðåíäàòîð)
íåñåò âñå òåêóùèå çàòðàòû â ñëó÷àå ïðîäàæè (àðåíäû) æèëèùà d(g),
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî qg0 = 0 äëÿ g∈G2.

Ïîëîæèì ψgd (g) = b ≥ 0, åñëè ïîñòàâùèê g õî÷åò ñäàòü d(g) â àðåíäó
íå ìåíåå, ÷åì çà b äåíåæíûõ åäèíèö â ãîä, è ψgd (g) = ρb ≥ 0, åñëè
îí õî÷åò ïðîäàòü d(g) íå ìåíåå, ÷åì çà b äåíåæíûõ åäèíèö. Ïóñòü
ψg0 = 0.

Îïðåäåëåíèå. Îòïðàâíàÿ öåíà bgi ïîñòàâùèêà g íà æèëèùå i∈Jg

ðàâíà ψgi + qgi .

Ïîíÿòíî, ÷òî bg0 = 0. Îïðåäåëåíèå bgd (g) äëÿ g∈G2 ìîæíî îáîñíî-
âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ïîñòàâùèêà g ïðîäàæà (ñäà÷à â
àðåíäó) æèëèùà d(g) è óõîä ñ ðûíêà (âûáîð d(g)) ðàâíîöåííû, åñëè
c(pd (g)) = ψgd (g). Â ýòîì ñëó÷àå, âûáèðàÿ æèëèùå d(g), îí îòêàçûâà-
åòñÿ îò ãîäîâîãî äîõîäà ψgd (g) è íåñåò åæåãîäíûå ôèêñèðîâàííûå
çàòðàòû qgd (g). Ïîýòîìó bgd (g) — ýòî íàèáîëüøèé ãîäîâîé äîõîä, êî-
òîðûì àãåíò ãîòîâ ïîæåðòâîâàòü ðàäè âûáîðà d(g).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè àãåíòà g èìååò âèä

ug(z) = y(z) + egj (z),   z∈Zg . 

Åñëè g∈G1, òî egi åñòü íåêîòîðàÿ äåíåæíàÿ îöåíêà ïîëåçíîñòè äëÿ
ïîòðåáèòåëÿ g óñëóã, ïîðîæäåííûõ æèëèùåì i â òå÷åíèå ãîäà; åñëè
g∈G2, òî egi = bgi äëÿ i∈Jg .

Ïóñòü Z = ×g∈GZg . Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Z íàçîâåì ðàñïðåäåëåíèÿ-
ìè. Äëÿ z∈Z ïîëîæèì y(z, g) = y(zg), j(z, g) = j(zg), ug(z) = ug(zg). Êàæ-
äîìó z∈Z ñîïîñòàâèì ðàçìåùåíèå (ðàñïðåäåëåíèå æèëèù) ζ(z) =
( j(z, g)|g∈G).

Öåëü ñëåäóþùåãî ðàçäåëà — îïèñàòü áþäæåòíûå îãðàíè÷åíèÿ àãåí-
òîâ è óòî÷íèòü, ñëåäóÿ èäåå Ýðèêñîíà, èíòåðïðåòàöèþ âåëè÷èí egi

äëÿ g∈G1.

1.2. Îòïðàâíûå öåíû

Ïóñòü wg — ïîëíûé ãîäîâîé äîõîä àãåíòà g âíå ðàññìàòðèâàåìîãî
ðûíêà. Àãåíò g âûáèðàåò (y, i) ïðè öåíàõ p, ðåøàÿ çàäà÷ó îïòèìèçà-
öèè

max{y+egi | (y, i)∈Zg}   ïðè óñëîâèè y + c(pi) + qgi − c(pd (g)) ≤ wg . 
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Äëÿ p∈P, g∈G è i∈Jg ïîëîæèì βgi (p) = c(pi) + qgi − c(pd (g)) − qgd (g).
Äîïóñòèì, ÷òî àãåíò g âûáðàë æèëèùå i∈Jg ïðè öåíàõ p. Îáîçíà÷èì
ìàêñèìàëüíûå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ åãî íåæèëèùíîãî ïîòðåáëåíèÿ è
ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ÷åðåç ygi(p) è vgi(p) ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî
ygi(p) = wg − βgi(p) − qgd (g), è ïîýòîìó

vgi(p) = ygi(p) + egi = wg + egi + c(pd (g)) − c(pi) − qgi . (1)

Çàìåòèì, ÷òî βgd (g)(p) = 0, ygd (g)(p) = wg − qgd (g) è vgd (g)(p) = wg −
qgd (g) + egd (g) ïðè ëþáîì p.

Ïîñòàâùèê g ïîëó÷èò ïîëåçíîñòü wg + ψgd (g), åñëè îí âûáåðåò
d(g), èëè ïîëåçíîñòü wg + c(pd (g)), åñëè îí âûáåðåò íóëü. Ïîñòàâùèê
âûáåðåò íóëü (ïðåäëîæèò d(g) äëÿ ïðîäàæè èëè àðåíäû), åñëè
c(pd (g)) + qgd (g) > bgd (g) (ò.å. ïðèðîñò ãîäîâîãî äîõîäà è ýêîíîìèÿ
ôèêñèðîâàííûõ çàòðàò â ñóììå ïðåâûñÿò îòïðàâíóþ öåíó), è ïîêèíåò
ðûíîê, åñëè ψgd (g) > c(pd (g)).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîâåäåíèå ïîòðåáèòåëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 0
gy  ìèíèìàëüíîå ïðèåìëåìîå äëÿ

ïîòðåáèòåëÿ g ãîäîâîå íåæèëèùíîå ïîòðåáëåíèå, 0 ≤ 0
gy  ≤ wg .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

egi − egd (g) ≤ wg −
0
gy  − qgd (g)   äëÿ i∈ I, g∈G1. (2)

Ïîòðåáèòåëü g äîëæåí çàïëàòèòü qgd (g) â òå÷åíèå ãîäà çà âëàäåíèå
æèëèùåì d(g), è îí íå ìîæåò âûäåëèòü íà æèëèùíîå ïîòðåáëåíèå

áîëüøå, ÷åì wg −
0
gy  â ãîä. Ïðèðîñò æèëèùíîé ïîëåçíîñòè â ñëó÷àå

âûáîðà i ïî ñðàâíåíèþ ñ âûáîðîì d(g) íå ìîæåò ïðåâûøàòü ïðèðîñò
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñõîäîâ. Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (2) ïðè
i ≠ d(g).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i = d(g), òîãäà óñëîâèå (2) ïðèíèìàåò âèä

wg −
0
gy  − qgd (g) ≥ 0. (3)

Â ñëó÷àå d(g) = 0 óñëîâèå (3) òðåáóåò, ÷òîáû ñóììà îæèäàåìûõ çà-
òðàò àãåíòà g íà óäîâëåòâîðåíèå æèëèùíûõ ïîòðåáíîñòåé âíå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ðûíêà è íà íåæèëèùíîå ïîòðåáëåíèå áûëà íå áîëü-
øå åãî ãîäîâîãî äîõîäà. Åñëè óñëîâèå (3) íå âûïîëíåíî ïðè d(g) ≠ 0,
òî ïîòðåáèòåëü âëàäååò ñëèøêîì äîðîãèì äëÿ íåãî æèëèùåì (è æè-
âåò â íåì â íà÷àëå ïåðèîäà). Åñëè ïîòðåáèòåëü îñòàíåòñÿ â æèëèùå
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d(g), òî îí íå ñìîæåò âûïëà÷èâàòü qgd (g) ïîëíîñòüþ è ñâåäåò ôèêñè-
ðîâàííûå ïëàòåæè ê ïðèåìëåìîìó óðîâíþ de facto. Â êîíå÷íîì ñ÷å-
òå, àãåíò óòðàòèò ïðàâî ñîáñòâåííîñòè íà ýòî æèëèùå, ïîñëå ÷åãî
d(g) ñòàíåò ðàâíûì íóëþ.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå íåïëàòåæåñïîñîáíûå âëà-
äåëüöû óæå óòðàòèëè ïðàâà ñîáñòâåííîñòè äî íà÷àëà ïåðèîäà. Òàêèì
îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (2) — ýòî óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè ïàðàìåò-
ðîâ ìîäåëè.

Ïóñòü ∆bgi äëÿ (g, i)∈G1×I — íàèáîëüøåå çíà÷åíèå βgi(p) ïî p∈P  ïðè
óñëîâèÿõ

vgi(p) ≥ vgd (g)(p), (4)

ygi(p) ≥ 0
gy . (5)

Âåëè÷èíà βgi(p) = (c(pi)+qgi) − (c(pd (g))+qgd (g)) åñòü ïðèðîñò ãîäîâûõ
ðàñõîäîâ àãåíòà g ïðè âûáîðå i  ïî ñðàâíåíèþ ñ âûáîðîì d(g). Ïî-
ýòîìó ∆bgi — ýòî ìàêñèìàëüíûå äîïîëíèòåëüíûå ãîäîâûå çàòðàòû,
íà êîòîðûå àãåíò ñîãëàñåí ïîéòè ðàäè æèëèùà i. (Åñëè ∆bgi < 0, òî
àãåíò ñîãëàñèòñÿ íà âûáîð i ïðè óñëîâèè óâåëè÷åíèÿ åãî íåæèëèù-
íîãî ïîòðåáëåíèÿ âñëåäñòâèå ýòîãî âûáîðà, ïî ìåíüøåé ìåðå, íà
|∆bgi| â ãîä.)

Òàêèì îáðàçîì, ∆bgi ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàçíîñòü ìåæäó
îòïðàâíûìè öåíàìè àãåíòà g íà æèëèùà i è d(g). ×åì áîëüøå ýòà
ðàçíîñòü, òåì áîëüøå ïîëåçíîñòü æèëèùà i äëÿ àãåíòà g. Êðîìå òî-
ãî, óâåëè÷èâàÿ îòïðàâíóþ (çàïðàøèâàåìóþ) öåíó íà d(g) è ïðåäïî-
ëàãàÿ íàëè÷èå ñïðîñà íà d(g) ïðè òàêîé öåíå, àãåíò ìîæåò óâåëè÷è-
âàòü ñâîè îòïðàâíûå (ïðåäëàãàåìûå) öåíû íà äðóãèå æèëèùà.

Îïðåäåëåíèå. Îòïðàâíûå öåíû bgi (i∈I) ïîòðåáèòåëÿ g ÿâëÿþòñÿ
êîìïîíåíòàìè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

bg0 = qg0,  bgi − bgd (g) = ∆bgi   äëÿ i ≠ d(g). (6)

Îòïðàâíàÿ öåíà bgi — ýòî ìàêñèìàëüíûå ãîäîâûå çàòðàòû, ïðèåìëå-
ìûå äëÿ àãåíòà g â ñâÿçè ñ âûáîðîì i. Â ÷àñòíîñòè, bg0 − bgd (g) =
∆bg0 = βg0(p) äëÿ íåêîòîðîãî p∈P, îòêóäà bgd (g) = c(pd (g)) + qgd (g).
Òàêèì îáðàçîì, bgd (g) âêëþ÷àåò â ñåáÿ óïóùåííóþ ïðèáûëü (ìèíè-
ìàëüíóþ ñîèçìåðèìóþ öåíó, íà êîòîðóþ àãåíò ñîãëàñèëñÿ áû ïðè
ïðîäàæå d(g)) è ôèêñèðîâàííûå çàòðàòû. Çàìåòèì, ÷òî bgi åñòü îò-
ïðàâíàÿ öåíà àãåíòà g íà ãîäîâîé ïîòîê óñëóã îò æèëèùà i . Åñëè i∈I1,
òî "èñòèííàÿ" îòïðàâíàÿ (ïðåäëàãàåìàÿ) öåíà ðàâíà bgi  ρ

−1.
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Òåîðåìà 1. Åñëè g∈G1, òî bgi = egi − eg0 + qg0 äëÿ âñåõ i.

Ïî Òåîðåìå 1 îòïðàâíûå öåíû ñóùåñòâóþò è ðàçíîñòü bgi − egi íå çà-
âèñèò îò i. Ïîýòîìó, çàìåíÿÿ âñå egi íà bgi â ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ug ,
ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè. Â äàëüíåéøåì áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ug(y, i) = y + bgi äëÿ âñåõ g. Çàìåòèì ÷òî èñòèííîñòü
óñëîâèÿ (2) ñîõðàíÿåòñÿ ïîñëå çàìåíû âñåõ egk íà bgk , òàê êàê
egi − egj = bgi − bgj äëÿ âñåõ i è j ïî Òåîðåìå 1.

Â ðàáîòå (Kaneko, 1976) óñòàíîâëåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ïðåäñòàâèìîñòè èíäèâèäóàëüíîãî îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ
êâàçèëèíåéíîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè. Òåîðåìà 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî
ïðè åñòåñòâåííîì óñëîâèè (2) îòïðàâíûå öåíû àãåíòà íà æèëèùà
ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êâàçèëèíåéíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè êàê ìåðó
æèëèùíîé ïîëåçíîñòè.

Çàìå÷àíèå. Åñëè egi − eg0 ≥ 0 (ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå íåæè-
ëèùíîãî ïîòðåáëåíèÿ æèëèùå i äëÿ àãåíòà g íå õóæå, ÷åì ôèêòèâíîå
æèëèùå), òî bgi ≥ qg0 ≥ 0.

Íàøà êîíå÷íàÿ öåëü — óêàçàòü ïîäõîäû ê ðåãóëèðîâàíèþ ðûíêà æè-
ëüÿ. Ðåçóëüòàòû ðåãóëèðîâàíèÿ ïðîÿâëÿþòñÿ â ðàâíîâåñèè, ÷òî îï-
ðåäåëÿåò òåìó ñëåäóþùåãî ðàçäåëà.

2. ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß

2.1. Âàëüðàñîâû ðàâíîâåñèÿ

Îïèøåì âñå âàëüðàñîâû ðàâíîâåñèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñ
ïîìîùüþ ïðîñòîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è èçó÷èì
íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà. Ñóùåñòâîâàíèå âàëüðàñîâà ðàâíîâåñèÿ äëÿ
áîëåå îáùåé ìîäåëè äîêàçàíî â ðàáîòå (Gale, 1984). Â ÷àñòíûõ ñëó-
÷àÿõ àâòîðû ðàáîò (Gale, 1960; Kaneko, 1983) íàøëè ïîëíûå îïèñà-
íèÿ ðàâíîâåñèé, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü ðàâíîâåñèå äëÿ ëþáîé èñ-
õîäíîé ñèòóàöèè. Òåîðåìà 2 óñèëèâàåò ïåðâûé èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ è
íåçàâèñèìà îò âòîðîãî, êîòîðûé ïîëó÷åí â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå
àãåíòû ðûíêà èìåþò íà ìíîæåñòâå æèëèù èäåíòè÷íûå ïðåäïî÷òåíèÿ
îáùåãî âèäà.

Îïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå z äîïóñòèìî, åñëè

∑g y(z, g) + ∑g qg j (z,g) = ∑g wg , (7)

èç  g ≠ h è j(z, g) = j(z, h) = i  ñëåäóåò  i = 0. (8)

Ðàâåíñòâî (7) îïèñûâàåò î÷èñòêó ðûíêà ïî äåíüãàì (ñóììà âíóòðåí-
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íèõ ïëàòåæåé ðàâíà íóëþ). Óñëîâèå (8) îçíà÷àåò, ÷òî ñïðîñ íà êàæ-
äîå æèëèùå íå ïðåâûøàåò ïðåäëîæåíèå (ïðåäëîæåíèå ôèêòèâíûõ
æèëèù íå îãðàíè÷åíî). Ïóñòü FD — ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Âàëüðàñîâî ðàâíîâåñèå — ýòî íàáîð (z, p)∈FD×P,
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

ug(z) = max{ug(z1)|z1
 = (y, i)∈Zg, y + c(pi) + qgi − c(pd(g)) ≤ wg}, g∈G, (9)

åñëè i∉{j(z, g)|g∈G},  òî  pi = 0. (10)

Ñîãëàñíî (9) êàæäûé àãåíò â ðàâíîâåñèè ïîëó÷àåò ìàêñèìóì ïîëåç-
íîñòè ïðè áþäæåòíîì îãðàíè÷åíèè, ñîîòíîøåíèå (10) — óñëîâèå
î÷èñòêè ðûíêà ïî æèëèùàì.

Âåëè÷èíó ψgi = bgi − qgi íàçîâåì ÷èñòîé ïîëåçíîñòüþ æèëèùà i äëÿ
àãåíòà g. Ëåììà 1 äàåò óäîáíûé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ (9)
(â ðàáîòå (Bevia, Quinzii, Silva, 1999) ïðèìåíåí àíàëîãè÷íûé êðèòå-
ðèé), à Ëåììà 2 îïèñûâàåò íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàâíîâåñèé.

Ëåììà 1. Óñëîâèå (9) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

ψg j (z,g) − ψgi ≥ c(pj (z,g)) − c(pi)   äëÿ âñåõ g è i∈Jg .

Ëåììà 2. Ïóñòü (z, p) — ðàâíîâåñèå è π = c(p). (a) Äëÿ âñåõ g  ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî ug(z) = wg + ψg j (z,g) + πd (g) − πj (z,g); åñëè g∈G2, òî

ug(z) = wg + max{ψgd (g), πd (g)}. (b) Åñëè g∈G1, òî y(z, g) ≥ 0
gy . (c) Åñëè

g∈G2, òî πd (g) ≥ ψgd (g) ïðè d(g)∈{j(z, h)|h∈G1}, èíà÷å ψgd (g) ≥ πd (g).

Èç óòâåðæäåíèÿ (b) Ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî â ðàâíîâåñèè ïîòðåáèòåëè
ïëàòåæåñïîñîáíû. Êðîìå òîãî, èç Ëåììû 5 è Òåîðåìû 3 (ñì. íèæå)
ñëåäóåò ug(z) ≥ wg + ψgd (g) äëÿ âñåõ g.

Äëÿ π∈P  ïîëîæèì r(π) = (r(πi)|i∈I), ãäå r(πi) = πi
 ρ−1, åñëè i∈I1, è

r(πi) = πi èíà÷å (âîññòàíîâëåíèå "èñòèííûõ" öåí).

Åñëè íà æèëèùå i, ïðèíàäëåæàùåå ïîñòàâùèêó g, íåò ñïðîñà â ðàâ-
íîâåñèè, òî åãî ñîèçìåðèìóþ öåíó ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîé ψgi , ïîòî-
ìó ÷òî âëàäåëåö ñîãëàñåí "ïëàòèòü" ñòîëüêî. Ëåììà 3 ôîðìàëèçóåò
ýòî ðàññóæäåíèå.

Ëåììà 3. Ïóñòü p∈P, π = c(p) è âåêòîðû π1, p1 îïðåäåëåíû ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: åñëè g(i)∈G2, òî 1
iπ  = max{πi , ψg(i )i}, èíà÷å 1

iπ  = πi ;

1
ip  = r( 1

iπ ) äëÿ âñåõ i∈I. Åñëè (z, p) — ðàâíîâåñèå, òî (z, p1) — òîæå

ðàâíîâåñèå.
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Óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàâíîâåñèÿìè è íàáîðàìè (x, α, π),
ãäå x — áàçèñíîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íåêîòîðîé çàäà÷è ëèíåéíî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à (α, π) — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äâîéñòâåí-
íîé çàäà÷è. Ïóñòü S0 — äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ T ñ âåêòîðîì
ïåðåìåííûõ õ = (xgi | g∈G, i∈Jg):

max ∑g, i ψgi
 xgi   ïðè óñëîâèÿõ (11)

∑i xgi = 1,   g∈G, (12)

∑g xgi ≤ 1,   i∈I \ {0}, (13)

∑g xg0 ≤ S0, (14)

x ≥ 0. (15)

Äâîéñòâåííàÿ ê T çàäà÷à T* èìååò âèä

min (∑g αg + ∑i πi)   ïðè óñëîâèÿõ (16)

π ≥ 0, αg + πi ≥ ψgi   äëÿ g∈G, i∈Jg , (17)

ãäå α = (αg | g∈G) è π = (πi | i∈I) — âåêòîðû äâîéñòâåííûõ ïåðåìåí-
íûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è T.

Çàäà÷à T — çàäà÷à òðàíñïîðòíîãî òèïà, ïîýòîìó âñå åå áàçèñíûå
äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ öåëî÷èñëåííûå. Åñëè ψgi — öåëûå, òî è âñå áà-
çèñíûå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ çàäà÷è T* öåëî÷èñëåííûå (Papadimi-
triou, Steiglitz, 1982, Section 13.2). Ïîýòîìó ïåðåìåííûå è îãðàíè÷å-
íèÿ çàäà÷è T ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè
àãåíò g âûáèðàåò æèëèùå i, òî xgi = 1, èíà÷å xgi = 0; êàæäûé àãåíò
âûáèðàåò ðîâíî îäíî æèëèùå (âîçìîæíî, ôèêòèâíîå); êàæäîå æè-
ëèùå ìîæåò áûòü âûáðàíî íå áîëåå, ÷åì îäíèì àãåíòîì; ÷èñëî ôèê-
òèâíûõ æèëèù íå îãðàíè÷åíî.

Ëåììà 4 óñòàíàâëèâàåò íåêîòîðûå ñâîéñòâà äâîéñòâåííûõ îöåíîê, â
÷àñòíîñòè îáîñíîâûâàåò îòñóòñòâèå ñëàãàåìîãî S0

 π0 â öåëåâîé
ôóíêöèè (16).

Ëåììà 4. Åñëè (α, π) — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è T*, òî α ≥ 0 è
π∈P.

Äëÿ z∈Z è p∈P ïîëîæèì x(z) = (xgi(z) | g∈G, i∈Jg), ãäå xgi(z) = 1, åñëè
i = j(z, g), è xgi(z) = 0 èíà÷å. Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî α(z, p) =
(αg(z, p) | g∈G), ãäå αg(z, p) = ug(z) − (wg+ñ(pd (g))).

Ïóñòü FS — ìíîæåñòâî âñåõ öåëî÷èñëåííûõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çà-
äà÷è T (î÷åâèäíî, ÷òî FS ≠ ∅). Äëÿ ëþáîãî x∈FS îïðåäåëèì k(x, g),
g∈G, ñëåäóþùèì îáðàçîì: k(x, g) = i, åñëè xgi = 1 (ýòî îïðåäåëåíèå
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êîððåêòíî, òàê êàê êàæäûé âåêòîð x∈FS èìååò åäèíñòâåííóþ íåíóëå-
âóþ êîìïîíåíòó xgi = 1 äëÿ ëþáîãî g∈G). Äëÿ x∈FS è π∈P ïîëîæèì
yg(x, π) = wg + πd(g) − πk(x,g) − qgk(x,g), zg(x, π) = (yg(x,π), k(x,g)), z(x, π) =
(zg(x, π)|g∈G).

Òåîðåìà 2. Åñëè (z, p) — ðàâíîâåñèå, òî x(z) — áàçèñíîå îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå T è (α(z,p), c(p)) — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå T*. Åñëè x —
áàçèñíîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå T è (α, π) — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
T*, òî (z(x,π), r(π)) — ðàâíîâåñèå.

Òåîðåìà 2 äîêàçûâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàâíîâåñèÿìè è îïòè-
ìàëüíûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷ T è T*. Îíà äàåò òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó
ðåçóëüòàòà, îáñóæäåííîãî (áåç ññûëêè) äëÿ áîëåå îáùåé ìîäåëè â
ðàáîòå (Bevia, Quinzii, Silva, 1999, ñ. 3, 4), äîáàâëÿÿ ê íåìó óäîáíîå
îïèñàíèå âñåõ ðàâíîâåñèé è ýôôåêòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ äëÿ ëþáîé ðûíî÷íîé ñèòóàöèè.

Îïðåäåëåíèÿ α(z, p) è c(p) ïîäñêàçûâàþò èíòåðïðåòàöèþ äâîéñò-
âåííûõ îöåíîê â çàäà÷å T: αg(z, p) — ïîëåçíîñòü, ïîëó÷åííàÿ àãåíòîì
g â ðàâíîâåñèè áåç åãî èñõîäíîãî äîõîäà è äîõîäà îò ïðîäàæè
èëè àðåíäû ïðèíàäëåæàùåãî åìó æèëèùà; π i — ñîèçìåðèìàÿ öåíà
æèëèùà i . Èç Òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ðàâíîâåñíàÿ ñèñòåìà
öåí óðàâíîâåøèâàåò ëþáîå ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå æèëèù;
ýòî âåðíî è â áîëåå îáùåé ìîäåëè (Bevia, Quinzii, Silva, 1999, Prepo-
sition 2.1).

Åñëè ïîòðåáèòåëü g êóïèë (àðåíäîâàë) íîâîå æèëèùå, íå ïðîäàâ
ñòàðîå (d(g) ≠ 0), òî â ðàâíîâåñèè îí âëàäååò "ëèøíèì" æèëèùåì ñ
íóëåâîé öåíîé. Ýòî — öåíà d(g) êàê íåäâèæèìîñòè, ïîòîìó ÷òî
d(g)∈I1. Íî ìû èñïîëüçîâàëè â ðàññóæäåíèÿõ ïîòîêîâûå ýêâèâàëåíòû
âñåõ äåíåæíûõ âåëè÷èí, ïîýòîìó èç Ïðåäïîëîæåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî
íà àðåíäó ýòîãî æèëèùà ïî ïîëîæèòåëüíîé öåíå òîæå íå áûëî áû
ñïðîñà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîå æèëèùå "óõîäèò" ñ ðûíêà: âëàäå-
ëåö ðåêîíñòðóèðóåò åãî, èëè ñíîñèò, èëè çàáðàñûâàåò.

Åñëè (z, p) — ðàâíîâåñèå äëÿ íåêîòîðîãî p, òî z íàçîâåì ðàâíîâåñ-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ïóñòü E — ìíîæåñòâî âñåõ ðàâíîâåñíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f0 îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè â çàäà÷å T è ïîëîæèì F0 = ∑g wg + f0.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè z∈FD, òî ∑g∈G ug(z) = ∑g wg + ∑g, i ψgi
 xgi(z); â ÷à-

ñòíîñòè, åñëè z∈E, òî ∑g∈G ug(z) = F0.

Ïî Ñëåäñòâèþ 1 âñå ðàâíîâåñèÿ ñîõðàíÿþò ñóììó ôóíêöèé ïîëåçíî-
ñòè àãåíòîâ. Ñëåäñòâèå 2 äàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ.
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Ñëåäñòâèå 2. Åñëè z∈FD, x(z) — áàçèñíîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çà-
äà÷è T è ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (α, π) çàäà÷è T*, òàêîå
÷òî ug(z) = αg + wg + πd (g) äëÿ âñåõ g∈G, òî (z, r(π)) — ðàâíîâåñèå.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ðàçäåëà ïîñâÿùåíà àíàëèçó ýôôåêòèâíîñòè ðàâ-
íîâåñíûõ ðàñïðåäåëåíèé (Òåîðåìà 3).

Ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî Q, òàêîå ÷òî ∅ ≠ Q ⊆ G, íàçîâåì êîàëèöè-
åé. Äëÿ ëþáîé êîàëèöèè Q ïîëîæèì D(Q) = {d(g)|g∈Q} ∪ {0} è
Z(Q) = ×g∈Q Zg .

Îïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå z∈Z(Q) äîïóñòèìî äëÿ êîàëèöèè Q,
åñëè: {j(z, g) | g∈Q} ⊆ D(Q) (ó÷àñòíèêè êîàëèöèè âûáèðàþò æèëèùà
òîëüêî â D(Q)); èç {g, h} ⊆ Q, g ≠ h, è j(z, g) = j(z, h) = i ñëåäóåò i = 0;
∑g∈Q y(z, g) + ∑g∈Q qg j (z,g) = ∑g∈Q wg (àãåíòû èç Q íå ïëàòÿò àãåíòàì
èç G\Q è íå ïîëó÷àþò ïëàòåæåé îò íèõ).

Ïóñòü FD(Q) — ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèé, äîïóñòèìûõ äëÿ êîà-
ëèöèè Q. Åñëè z∈FD, z1∈FD(Q) è ug(z) < ug(z1) äëÿ âñåõ g∈Q, òî ãîâî-
ðÿò, ÷òî êîàëèöèÿ Q áëîêèðóåò z ïîñðåäñòâîì z1. Ìíîæåñòâî C âñåõ
ðàñïðåäåëåíèé èç FD, íå áëîêèðóåìûõ íèêàêîé êîàëèöèåé, ÿâëÿåòñÿ
ÿäðîì ðûíêà.

Ðàñïðåäåëåíèå z∈FD ìàêñèìàëüíî ïî Ïàðåòî, åñëè â FD íåò ðàñïðå-
äåëåíèÿ z1, òàêîãî ÷òî ug(z) ≤ ug(z1) äëÿ âñåõ g∈G  è ug(z) < ug(z1) äëÿ
êàêîãî-òî g. Ïóñòü PM — ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî
ðàñïðåäåëåíèé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 3 âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììàìè 5 è 6, èìåþ-
ùèìè è ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå.

Ëåììà 5. Åñëè z∈Ñ, òî ∑g∈G ug(z) = F0 è ug(z) ≥ wg + ψgd (g) äëÿ âñåõ
g∈G.

Ëåììà 6. Ïóñòü z∈Ñ, x = (xgi | g∈G, i∈Jg) è cgi = ψgi − ug(z) + wg äëÿ
âñåõ g∈G, i∈Jg . Òîãäà îãðàíè÷åíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

max ∑g, i xgi
 cgi   ïðè óñëîâèÿõ (18)

x ≥ 0,  ∑g xgi − ∑ j xg(i ) j  ≤ 0   äëÿ i ≠ 0. (19)

Òåîðåìà 3. E = Ñ ⊆ PM. Åñëè |G| ≥ 2, òî E ⊂ PM.

Ðàâåíñòâî E = Ñ îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðèíàäëåæà-
ùåå ÿäðó, ìîæåò áûòü äåöåíòðàëèçîâàíî ïîñðåäñòâîì öåí. Â ñòàòüå
(Quinzii, 1984) äîêàçàíî, ÷òî ïðè ìîíîòîííûõ è íåïðåðûâíûõ îòíîñè-
òåëüíî äåíåã ôóíêöèÿõ ïîëåçíîñòè E = Ñ, åñëè âûïîëíåíû íåêîòî-
ðûå óñëîâèÿ A.1, A.2 è A.3. Â íàøåé ìîäåëè A.1 ñëåäóåò èç êâàçèëè-
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íåéíîñòè ôóíêöèé ïîëåçíîñòè, A.2 âûòåêàåò èç (2), à (A.3) ýêâèâà-
ëåíòíî egi − eg0 ≥ 0 äëÿ âñåõ i∈I (ñì. Çàìå÷àíèå ê Òåîðåìå 1). Ìû íå
èñïîëüçóåì óñëîâèå (2) â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 3. Òàêèì îáðà-
çîì, ïðè êâàçèëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ ïîëåçíîñòè E  è Ñ ñîâïàäàþò áåç
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Èçó÷àÿ ìîäåëü ðûíêà (îáîçíà÷èì åå SV), îïèñûâàþùóþ ðàñïðåäå-
ëåíèå íåäåëèìûõ òîâàðîâ è íåêîòîðîé ñóììû äåíåã ïðè ñëàáûõ îã-
ðàíè÷åíèÿõ íà ïðåäïî÷òåíèÿ àãåíòîâ, àâòîð ðàáîòû (Svensson, 1983)
ââîäèò ìåòðèêó d((x,  i), (y,  j)) = |x − y| + |i − j|. Îòíîøåíèÿ ïðåä-
ïî÷òåíèÿ, ïîðîæäåííûå ôóíêöèÿìè ug , íåïðåðûâíû è ëîêàëüíî íå
íàñûùåííû îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåòðèêè, îòêóäà ñëåäóåò ñîîòíîøå-
íèå E ⊆ PM (Mas-Collel, Whinston, Green, 1995, Proposition 16.C.1).
Äîêàçûâàÿ Òåîðåìó 3, ìû ïðèâîäèì ïðîñòîå ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ.

Â ðàáîòå (Svensson, 1983) ïîêàçàíî, ÷òî â ìîäåëè SV ðàñïðåäåëåíèå
z∈PM ðàâíîâåñíîå, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó íåòðèâèàëü-
íîìó óñëîâèþ, êîòîðîå äëÿ íàøåé ìîäåëè èìååò âèä

ug(z) > wg + ψg j (z,g)   äëÿ âñåõ g. (20)

Åñëè (z, p) — ðàâíîâåñèå è g∈G1, òî ug(z) = wg − c(pj (z,g)) + c(pd (g)) +
ψg j (z,g) (Ëåììà 2). Òîãäà èç (20) ñëåäóåò, ÷òî c(pd (g)) > c(pj (z,g)): êàæ-
äûé ïîòðåáèòåëü âûáèðàåò â ðàâíîâåñèè æèëèùå, áîëåå äåøåâîå,
÷åì òî, êîòîðîå îí çàíèìàë â íà÷àëå ïåðèîäà. Ïîñëåäíåå óòâåðæäå-
íèå ëåãêî îïðîâåðãíóòü (íàïðèìåð, â ñëó÷àå d(g) = 0). Ñëåäîâàòåëü-
íî, íàøà ìîäåëü ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ìîäåëè SV.

2.2. Ðàâíîâåñèÿ îòíîñèòåëüíî ñõåì ðàöèîíèðîâàíèÿ

Èç Òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî âàëüðàñîâû ðàâíîâåñèÿ — æåëàòåëüíûå
(ýôôåêòèâíûå) ñîñòîÿíèÿ ðûíêà. Íî ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ðû-
íîê îáÿçàòåëüíî ïðèõîäèò ê ðàâíîâåñèþ èç ëþáîé èñõîäíîé ñèòóà-
öèè? Íååäèíñòâåííîñòü ðàâíîâåñèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè —
ñêîðåå ïðàâèëî, ÷åì èñêëþ÷åíèå. Êàê ðûíîê "âûáèðàåò" îäíî èç
âîçìîæíûõ ðàâíîâåñèé? Êàêîå ïîâåäåíèå àãåíòîâ ðûíêà îáåñïå÷è-
âàåò ïåðåõîä ê ðàâíîâåñèþ?

Äëÿ îòâåòà íà ýòè âîïðîñû îïèøåì ñåìåéñòâî ñõåì ðàöèîíèðîâàíèÿ,
êîòîðûå, ïðåäïîëîæèòåëüíî, èììàíåíòíû ðûíêó æèëüÿ â êðàòêîñðî÷-
íîì ïåðèîäå, è èçó÷èì ðàâíîâåñèÿ îòíîñèòåëüíî ýòèõ ñõåì (ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ öåíàõ). Â îáùåì ñëó÷àå ñõåìà ðàöèîíèðîâàíèÿ — ýòî
ïðèñóùèé êîíêðåòíîìó ðûíêó ìåõàíèçì ("÷àñòü èíñòèòóöèîíàëüíîé
ñòðóêòóðû ýêîíîìèêè" ñîãëàñíî (Schwödiauer, 1978, ñ. XXXIII)), "ðàñ-
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ïðåäåëÿþùèé" ìåæäó àãåíòàìè ðûíêà äåôèöèò ñïðîñà è/èëè ïðåä-
ëîæåíèÿ, åñëè ïðè òåêóùèõ öåíàõ òàêîé äåôèöèò ñóùåñòâóåò.

Àâòîðû ðàáîò (Benassy, 1975; Drèze, 1975; Younès, 1975; Grandmont,
Laroque, Younès, 1978; Laroque, Polemarchakis, 1978) îïðåäåëèëè
ðàâíîâåñèÿ îòíîñèòåëüíî ðûíî÷íîãî ñèãíàëà è ñõåì ðàöèîíèðîâà-
íèÿ. Ìû ïðèìåíÿåì ýòè îïðåäåëåíèÿ â ôîðìóëèðîâêå, êîòîðàÿ äàíà
â ðàáîòå (Grandmont, 1993), ñ íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé: òåêóùàÿ
öåíà ïðîäàæè èëè àðåíäû æèëèùà ìîæåò áûòü ðàâíà íóëþ, è ñïðîñ
àãåíòà g íà íóëü è d(g) íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åí.

Ðàñïðåäåëåíèÿ æèëèù ïðè ôèêñèðîâàííûõ öåíàõ âïåðâûå àíàëèçè-
ðîâàëèñü, ïî-âèäèìîìó, â ñòàòüå (Herbert, Stevens, 1960). Èäåè ýòîé
ñòàòüè ïðèìåíåíû â ðàáîòå (Gustafsson et al., 1980, ñ. 85–90) äëÿ
îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé æèëèù íà ðûíêå àðåíäíîãî æèëüÿ, ìàêñè-
ìèçèðóþùèõ (ïðè äàííûõ öåíàõ) "ïîòðåáèòåëüñêèé èçëèøåê". Ïðî-
áëåìà ñâåäåíà ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, áëèçêîé ê
çàäà÷å T (ðàçäåë 2.1).

Â ñòàòüå (Wiesmeth, 1985) èçó÷àëèñü "ðàâíîâåñèÿ ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ öåíàõ" â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ êàæäîãî äîìîõîçÿéñòâà óêàçà-
íî ìíîæåñòâî ïðèåìëåìûõ æèëèù, íå ðàçëè÷èìûõ ïî ïîëåçíîñòè. Â
ðàáîòå (Khutoretsky, 1999) ïîñòðîåíà è ñâåäåíà ê çàäà÷å ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîäåëü, îáîáùàþùàÿ ìîäåëè, êîòîðûå ðàññìàò-
ðèâàëè àâòîðû ðàáîò (Gustafsson et al., 1980; Wiesmeth, 1985).
Ðàâíîâåñèÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ öåíàõ, êîòîðûå èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ
(Wiesmeth, 1985; Khutoretsky, 1999), ñóòü ðàâíîâåñèÿ îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðûõ  (íå  ñôîðìóëèðîâàííûõ  â  ÿâíîì  âèäå)  ñõåì  ðàöèîíè-
ðîâàíèÿ.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ íåèçìåííûì âåêòîðîì p∈P
ôèêñèðîâàííûõ öåí íà æèëèùà ñ ó÷åòîì òèïà ñîáñòâåííîñòè (ò.å. pi

åñòü ñòîèìîñòü æèëèùà i ïðè i∈I1 è ãîäîâàÿ öåíà àðåíäû ýòîãî æè-
ëèùà ïðè i∈I2).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü I+ — ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ I+(g) äëÿ g∈G,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ {0, d(g)} ⊆ I+(g) ⊆ Jg äëÿ âñåõ g, s−

 — íà-
áîð ÷èñåë s−(g) äëÿ g∈G, òàêèõ ÷òî s−(g)∈{−1, 0} è s−(g) = −1 ïðè
d(g) = 0. Òîãäà íàáîð σ = (p, I+, s−) íàçîâåì ðûíî÷íûì ñèãíàëîì.

Ñèãíàë îïèñûâàåò îùóùàåìûå àãåíòàìè ðûíêà îãðàíè÷åíèÿ ñïðîñà
è ïðåäëîæåíèÿ. I+(g) — ìíîæåñòâî æèëèù, â îòíîøåíèè êîòîðûõ
ñïðîñ àãåíòà g íå îãðàíè÷åí. Ïî îïðåäåëåíèþ ñïðîñ àãåíòà íà äåíü-
ãè, ôèêòèâíîå æèëèùå è ïðèíàäëåæàùåå åìó æèëèùå íå ìîæåò áûòü
îãðàíè÷åí. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñòàâùèêè íå îãðàíè÷åíû â ñïðî-
ñå: I+(g) = Jg äëÿ g∈G2. Åñëè àãåíò g íå îãðàíè÷åí â ïðåäëîæåíèè
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æèëèùà d(g), òî s−(g) = −1; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå s−(g) = 0. Ïðåäëîæå-
íèå ôèêòèâíûõ æèëèù íå îãðàíè÷åíî.

Äî ñèõ ïîð ìû ñ÷èòàëè, ÷òî àãåíò, âëàäåþùèé íåôèêòèâíûì æèëè-
ùåì, ïðåäëàãàåò åãî äëÿ ïðîäàæè (èëè àðåíäû), åñëè âûáèðàåò äðó-
ãîå æèëèùå (ðàçäåë 1.1). Òåïåðü èçìåíèì ýòî ñîãëàøåíèå ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Ïðåäïîëîæåíèå 4. Àãåíò g, âûáèðàÿ æèëèùå, îòëè÷íîå îò
d(g), ïðåäëàãàåò d(g) äëÿ ïðîäàæè èëè àðåíäû, åñëè è òîëüêî åñëè
s−(g) = −1 (àãåíò íå îãðàíè÷åí â ïðåäëîæåíèè) è d(g) ≠ 0.

Âåêòîð ζ∈×g∈GJg íàçîâåì ðàçìåùåíèåì, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò óñ-
ëîâèþ (8): èç g ≠ h è ζg = ζh = i ñëåäóåò i = 0; ζg — ýòî æèëèùå, çàíÿ-
òîå àãåíòîì g â ðàçìåùåíèè ζ. Ïóñòü DA — ìíîæåñòâî âñåõ ðàçìå-
ùåíèé.

Èç Ïðåäïîëîæåíèÿ (4) ñëåäóåò, ÷òî öåíû, âûáîð æèëèùà è îãðàíè-
÷åíèå s−(g) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå íå-
æèëèùíîå ïîòðåáëåíèå àãåíòà g ïðè áþäæåòíîì îãðàíè÷åíèè. Ïî-
ýòîìó ïðè ôèêñèðîâàííûõ öåíàõ ìîæíî îïèñûâàòü ñïðîñ òîëüêî
ðàçìåùåíèåì è ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè áþäæåòíûå îãðàíè÷åíèÿ è
óñëîâèå (7).

Â ýòîì ðàçäåëå ïðè ôèêñèðîâàííûõ öåíàõ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ôóíêöèè ïîëåçíîñòè îáùåãî âèäà: wg(i) äëÿ g∈G, i∈Jg .

Îïðåäåëåíèå. Ðàçìåùåíèå ζ äîïóñòèìî ïðè ñèãíàëå σ, åñëè
ζg∈I+(g) äëÿ âñåõ g (âûáîð æèëèùà ñîãëàñîâàí ñ îãðàíè÷åíèÿìè
ñïðîñà).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç DA(σ) ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ïðè ñèãíàëå σ
ðàçìåùåíèé. Âåëè÷èíó Ug(σ) = max{wg(i)|i∈I+(g)} íàçîâåì îãðàíè-
÷åííûì îïòèìóìîì àãåíòà g.

Îïðåäåëåíèÿ. Îãðàíè÷åíèå ñïðîñà íà i∈Jg \ I+(g) ñóùåñòâåííî äëÿ
àãåíòà g∈G1, åñëè wg(i) > Ug(σ). Ñèãíàë (p, I+, s−) óïîðÿäî÷åí, åñëè
äëÿ ëþáîãî g ëèáî s−(g) = −1, ëèáî îãðàíè÷åíèå ñïðîñà íà d(g) íå
ñóùåñòâåííî íè äëÿ êàêîãî àãåíòà (òîëüêî îäíà ñòîðîíà ðûíêà ìî-
æåò áûòü ðàöèîíèðîâàíà).

Òîðãîâûì ïðåäëîæåíèåì àãåíòà g áóäåì íàçûâàòü ëþáîå ìíîæåñòâî
Θg ⊆ Jg \ {0, d(g)}. Òîðãîâîå ïðåäëîæåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê ñïèñîê æåëàòåëüíûõ äëÿ àãåíòà g æèëèù, îòëè÷íûõ îò íóëÿ è
d(g). Åñëè d(g) ≠ 0 è s −(g) = −1, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ Ïðåäïîëîæåíè-
åì 4, âûáèðàÿ i∈Θg , àãåíò g ïðåäëîæèò d(g) äëÿ ïðîäàæè èëè àðåí-
äû. ßñíî, ÷òî Θg = ∅ äëÿ g∈G2.
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Îïðåäåëåíèå. Ñõåìà ðàöèîíèðîâàíèÿ ρ — ýòî ïðàâèëî, êîòîðîå
äëÿ ëþáîãî íàáîðà Θ = (Θg | g∈G) òîðãîâûõ ïðåäëîæåíèé îïðåäåëÿåò
îãðàíè÷åíèÿ

I+(ρ, Θ) = (I+(ρ, Θ, g) | g∈G),   s−(ρ, Θ) = (s−(ρ, Θ, g)  | g∈G), 

òàê ÷òî σ(ρ, Θ) = (p, I+(ρ,Θ), s−(ρ,Θ)) åñòü óïîðÿäî÷åííûé ñèãíàë è
äëÿ ëþáîãî g∈G âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

ìíîæåñòâî Θg ∩ I+(ρ, Θ, g) ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà, (21)

åñëè i∈Θg ∩ I+(ρ, Θ, g),  òî  s−(ρ, Θ, g(i)) = −1, (22)

Θg ∩ I+(ρ, Θ, g) ∩ Θh ∩ I+(ρ, Θ, h) = ∅   ïðè h ≠ g. (23)

Ñõåìà ðàöèîíèðîâàíèÿ "óñòðàíÿåò êîíôëèêòû" òîðãîâûõ ïðåäëîæå-
íèé: óñëîâèÿ (21)–(23) îáåñïå÷èâàþò áàëàíñ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ
â ðàâíîâåñèè îòíîñèòåëüíî ñõåìû ðàöèîíèðîâàíèÿ (ñì. íèæå).

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ñåìåéñòâà ℜ ñõåì ðàöèîíèðîâàíèÿ. Ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîäîáíûå ñõåìû ðåàëüíî äåéñòâóþò íà ðûíêå
æèëüÿ â êðàòêîñðî÷íîì ïåðèîäå.

Ïóñòü n(g), g∈G1, — íóìåðàöèÿ ïîòðåáèòåëåé, à ng(i) äëÿ êàæäîãî
g∈G — íóìåðàöèÿ æèëèù i∈Jg ïî íåâîçðàñòàíèþ âåëè÷èí wg(i). Íó-
ìåðàöèÿ n(g) çàäàåò ïîðÿäîê, â êîòîðîì ïîòðåáèòåëè âûõîäÿò íà
ðûíîê, à íóìåðàöèÿ ng(i) îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê, â êîòîðîì àãåíò g
"ïðîñìàòðèâàåò" æèëèùà. (Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÷åì ëó÷-
øå æèëèùå, òåì ðàíüøå àãåíò åãî îñìàòðèâàåò; íóìåðàöèÿ ng(i)
íóæíà, ÷òîáû óïîðÿäî÷èòü ðàâíîöåííûå æèëèùà.)

Îïðåäåëåíèå. t(g, A) = argmin{ng(i)|i∈A} äëÿ g∈G, A ⊆ Jg .

ßñíî, ÷òî wg(t(g, A)) = max{wg(i)|i∈A}.

Íóìåðàöèè n(g) è ng(i) çàäàþò êîíêðåòíóþ ñõåìó ρ ∈ℜ. Îãðàíè÷åíèÿ,
ïîðîæäàåìûå ýòîé ñõåìîé (ñì. íèæå) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
íàáîðà òîðãîâûõ ïðåäëîæåíèé Θ, íå çàâèñÿò îò Θ : I+(ρ, Θ) = I+(ρ),
s−(ρ, Θ) = s −(ρ).

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ I+(ρ) è s−(ρ) — íàçîâåì åãî ρ-àëãîðèòìîì —
ðàáîòàåò ïî øàãàì. Íà ïîäãîòîâèòåëüíîì øàãå 0 äëÿ g∈G2 ïîëàãàåì
I+(ρ, g) = {0, d(g)} (â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ñèãíàëà) è
t(g) = t(g, Jg). Èíà÷å ãîâîðÿ, êàæäûé ïîñòàâùèê ðåøàåò, ïðåäëàãàòü
ëè ïðèíàäëåæàùåå åìó æèëèùå äëÿ ïðîäàæè (èëè àðåíäû) ïðè äàí-
íûõ öåíàõ. Îïðåäåëèì òàêæå ìíîæåñòâî æèëèù, äîñòóïíûõ ïîòðåáè-
òåëÿì íà øàãå 1: D1

 = (I \ {t(g) | g∈G2}) ∪ {0} (ïîñòàâùèê g íå îãðà-
íè÷åí â âûáîðå æèëèùà; åñëè îí âûáðàë d(g), òî äëÿ ïîòðåáèòåëåé
ýòî æèëèùå íåäîñòóïíî).
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Åñëè δ(h)∉D1 äëÿ h∈G1, òî ïîëîæèì δ(h) = 0 (ïîòðåáèòåëü h â
íà÷àëå ïåðèîäà çàíèìàåò æèëèùå, ïðèíàäëåæàùåå ïîñòàâùèêó g,
δ(h) = d(g); ñëåäîâàòåëüíî, ïîòðåáèòåëü h àðåíäóåò d(g); âûáèðàÿ
d(g), ïîñòàâùèê íå ïðîäëåâàåò àðåíäó, è ïîòðåáèòåëü ñòàíîâèòñÿ
áåçäîìíûì). Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà àêòèâíûõ ïîòðåáèòåëåé è ñâî-
áîäíûõ æèëèù äëÿ øàãà 1: A1 = G1 è F 1

 = (D1\ {δ(g) | g∈G1}) ∪ {0};
I+(ρ, g, 0) = {0, d(g)} äëÿ g∈G1 — ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà I+(ρ, g),
ïîñòðîåííîå äî øàãà 1.

Ïóñòü ïåðåä øàãîì k ìíîæåñòâà Dk, Ak, Fk è I+(ρ, g, k−1) îïðåäåëåíû
è âûïîëíåíî íà÷àëüíîå óñëîâèå Dk

 = Fk ∪ {δ(g)|g∈Ak}. Ýòî óñëîâèå
òðåáóåò, ÷òîáû íà øàãå k ïîòðåáèòåëÿì áûëè äîñòóïíû ñâîáîäíûå
æèëèùà è æèëèùà, çàíÿòûå àêòèâíûìè ïîòðåáèòåëÿìè. Íà÷àëüíîå
óñëîâèå âûïîëíåíî íà øàãå 1 è àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò åãî íà ñëå-
äóþùèõ øàãàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈g1, …, gn 〉 ýëåìåíòîâ èç Ak äî-
ïóñòèìà íà øàãå k, åñëè t(gn , Dk)∈Fk ∪ {δ(g1)} è t(gs , Dk) = δ(gs+1)
ïðè 1 ≤ s < n.

Äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïèñûâàåò ëèáî öèêë, ëèáî öåïü
îñóùåñòâèìûõ ïåðåìåùåíèé, ïðèåìëåìûõ äëÿ ïîòðåáèòåëåé (ñì.
ðèñóíîê).

Íà øàãå k àëãîðèòì ρ âû÷èñëÿåò çíà÷åíèÿ t(g, Dk) äëÿ g∈Ak â ïî-
ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ n(g). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè Dk ≠ ∅ äî-
ïóñòèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóþò. Ïóñòü 〈g1, …, gn 〉 — ïåð-
âàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âîçíèêøàÿ íà øàãå k. Ïîëîæèì

t(gs) = t(gs , Dk)  è  I+(ρ, gs, k) = I+(ρ, gs , k−1) ∪ {t(gs)},   1 ≤ s ≤ n.

Òåïåðü àãåíò gs íå îãðàíè÷åí â ñïðîñå íà æèëèùå t(gs). Ââåäåì
ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ: Dk+1

 = {0} ∪ (Dk
 \ {t(gi) | 1 ≤ i ≤ n}); åñëè

t(gn) = δ(g1), òî Fk+1
 = Fk, èíà÷å Fk+1

 = (Fk\{t(gn)}) ∪ {0, δ(g1)}; Ak+1
 =

Ak\{gi|1 ≤ i ≤ n}. Øàã k çàâåðøåí, ïåðåõîäèì ê øàãó k+1.

Ïîíÿòíî, ÷òî ρ-àëãîðèòì çàêîí÷èò ðàáîòó íà øàãå r, òàêîì ÷òî
Dr+1 = ∅, è ïîñëå ýòîãî øàãà æèëèùå t(g) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ
g∈G1. Ïîëîæèì I+(ρ, g) = I+(ρ, g, r) äëÿ g∈G1. Ïóñòü s−(ρ, g) = 0, åñëè
d(g)∉{0} ∪ {t(g)|g∈G}, è s−(ρ, g) = −1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òåïåðü îïðåäåëåíû I+(ρ) = (I+(ρ, g)|g∈G), s−(ρ) = (s−(ρ, g)|g∈G). Ñëå-
äîâàòåëüíî, σ(ρ) = (p, I+(ρ), s−(ρ)) — ñèãíàë, ïîðîæäåííûé ñõåìîé ρ;
ïðè ýòîì ζ(ρ) = (t(g)|g∈G) — ðàçìåùåíèå, ïîðîæäåííîå ñõåìîé ρ.

Ëåììà 7 äîêàçûâàåò, ÷òî ρ — äåéñòâèòåëüíî ñõåìà ðàöèîíèðîâàíèÿ.
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Ëåììà 7. Ñèãíàë σ (ρ) óïîðÿäî÷åí è óñëîâèÿ (21)–(23) âûïîëíåíû
äëÿ ëþáîãî íàáîðà òîðãîâûõ ïðåäëîæåíèé Θ = (Θg|g∈G).

Ñõåìû èç ñåìåéñòâà ℜ îáúåäèíÿþò äîñòîèíñòâà "î÷åðåäè" è àëãî-
ðèòìà Ãåéëà (top-trading cycle algorithm). Àëãîðèòìó Ãåéëà (ñì.
(Shapley, Scarf, 1974)) ñîîòâåòñòâóþò ñõåìû ðàöèîíèðîâàíèÿ, êîòî-
ðûå â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïîðîæäàþò ìíîæåñòâî âñåõ âàëüðàñîâûõ ðàâ-
íîâåñèé (Roth, Postlewaite, 1977). Èäåÿ îáúåäèíåíèÿ "î÷åðåäè" è àë-
ãîðèòìà Ãåéëà âîçíèêëà áëàãîäàðÿ ðàáîòå (Abdulkadiroglu, Sonmez,
1998), â êîòîðîé ýòè ñõåìû ðàöèîíèðîâàíèÿ èçó÷åíû â ïðåäïîëîæå-
íèè ñòðîãèõ ïðåäïî÷òåíèé àãåíòîâ. Ñõåìû ñåìåéñòâà ℜ íå òðåáóþò
ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ýôôåêòèâíûé ñïðîñ (Grandmont, 1993, ñ. 908) àãåí-
òà g ïðè ñèãíàëå σ — ýòî òîðãîâîå ïðåäëîæåíèå Θg , êîòîðîå âêëþ-
÷àåò âñå i∈Jg \ {d(g), 0}, òàêèå ÷òî wg(i) > wg( j) äëÿ âñåõ j∈I+(σ, g) \ {i}.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýôôåêòèâíûé ñïðîñ âêëþ÷àåò êàæäîå æèëèùå
i∈Jg \ {d(g), 0}, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëó÷øèì âûáîðîì
àãåíòà g ïðè óêàçàííûõ ñèãíàëîì îãðàíè÷åíèÿõ ñïðîñà íà æèëèùà,
îòëè÷íûå îò i, íî áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèÿ ñïðîñà íà i.

Îïðåäåëåíèå. Ðàâíîâåñèå îòíîñèòåëüíî ñõåìû ðàöèîíèðîâàíèÿ
ρ — ýòî âåêòîð ζ∈DA(σ (ρ)), äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íàáîð Θ  =
(Θg|g∈G) ýôôåêòèâíûõ ñïðîñîâ ïðè ñèãíàëå σ (ρ), òàêîé ÷òî

wg(ζg) = Ug(σ (ρ))   äëÿ âñåõ g, (24)

ζg∈Θg ∪ {d(g), 0}   äëÿ âñåõ g, (25)

åñëè  s−(ρ, Θ, g(i)) = 0,  òî  i∉{ζg|g ≠ g(i)}, (26)

åñëè  i∉{ζg|g∈G} ∪ {0},  òî  s−(ρ, Θ, g(i)) = 0. (27)

Óñëîâèÿ (26) è (27) ñîâìåñòíî ñ Ïðåäïîëîæåíèåì 4 îáåñïå÷èâàþò
î÷èñòêó ðûíêà ïðè ôèêñèðîâàííûõ öåíàõ.

g1

t(g1, Dk) = δ(g2)

gn …

t(gn, Dk) = δ(g1)

g2

g1
g2 gn

…δ(g1) t(g1, Dk) = δ(g2) t(gn)∈Fk Öåïü

Öèêë

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äîïóñòèìûå íà øàãå k
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Òåîðåìà 4. ζ(ρ) åñòü ðàâíîâåñèå îòíîñèòåëüíî ñõåìû ρ ∈ℜ.

Ðàâíîâåñèå îòíîñèòåëüíî ëþáîé ñõåìû ρ ∈ℜ ñóùåñòâóåò ïî Òåîðå-
ìå 4; Òåîðåìà 5 äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ðàâíîâåñèÿ ïðè
óñëîâèè, ÷òî äëÿ âñåõ g∈G

ng(i) ≥ ng(d(g)),   åñëè d(g) ≠ 0 è wg(i) = wg(d(g)). (28)

Óñëîâèå (28) îçíà÷àåò, ÷òî àãåíò ðàññìàòðèâàåò ïðèíàäëåæàùåå åìó
æèëèùå ðàíüøå, ÷åì äðóãèå ðàâíîöåííûå. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî t(g, A)
îïèñûâàåò âûáîð æèëèùà èç ìíîæåñòâà A, òî (28) ìîæíî òðàêòîâàòü
êàê óñëîâèå äîáðîâîëüíîñòè âûáîðà: àãåíò g íå äîëæåí ïîêèäàòü
d(g) ≠ 0 ðàäè i, íå ïîëó÷àÿ âûãîäû (äàæå åñëè òàêîå ïåðåìåùåíèå
áåçðàçëè÷íî äëÿ g è âûãîäíî äëÿ êàêîãî-òî äðóãîãî àãåíòà).

Òåîðåìà 5. Åñëè óñëîâèå (28) âåðíî, òî ζ(ρ) — åäèíñòâåííîå ðàâíî-
âåñèå îòíîñèòåëüíî ñõåìû ρ ∈ℜ.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàâíîâåñèè îòíîñèòåëüíî ñõåìû ρ ïîòðåáèòåëü g
ìîæåò ïîêèíóòü ïðèíàäëåæàùåå åìó æèëèùå ñ íåíóëåâîé öåíîé, îñ-
òàâàÿñü åãî âëàäåëüöåì (åñëè t(g) ≠ d(g), pd (g) ≠ 0 è s−(g) = −1), ÷òî
íåâîçìîæíî â âàëüðàñîâîì ðàâíîâåñèè.

Äîêàæåì ýôôåêòèâíîñòü ðàâíîâåñèé îòíîñèòåëüíî ñõåì ñåìåéñòâà
ℜ. Ïóñòü E(ℜ) = {ζ(ρ)|ρ ∈ℜ} — ìíîæåñòâî âñåõ ðàâíîâåñèé îòíîñè-
òåëüíî òàêèõ ñõåì. Äëÿ ζ∈DA ïîëîæèì F(ζ) = (I \{ζg|g∈G}) ∪ {0} —
ìíîæåñòâî âñåõ æèëèù, ñâîáîäíûõ â ðàçìåùåíèè ζ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ξ è ζ — ðàçìåùåíèÿ èç DA; ðàçìåùåíèå ξ
ñëàáî äîìèíèðóåò ζ (ζ ! ξ), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç G1 (óëó÷øàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü)
λ = 〈g(1), …, g(n)〉, òàêàÿ ÷òî

ëèáî ξg(s) = δ(g(s+1)) ≠ 0,  ëèáî ξg(s) = ζg(s+1) ≠ 0  ïðè 1 ≤ s < n, (29)

ξg(n)∈{δ(g(1)), ζg(1)} ∪ F(ζ),  à åñëè ξg(n)∈F(ζ),  òî  n = 1, (30)

åñëè ξg(s) ≠ ζg(s),  òî wg(s)(ξg(s)) > wg(s)(ζg(s))  ïðè 1 ≤ s ≤ n, (31)

wg(s)(ξg(s)) > wg(s)(ζg(s))  õîòÿ áû äëÿ îäíîãî s. (32)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçìåùåíèå ζ∈DA ëåæèò â ÿäðå ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ öåíàõ p (fix-price core) è ïèñàòü ζ∈FPC, åñëè íèêàêîå ðàçìå-
ùåíèå íå äîìèíèðóåò ζ è wg(ζg) = max{wg(i)|i∈Jg} äëÿ g∈G2.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçìåùåíèå ζ  ëåæèò â ÿäðå, åñëè ïîñòàâùèêè íå
îãðàíè÷åíû â âûáîðå è íåò òàêîé êîàëèöèè ïîòðåáèòåëåé, íåêîòî-
ðûå ÷ëåíû êîòîðîé ìîãóò óëó÷øèòü ñâîå ïîëîæåíèå, íå èçìåíÿÿ óêà-
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çàííûé ðàçìåùåíèåì ζ âûáîð îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ êîàëèöèè è âûáè-
ðàÿ òîëüêî æèëèùà, ñâîáîäíûå â ðàçìåùåíèè ζ èëè çàíÿòûå ÷ëåíà-
ìè êîàëèöèè ëèáî â èñõîäíîì ðàçìåùåíèè, ëèáî â ðàçìåùåíèè ζ.

Òåîðåìà 6. FPC = E(ℜ).

Çàìåòèì, ÷òî â òåîðåìàõ 4 è 6 íå èñïîëüçîâàíî óñëîâèå (28).
Îäíàêî äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðàâíîâåñèÿ (Òåîðåìà 5) íåîáõîäèìî
ïðàâèëî, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùåå âûáîð àãåíòà g ïðè wg(d(g)) =
wg(0) = Ug(σ(ρ)). Óñëîâèå (28) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ òàêîãî
ïðàâèëà.

3. ÌÅÕÀÍÈÇÌ ÓÐÀÂÍÎÂÅØÈÂÀÍÈß ÐÛÍÊÀ

"Òåîðèÿ ïðîöåññîâ óðàâíîâåøèâàíèÿ ðûíêà â åå ñîâðåìåííîì ñî-
ñòîÿíèè íå èìååò áîëüøîãî çíà÷åíèÿ êàê îïèñàíèå ðåàëüíîñòè"
(Elzen, 1993, ñ. 5). Îäíàêî îïèñàííûé íèæå ðûíî÷íûé ìåõàíèçì äîñ-
òàòî÷íî ïðàâäîïîäîáåí. Èçìåíÿÿ öåíû è ðàçìåùåíèå, îí ïðèâîäèò
ðûíîê ê âàëüðàñîâó ðàâíîâåñèþ ÷åðåç êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàâíîâåñèé èç ìíîæåñòâà E(ℜ) (ðàçäåë 2.2). Òàêèì îáðàçîì, êîíêó-
ðåíòíîå ðàâíîâåñèå âîçíèêàåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì â ðåçóëüòàòå
ðàöèîíàëüíîé àêòèâíîñòè àãåíòîâ ðûíêà, êàê "íåçàïëàíèðîâàííûé
ðåçóëüòàò èíäèâèäóàëüíûõ äåéñòâèé" (Hayek, 1955, ñ. 39).

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìåõàíèçìà îñîáåííî âàæíî â ñëó÷àå ìíîæåñò-
âåííîñòè ðàâíîâåñèé è äàåò òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ àíàëèçà ñðàâ-
íèòåëüíîé ñòàòèêè è âûáîðà æèëèùíîé ïîëèòèêè (Elzen, 1993, ñ. 4).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ öåíàõ àãåíòû ðûíêà âûáèðà-
þò æèëèùà, ïîä÷èíÿÿñü ñõåìå ðàöèîíèðîâàíèÿ èç ñåìåéñòâà ℜ, è
ïðèõîäÿò ê ðàâíîâåñèþ îòíîñèòåëüíî ýòîé ñõåìû. Â ïðîöåññå ïîèñ-
êà æèëèùà è â ðàâíîâåñèè îòíîñèòåëüíî ñõåìû ðàöèîíèðîâàíèÿ
àãåíò ìîæåò îáíàðóæèòü ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ ñïðîñà è/èëè
ïðåäëîæåíèÿ. Íà òàêèå îãðàíè÷åíèÿ îí ðåàãèðóåò èçìåíåíèåì öåíû
ïðèíàäëåæàùåãî åìó æèëèùà.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññóæäåíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå èçìåíåíèå
öåí íà÷èíàåò íîâûé ýòàï "ðàáîòû" ìåõàíèçìà. Ïðè åñòåñòâåííûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðîöåäóðà êîíå÷íà. Ñòàáèëèçàöèÿ öåí îçíà÷àåò îò-
ñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, âàëüðàñîâî ðàâíîâåñèå îò-
íîñèòåëüíî ðûíî÷íîé ñèòóàöèè ïîñëåäíåãî ýòàïà. Òàêèì îáðàçîì,
âàëüðàñîâû ðàâíîâåñèÿ — íå òîëüêî æåëàòåëüíûå (ýôôåêòèâíûå), íî
è åñòåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ðûíêà.

EQ-ïðîöåäóðó, îïèñûâàþùóþ "ðàáîòó" ìåõàíèçìà, ìîæíî ñ÷èòàòü
îáîáùåíèåì "ñòåê-àëãîðèòìà" (MacRae, 1982), êîòîðûé, â ÷àñòíî-
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ñòè, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âñå æèëèùà ñâîáîäíû è
öåíû ðàâíû íóëþ. EQ-ïðîöåäóðà ñîñòîèò èç ýòàïîâ, à ýòàïû ñîñòîÿò
èç øàãîâ. Â íà÷àëå ýòàïà s èçâåñòåí âåêòîð ñîèçìåðèìûõ òåêóùèõ
öåí πs∈P è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð òåêóùèõ öåí ps = r(πs); π1 — ýòî
âåêòîð öåí â íà÷àëå ïåðèîäà, πs äëÿ s > 1 îïðåäåëÿåòñÿ â êîíöå ýòà-
ïà s−1. Â òå÷åíèå ýòàïà öåíû ïîñòîÿííû è íà êàæäîì øàãå ìîãóò
áûòü ðåàëèçîâàíû íåêîòîðûå ñäåëêè ïî òåêóùèì öåíàì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G2(s) ìíîæåñòâî ïîñòàâùèêîâ íà ýòàïå s. Ïîíÿòíî,
÷òî G2(1) = G2 è G2(s+1) — ðåçóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà G2(s)
òåõ ïîñòàâùèêîâ, êîòîðûå íà øàãå s ïðîäàëè ïðèíàäëåæàùèå èì
æèëèùà. Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî G(s) âñåõ àãåíòîâ
ðûíêà íà ýòàïå s : G(s) = G1 ∪ G2(s).

Ïóñòü àãåíò g â íà÷àëå ýòàïà s çàíèìàåò æèëèùå δ(s, g) è âëàäååò
æèëèùåì d(s, g). Åñëè g∈G2(s), òî d(s, g) = d(g). Ïðåäïîëîæåíèå 1'
îáîáùèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäïîëîæåíèå 5. Åñëè g∈G1 è d(s, g) ≠ δ(s, g), òî d(s, g) = 0.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ Ïðåäïîëîæåíèÿ 5 âñïîìíèì, ÷òî â âàëüðàñîâîì
ðàâíîâåñèè ïîòðåáèòåëü ìîæåò âëàäåòü íåôèêòèâíûì æèëèùåì, â
êîòîðîì íå æèâåò, òîëüêî åñëè öåíà ýòîãî æèëèùà ðàâíà íóëþ (ðàç-
äåë 2.1). Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîòðåáèòåëü æèâåò â ïðèíàäëåæàùåì åìó
æèëèùå, ïîêà íå ïðîäàñò åãî èëè íå óáåäèòñÿ, ÷òî ïðîäàòü åãî íå-
âîçìîæíî. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, âûáèðàÿ íîâîå æèëèùå è ñîõðàíÿÿ
ñîáñòâåííîñòü, ïîòðåáèòåëü áóäåò íåñòè ñâÿçàííûå ñ íåé òåêóùèå
ôèêñèðîâàííûå çàòðàòû áåç âñÿêîé âûãîäû; ïîýòîìó îí îòêàçûâàåò-
ñÿ îò ïðèíàäëåæàùåãî åìó æèëèùà ñ íóëåâîé òåêóùåé öåíîé.

Ïðåäïîëîæåíèå 6. Êàæäûé ýòàï äëèòñÿ "ãîä" è èçìåíåíèÿ ãîäîâûõ
äîõîäîâ àãåíòîâ ñâÿçàíû òîëüêî ñ èõ äåéñòâèÿìè íà ðûíêå æèëüÿ â
ïðåäøåñòâóþùåì "ãîäó".

Ôèêñèðîâàííûå çàòðàòû ïîòðåáèòåëÿ, ñâÿçàííûå ñ âûáîðîì æèëè-
ùà, ìîãóò çàâèñåòü îò òîãî, êàêîå æèëèùå îí çàíèìàåò, à îòïðàâíàÿ
öåíà ìîæåò çàâèñåòü îò ïðåäøåñòâóþùèõ äåéñòâèé àãåíòà íà ðûíêå
æèëüÿ. Äî ñèõ ïîð ýòè çàâèñèìîñòè áûëè äëÿ íàñ íåñóùåñòâåííû,
òåïåðü ìû èõ ó÷òåì.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ g∈G(s): bgi(s)
äëÿ i∈Jg — îòïðàâíûå öåíû àãåíòà g íà ýòàïå s, bgi(1) = bgi ;

qgi( j) = 2
giq ( j) + ρ  1

giq ( j) — "ïîòîêîâûé ýêâèâàëåíò" ôèêñèðîâàííûõ

çàòðàò àãåíòà g, ñâÿçàííûõ ñ âûáîðîì æèëèùà i, åñëè îí çàíèìàåò
æèëèùå j ; q(g, i, s) = qgi(δ(s,  g)); ψgi(s) = bgi(s) − q(g, i, s); wg(s) —
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áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå àãåíòà g íà ýòàïå s, wg(1) = wg . Ïðèìåì
ñëåäóþùåå åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå.

Ïðåäïîëîæåíèå 7. Åñëè g∈G2(s), òî bgi(s) = bgi , q(g, i, s) = qgi è

wg(s) = wg ; åñëè g∈G1, òî 2
giq ( j) = 2

giq  è qg0( j) = qg0; 
1
giq (i) = 0 ïðè

i ≠ 0 äëÿ âñåõ g.

Ïðåäïîëîæåíèå 7 îçíà÷àåò, ÷òî îòïðàâíûå öåíû, ôèêñèðîâàííûå çà-
òðàòû è ãîäîâûå äîõîäû ïîñòàâùèêîâ íå çàâèñÿò îò s, òåêóùèå ôèê-
ñèðîâàííûå çàòðàòû ïîòðåáèòåëÿ, ñâÿçàííûå ñ âûáîðîì i, è åãî ìè-
íèìàëüíûå çàòðàòû íà óäîâëåòâîðåíèå æèëèùíûõ ïîòðåáíîñòåé âíå
ðàññìàòðèâàåìîãî ðûíêà íå çàâèñÿò îò òîãî, êàêîå æèëèùå îí çàíè-
ìàåò. Åäèíîâðåìåííûå ôèêñèðîâàííûå çàòðàòû îòñóòñòâóþò, åñëè
àãåíò íå ìåíÿåò æèëèùå. Ïîñëåäíåå óñëîâèå àíàëîãè÷íî ñîãëàøå-

íèþ, ïðèíÿòîìó â ðàçäåëå 1.1 ( 1
giq = 0, åñëè i = δ(g) ≠ 0).

Ïóñòü g∈G1, i = δ(s, g), j = δ(s+1, g). Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ïðåäïîëîæåíè-

åì 6, wg(s+1) = wg(s), åñëè i = j, wg(s+1) = wg(s) +
s

s,gd )(π − s
jπ  − ρ 1

gjq (i),

åñëè i ≠ j∈I1, wg(s+1) = wg(s) +
s

s,gd )(π − ρ 1
gjq (i), åñëè i ≠ j è j∉I1.

Íà ýòàïå s àãåíò g èìååò ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè ugs(y, i) = y + bgi(s),
ãäå y — íåæèëèùíîå ïîòðåáëåíèå â ãîäó s, è (ïðè öåíàõ p) áþäæåò-
íîå îãðàíè÷åíèå y + c(pi) + q(g, i, s) − c(pd (s,g)) ≤ wg(s). Ñëåäîâà-
òåëüíî, åñëè àãåíò g âûáðàë i íà ýòàïå s ïðè öåíàõ p, òî ygi(s, p) =
wg(s) + c(pd (s,g)) − c(pi) − q(g, i, s) — åãî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå íå-
æèëèùíîå ïîòðåáëåíèå è vgi(s, p) = ygi(s, p) + bgi(s) — íàèáîëüøåå
âîçìîæíîå çíà÷åíèå åãî ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî íà ýòàïå s ïðè òåêóùèõ öåíàõ ps àãåíò g îöåíèâàåò æèëèùå
i∈Jg ïî êðèòåðèþ

u(i, g, s) = ψgi(s) + s
s,gd )(π − s

iπ , (33)

êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò vgi(s, ps) íà êîíñòàíòó wg(s).

Äëÿ ïîñòàâùèêà g èìååì Jg = {0, d(g)}. Èç Ïðåäïîëîæåíèÿ 7 ñëåäó-
åò, ÷òî ïî êðèòåðèþ (33) îí âûáåðåò íóëü (ïðåäëîæèò d(g) äëÿ ïðî-

äàæè èëè àðåíäû), åñëè s
gd )(π  > ψgi , è âûáåðåò d(g) (óéäåò ñ ðûíêà),

åñëè ψgi >
s

gd )(π .

Àíàëîãè÷íî îáîçíà÷åíèÿì, èñïîëüçîâàííûì ïðè îïèñàíèè ñõåì ðà-
öèîíèðîâàíèÿ (ðàçäåë 2.2), ïóñòü ng(s, i) äëÿ g∈G — íóìåðàöèÿ æè-
ëèù èç Jg ïî íåóáûâàíèþ u(i, g, s), ts(g, A) = argmin{ng(s, i) | i∈A} äëÿ
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g∈G(s) è A ⊆ Jg , n(g) — íóìåðàöèÿ àãåíòîâ ðûíêà. Êàê è â ñõåìàõ èç
ℜ, íóìåðàöèÿ n(g) îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê, â êîòîðîì àãåíòû âûõîäÿò íà
ðûíîê, à ng(s, i) — ïîðÿäîê, â êîòîðîì àãåíò g ïðîñìàòðèâàåò æèëè-
ùà íà ýòàïå s.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ ng(s, i) îäèíàêîâî óïîðÿäî÷èâà-
åò ëþáûå äâà æèëèùà j è k íà êàæäîì ýòàïå s, òàêîì ÷òî u( j, g, s) =
u(k, g, s). (Îò ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ëåãêî èçáàâèòüñÿ; êîììåíòàðèé â
êîíöå ðàçäåëà.) Óñëîâèå (28) ìîäèôèöèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

åñëè g∈G1 è u(i, g, s) = u(δ(s,g), g, s), òî ng(s, i) ≥ ng(s, δ(s,g)) (34)

(ïîòðåáèòåëü îñìàòðèâàåò æèëèùå, â êîòîðîì æèâåò, ðàíüøå, ÷åì
ðàâíîöåííûå æèëèùà).

Åñëè g(i)∈G2 è s
iπ < ψg(i )i , òî ïîñòàâùèê g(i) íå ïðåäëîæèò i äëÿ ïðî-

äàæè èëè àðåíäû íà ýòàïå s (âûáåðåò i). Ïîýòîìó ìû ââåäåì âåêòîð

ìèíèìàëüíûõ ñîèçìåðèìûõ öåí π0
 = (

0
iπ | i∈I) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

åñëè g(i)∈G2, òî 0
iπ = ψg(i )i , èíà÷å 0

iπ = 0. Äëÿ s = 1 ïðåäïîëîæèì, ÷òî

s
iπ ≥ 0

iπ ,   åñëè g(i)∈G2(s)  è  i∈{δ(s, g) | g∈G1} (35)

(åñëè æèëèùå, ïðèíàäëåæàùåå ïîñòàâùèêó, àðåíäîâàíî â íà÷àëå
ýòàïà 1, òî åãî òåêóùàÿ öåíà íå ìåíüøå ìèíèìàëüíîé, èíà÷å âëàäå-
ëåö íå ñäàë áû åãî â àðåíäó). Ïðîöåäóðà îáåñïå÷èò âûïîëíåíèå óñ-
ëîâèÿ (35) íà ïîñëåäóþùèõ ýòàïàõ.

Ïðè k > 1 íà øàãå k−1 ýòàïà s îïðåäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâà k
sA  (ïîòðåáè-

òåëåé, íå âûáðàâøèõ æèëèùå δ(s+1, g) äî øàãà k), k
sD  (æèëèù,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè âûáîðà íà øàãå k) è k
sF  (æèëèù, ñâî-

áîäíûõ íà øàãå k). Ïåðåä øàãîì 1 ýòàïà s îïðåäåëÿåì 1
sA = G1,

1
sD = {i∈I | s

iπ ≥ 0
iπ }, 1

sF = {0} ∪ ( 1
sD \ {δ(s, g) | g∈G1}). Èç (35) ñëåäó-

åò, ÷òî δ(s, g)∈ 1
sD  äëÿ g∈G1.

Íà øàãå k ýòàïà s êàæäûé àãåíò g∈ k
sA  âûáèðàåò æèëèùå tsk(g)∈ k

sD .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòðåáèòåëü g ïîìíèò ñâîé ïîñëåäíèé âûáîð L(g)
(íà êàæäîì øàãå k ïîëàãàåì L(g) = tsk(g)) è ïîâòîðÿåò åãî, ïîêà ýòîò
âûáîð îñòàåòñÿ ëó÷øèì èç âîçìîæíûõ. Ïðàâèëî âûáîðà (íàèëó÷øåãî
èç äîñòóïíûõ æèëèù ñ ó÷åòîì íóìåðàöèè ng(s, i) è ñ èíåðöèåé) òàêî-

âî: åñëè s > 1 è L(g) ìàêñèìèçèðóåò u(i, g, s) íà k
sD , òî tsk(g) = L(g);



ÀÍÀËÈÇ ÊÐÀÒÊÎÑÐÎ×ÍÛÕ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈÉ ÍÀ ÐÛÍÊÅ ÆÈËÜß30

èíà÷å tsk(g) = ts(g, k
sD ). Èç (34) ñëåäóåò, ÷òî tsk(g) = δ (s, g), åñëè

tsk(g) ≠ L(g) è δ (s, g) ìàêñèìèçèðóåò u(i, g, s) íà k
sD .

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λ = 〈g1, …, gn 〉, ãäå gi∈G1 äëÿ âñåõ i, áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåðìèíîëîãèþ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò
ïðèîðèòåò max{n(gj) | 1 ≤ j ≤ n}. Îíà äîïóñòèìà íà øàãå k ýòàïà s,

åñëè gj∈
k
sA  ïðè 1 ≤ j ≤ n, tsk(gj) = δ(s, gj+1) ïðè 1 ≤ j < n è tsk(gn)∈

k
sF  ∪ {δ(s, g1)}. Äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàêñèìàëüíà, åñëè

îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äðóãîé
äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

êîððåêòíà, åñëè äëÿ i = δ(s, g1) ëèáî tsk(gn) = i, ëèáî s
iπ = 0

iπ  è

u(i, g1, s) < u(tsk(g1), g1, s).

Äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïèñûâàåò ïåðåìåùåíèÿ ïîòðåáè-
òåëåé, îñóùåñòâèìûå íà øàãå k ýòàïà s ; ýòî öèêë ïðè tsk(gn) =

δ (s, g1) è öåïü ïðè tsk(gn)∈
k
sF . Îïðåäåëåíèå êîððåêòíîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè òðåáóåò, ïðåæäå âñåãî, ÷òîáû ïðè ðåàëèçàöèè ñäå-
ëîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàæäûé àãåíò ïîëó-
÷èë èìåííî òó ïîëåçíîñòü, íà êîòîðóþ ðàññ÷èòûâàë. Åñëè λ — öåïü,

òî äëÿ âëàäåëüöà æèëèùà i = δ (s, g1) ýòî âåðíî òîëüêî ïðè s
iπ = 0

iπ .

Êðîìå òîãî, ïåðâûé ó÷àñòíèê öåïè äîëæåí óëó÷øèòü ñâîå ïîëîæåíèå
(èíà÷å åìó íåçà÷åì âõîäèòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äîïóñòèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóþò, åñ-

ëè k
sA  ≠ ∅. ×åì ìåíüøå ïðèîðèòåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òåì ðàíüøå

îíà âîçíèêíåò, åñëè àãåíòû îñóùåñòâëÿþò ñâîé âûáîð â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ n(g).

Ìåõàíèçì "ðàáîòàåò" ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êîððåêòíûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ðåàëèçóþòñÿ (ñäåëêè ïðîèñõîäÿò ïî òåêóùèì öåíàì). Åñëè
êîððåêòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåò, íî åñòü äîïóñòèìûå (è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíûå äîïóñòèìûå), òî â êàæäîé ìàêñèìàëüíîé
äîïóñòèìîé öåïè ëèáî ïåðâîå æèëèùå íàèëó÷øåå äëÿ æèâóùåãî â
íåì àãåíòà, ëèáî öåíà ýòîãî æèëèùà áîëüøå ìèíèìàëüíîé è åãî
âëàäåëåö îãðàíè÷åí â ïðåäëîæåíèè. Â ïåðâîì ñëó÷àå àãåíò g1 âûáè-
ðàåò δ (s, g1); âî âòîðîì ñëó÷àå âëàäåëåö æèëèùà δ (s, g1) ñíèæàåò
åãî öåíó.

Åñëè äîïóñòèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåò, òî êàæäûé ïîòðåáèòåëü
âîøåë â îäíó èç êîððåêòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ïîñòðîåíî ðàâ-
íîâåñèå èç E(ℜ) ïðè òåêóùèõ öåíàõ. Ïðè ýòîì íåêîòîðûå ïîñòàâùè-
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êè áóäóò, âîçìîæíî, îãðàíè÷åíû â ïðåäëîæåíèè è ñíèçÿò öåíû. Åñëè
æå íè îäèí àãåíò íå îùóùàåò îãðàíè÷åíèé, òî ðûíîê íàõîäèòñÿ â
âàëüðàñîâîì ðàâíîâåñèè. Ñäåëàåì ñëåäóþùåå íåîáðåìåíèòåëüíîå
ïðåäïîëîæåíèå.

Ïðåäïîëîæåíèå 8. ×èñëà egi , 
1
igq ( j), 2

gq , wg , 0
gy  è 1

ip  öåëûå äëÿ

âñåõ i, j, g ; ρ — ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Ïóñòü N — çíàìåíàòåëü ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà ρ; ïîëîæèì δ = N −1. Èç

Ïðåäïîëîæåíèÿ 8 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà 1
iπ  è ρ  1

igq ( j) ðàöèîíàëüíûå.

Òîãäà ðàöèîíàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ è ÷èñëà qgi( j), ψgi , 
0
iπ . Ëåãêî âèäåòü,

÷òî âñå îíè êðàòíû δ.
Òåïåðü îïèøåì EQ-ïðîöåäóðó ôîðìàëüíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

k
sD = k

sF ∪ {δ(s, g) | g∈ k
sA }, (36)

ò.å. íà øàãå k ïîòðåáèòåëü ìîæåò âûáðàòü æèëèùå ëèáî ñâîáîäíîå,
ëèáî çàíÿòîå àãåíòîì g, åùå íå îïðåäåëèâøèì δ(s+1, g). Ýòî óñëî-
âèå âûïîëíåíî íà øàãå 1 ýòàïà 1 è EQ-ïðîöåäóðà îáåñïå÷èâàåò åãî
íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ è ýòàïàõ. Íà øàãå k ýòàïà s ëèáî âîçíèêàåò
êîððåêòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ëèáî èçìåíÿåòñÿ öåíà êàêîãî-òî
æèëèùà. Ïåðåä øàãîì 1 ýòàïà s íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâà

1
sA , 1

sD  è 1
sF , êàê óêàçàíî âûøå. Ðàññìîòðèì ñèòóàöèè, âîçìîæíûå

íà øàãå k  ýòàïà s.

(1) Ñóùåñòâóþò êîððåêòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âûáåðåì èç íèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈g1, …, gn 〉 ñ íàèìåíüøèì ïðèîðèòåòîì. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå åé ñäåëêè (ïîòðåáèòåëü gj ïåðåìåùà-
åòñÿ èç δ (s, gj) â tsk(gj), 1 ≤ j ≤ n) îñóùåñòâèëèñü ïî òåêóùèì öåíàì.
Ïîëîæèì

δ (s+1, gj) = tsk(gj), 1 ≤ j ≤ n ;
1+k

sD  = ( k
sD \ {tsk(gj) | 1 ≤ j ≤ n}) ∪ {0};

1+k
sA  = k

sA \ {gj | 1 ≤ j ≤ n};

åñëè tsk(gn) = δ (s, g1), òî 1+k
sF = k

sF ,

èíà÷å 1+k
sF = ( k

sF \ {tsk(gn)}) ∪ {0, δ (s,g1)}.

Ïåðåõîäèì ê øàãó k+1 ýòàïà s.

(2) Ñëó÷àé (1) íå âûïîëíåí, è ñóùåñòâóþò äîïóñòèìûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Âûáåðåì ìàêñèìàëüíóþ äîïóñòèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñ íàèìåíüøèì ïðèîðèòåòîì λ = 〈g1, …, gn 〉. Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò,
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÷òî tsk(gn) ≠ δ(s, g1) è δ(s, g1)∉{tsk(g) | g∈ k
sA } (ïåðâûé ó÷àñòíèê öåïè

çàíèìàåò æèëèùå, íà êîòîðîå íåò ñïðîñà). Ïîëîæèì j = δ(s, g1).
Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè.

(2a) s
jπ  > 0

jπ . Ïîëîæèì 1+s
jπ  = s

jπ  − δ, 1+s
iπ  = s

iπ  äëÿ i ≠ j ; δ(s+1, g) =

δ(s, g) äëÿ âñåõ g∈G1, äëÿ êîòîðûõ æèëèùå δ(s+1, g) åùå íå îïðåäå-
ëåíî; r(s) = k (çäåñü è äàëåå r(s) — íîìåð ïîñëåäíåãî øàãà ýòàïà s).
Ïåðåõîäèì ê øàãó 1 ýòàïà s+1.

(2b) s
jπ = 0

jπ . Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λ íåêîððåêòíà, u(j, g1, s) =

u(δ(s,g2), g1, s). Æèëèùà j è δ(s, g2) = tsk(g1) ðàâíîöåííû äëÿ àãåíòà
g1, îí óõîäèò èç öåïè è îñòàåòñÿ â j : δ (s+1, g1) = δ (s, g1). Ïðîèçîø-
ëà îäíà ñäåëêà. Øàã k çàâåðøàåòñÿ, êàê â ñëó÷àå (1). Ïåðåõîäèì ê
øàãó k+1 ýòàïà s.

(3) Ñëó÷àè (1) è (2) íå âûïîëíåíû. Òîãäà k
sA = ∅. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî êàæäûé ïîòðåáèòåëü g — ó÷àñòíèê íåêîòîðîé ñäåëêè, ðåàëèçî-

âàííîé íà øàãå m < k, è δ (s+1, g) ìàêñèìèçèðóåò u(i, g, s) íà m
sD .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íåêîòîðîå æèëèùå i ñâîáîäíî íà øàãå k (i∈ k
sF ),

íî áûëî çàíÿòî íà îäíîì èç ïðåäøåñòâóþùèõ øàãîâ, òî s
iπ = 0

iπ ;

ñì. (2a). Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè.

(3a) s
iπ > 0

iπ  äëÿ íåêîòîðîãî i∈ k
sF  (âëàäåëåö æèëèùà i îãðàíè÷åí â

ïðåäëîæåíèè). Èç Ïðåäïîëîæåíèÿ 5 è (2a) ñëåäóåò g(i)∈G2(s) (æè-
ëèùå i ïðèíàäëåæèò ïîñòàâùèêó). Ïóñòü

h = arg min{n(g) | g∈G2(s), s
gd )(π > 0

)(gdπ }.

Ïîëàãàåì 1
)(

+s
hdπ = s

hd )(π − δ, 1+s
iπ = s

iπ  äëÿ i ≠ d(h), r(s) = k è ïåðåõîäèì

ê øàãó 1 ýòàïà s+1.

(3b) Ñëó÷àé (3a) íå âûïîëíåí, è ñóùåñòâóþò i∈I è g∈G1, òàêèå ÷òî
i = ts(g, I) è u(i, g, s) > u(δ(s+1,g), g, s) (ïîòðåáèòåëü g îãðàíè÷åí â

ñïðîñå íà æèëèùå i). Òîãäà i∉ k
sF  (èíà÷å ñóùåñòâîâàëà áû äîïóñòè-

ìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü). Èç âñåõ ïàð (g, i) âûáèðàåì ïåðâóþ â ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêîì óïîðÿäî÷åíèè, ïîðîæäåííîì íóìåðàöèÿìè n(g) è

ng(s, i). Äëÿ i, âõîäÿùåãî â âûáðàííóþ ïàðó, ïîëàãàåì 1+s
iπ = s

iπ + δ,
äëÿ ïðî÷èõ æèëèù öåíû íå ìåíÿåì. Çàìåòèì, ÷òî öåíà íà æèëèùå
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d(g), êîòîðîå ïîñòàâùèê g íà ýòàïå s íå ïðåäëàãàåò äëÿ ïðîäàæè

èëè àðåíäû (d(g)∉ 1
sD ), òîæå ìîæåò áûòü ïîâûøåíà. Ïîëàãàåì

r(s) = k è ïåðåõîäèì ê øàãó 1 ýòàïà s+1.

(3c) Ñëó÷àè (3a) è (3b) íå âûïîëíåíû. Ïîëàãàåì r(s) = k è çàâåðøà-
åì ïðîöåäóðó.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ýòàïå s EQ-ïðîöåäóðà îïðåäåëÿåò ðàçìåùå-
íèå ζs = ( j(s, g) | g∈G(s)), ãäå j(s, g) = δ(s+1, g) äëÿ g∈G1, j(s, g) = 0,
åñëè g∈G2(s) è d(g)∈{δ(s+1, h) | h∈G1}, è j(s, g) = d(g) â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ. Ðàçìåùåíèå ζs è âåêòîð öåí ps ïîðîæäàþò ðàñïðåäåëåíèå
z(s) = (zg(s) | g∈G(s)), â êîòîðîì zg(s) = (yg j (s,g)(s,ps), j(s,g)).

Ìíîæåñòâà G1, G2(s), I1, I2 è âåêòîðû

(δ(s, g) | g∈G1), (d(s, g) | g∈G(s)), (bgi(s)), ( 1
giq ( j)), ( 2

giq ( j))

çàäàþò ðûíî÷íóþ ñèòóàöèþ A(s) â íà÷àëå ýòàïà s. Íà ýòàïå s, êîòî-
ðûé çàâåðøàåòñÿ ïî ñëó÷àþ (3), EQ-ïðîöåäóðà ðàáîòàåò â òî÷íîñòè
òàê æå, êàê ρ-àëãîðèòì (ðàçäåë 2.2) äëÿ íåêîòîðîé ñõåìû ðàöèîíè-
ðîâàíèÿ ρ ∈ℜ, à ζs

 = ζ(ρ) åñòü ðàâíîâåñèå îòíîñèòåëüíî ñõåìû ρ ïðè
öåíàõ ps äëÿ ñèòóàöèè A(s). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ýòàï s íå ïîñëåä-
íèé, òî EQ-ïðîöåäóðà îïðåäåëÿåò âåêòîð öåí ps+1 è ðàçìåùåíèå ζs .
Íà íåêîòîðûõ ýòàïàõ ýòî ðàçìåùåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì èç E(ℜ)
ïðè öåíàõ ps.

Òåîðåìà 7. Åñëè τ — çàâåðøàþùèé ýòàï EQ-ïðîöåäóðû, òî (z(τ), pτ)
åñòü âàëüðàñîâî ðàâíîâåñèå äëÿ ñèòóàöèè A(τ).

Âûÿñíèì, êàê ìåíÿþòñÿ îòïðàâíûå öåíû ïîòðåáèòåëåé â òå÷åíèå
EQ-ïðîöåäóðû, à çàòåì äîêàæåì åå êîíå÷íóþ ñõîäèìîñòü. Íà ýòà-
ïå 1 îòïðàâíûå öåíû îïðåäåëÿþòñÿ òàê, êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 1.2.
Ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå îòïðàâíûõ öåí bgi(s)
ïîòðåáèòåëÿ g íà ýòàïå s > 1, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè
ug,s−1(y, i) è áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå wg(s).

Äëÿ g∈G1 è i ≠ d(s, g) îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆bgi(s) ìàêñèìóì ïî p∈P âå-
ëè÷èíû βi(s, p) = c(pi) + q(g, i, s) − c(pd (s,g)) − q(g, d(s,g), s) ïðè óñëî-

âèÿõ ygi(s, p) ≥ 
0
gy  è ug,s −1(ygi(s,p), i) ≥ ug,s−1(ygd (s,g)(s,p), d(s,g)).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü g∈G1. Îòïðàâíûå öåíû bgi(s) øàãà s > 1 — ýòî
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

bg0(s) = qg0,   bgi(s) − bgd (s,g)(s) = ∆bgi(s)   äëÿ i ≠ d(s, g). (37)
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Ïðè g∈G2(s) è i∈Jg ïîëîæèì bgi(s) = bgi äëÿ âñåõ s. Ïðè g∈G1 äëÿ
êðàòêîñòè îáîçíà÷èì

Qgj(s) = ρ  1
gjq (δ(s, g)), ag j(s) = s

s,gd )(π  + wg(s) − Qg j(s) − 0
gy .

Ëåììà 8. Ïóñòü g∈G1, j = δ(s+1, g), i∈I. Åñëè j∈I1 ∪ {δ(s, g)}, òî
bgi(s+1) = bgi(s); èíà÷å bgi(s+1) = min{bgi(s), ag j(s)}.

Ñëåäñòâèå. min{0, bgi(1)} ≤ bgi(s+1) ≤ bgi(s) äëÿ âñåõ g∈G1, i∈I è s ≥ 1.
Òàêèì îáðàçîì, îòïðàâíûå öåíû â òå÷åíèå EQ-ïðîöåäóðû íå âîç-
ðàñòàþò è îãðàíè÷åíû ñíèçó.

Ëåììà 9. Ïóñòü g∈G è i = j(s, g). Òîãäà bgi(s) − q(g, i, s) ≥ 
s
iπ . Åñëè

g∈G1, òî ygi(ps) ≥ 0
gy .

Èç Ëåììû 9 ñëåäóåò, ÷òî â EQ-ïðîöåäóðå êàæäûé ïîòðåáèòåëü äåëà-
åò âûáîð, ïðè êîòîðîì îí ïëàòåæåñïîñîáåí, ò.å. äîëæåí çàïëàòèòü â
òå÷åíèå ãîäà íå áîëüøå, ÷åì ñîáèðàëñÿ, ñîõðàíÿÿ ïðèåìëåìûé óðî-
âåíü íåæèëèùíîãî ïîòðåáëåíèÿ.

Ïóñòü Al = {ζs | s ≥ 1} è Pr = {πs | s ≥ 1} — ìíîæåñòâà âñåõ ðàçìå-
ùåíèé è âåêòîðîâ òåêóùèõ öåí ñîîòâåòñòâåííî, ïîðîæäàåìûõ
EQ-ïðîöåäóðîé.

Ëåììà 10. Ìíîæåñòâà Al è Pr êîíå÷íû.

Èç Ëåììû 10, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî òåêóùèå öåíû îãðàíè÷åíû.

Ëåììà 11. Åñëè íà ýòàïå s EQ-ïðîöåäóðû ðåàëèçîâàíû ñäåëêè, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λ = 〈g1, …, gn 〉, è n > 1, òî íàé-
äåòñÿ g∈{g1, …, gn}, òàêîå ÷òî u(δ(s,g), g, s) < u(δ(s+1,g), g, s).

Ëåììà 11 óòâåðæäàåò, ÷òî â êàæäîé ðåàëèçîâàííîé íåòðèâèàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñäåëîê õîòÿ áû îäèí èç ó÷àñòíèêîâ óëó÷øàåò
ñâîå ïîëîæåíèå. Ëåììà 12 è Òåîðåìà 8 äîêàçûâàþò êîíå÷íîñòü
EQ-ïðîöåäóðû.

Ëåììà 12. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî M, òàêîå ÷òî åñëè EQ-ïðîöåäóðà íå
çàâåðøèò ðàáîòó çà M ýòàïîâ, òî bgi(s) − bgi(s+1) ≥ δ > 0 äëÿ íåêîòî-
ðûõ g∈G1, i  è s ≤ M.

Òåîðåìà 8. Ïðåäïîëîæåíèå 8 îáåñïå÷èâàåò êîíå÷íîñòü EQ-ïðî-
öåäóðû.

Èòàê, EQ-ïðîöåäóðà çàâåðøàåòñÿ íà íåêîòîðîì ýòàïå τ (Òåîðåìà 8)
è ïîðîæäàåò âàëüðàñîâî ðàâíîâåñèå äëÿ ñèòóàöèè A(τ) (Òåîðåìà 7).

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà äàäèì íåêîòîðûå êîììåíòàðèè ê EQ-ïðî-
öåäóðå.
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1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ àãåíòîâ ðûíêà çàâèñèò îò íîìåðà
ýòàïà è íóìåðàöèè æèëèù îãðàíè÷åíû òîëüêî óñëîâèåì (34). Âñå
ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 3 îñòàíóòñÿ âåðíûìè, íî â äîêàçàòåëüñòâå Ëåì-
ìû 12 íàäî áóäåò ó÷åñòü êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ íóìåðà-
öèé. Ñëåäîâàòåëüíî, íóìåðàöèè íå îãðàíè÷èâàþò ðàçíîîáðàçèå ïî-
âåäåíèÿ àãåíòîâ ðûíêà.

2. Ñèãíàëîì ê èçìåíåíèþ öåí â EQ-ïðîöåäóðå ñëóæèò êîíåö ýòàïà. Â
ðåàëüíîñòè àãåíòû ðûíêà, êîíå÷íî, íå ìîãóò "çàìåòèòü" ýòîò ìî-
ìåíò, íî ýòî íåâàæíî. Åñëè âëàäåëåö æèëèùà õî÷åò è äîñòàòî÷íî
äîëãî íå ìîæåò åãî ïðîäàòü èëè ñäàòü â àðåíäó, òî îí ñíèæàåò öåíó.
Ïîâîäîì äëÿ ïîâûøåíèÿ öåíû ñëóæèò ïðåäëîæåíèå î ïðîäàæå èëè
àðåíäå æèëèùà, ñäåëàííîå åãî âëàäåëüöó â ìîìåíò, êîãäà æèëèùå
çàíÿòî.

3. Èç Ïðåäïîëîæåíèÿ 8 ñëåäóåò, ÷òî âñå ïàðàìåòðû EQ-ïðîöåäóðû
êðàòíû δ (ìîæíî ñ÷èòàòü èõ öåëûìè ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå åäèíè-
öû èçìåðåíèÿ). Ïîýòîìó æèëèùå, êîòîðîå áûëî åäèíñòâåííûì ëó÷-
øèì äëÿ àãåíòà äî èçìåíåíèÿ öåí íà ýòàïå s, îñòàíåòñÿ äëÿ íåãî
ëó÷øèì (âîçìîæíî, íå åäèíñòâåííûì) íà ýòàïå s+1. Èíåðöèîííîñòü
âûáîðà îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå äîïóñòèìîé, íî íåêîððåêòíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîêà îíà íå ïðîòèâîðå÷èò èíòåðåñàì ó÷àñòíèêîâ.

4. Ïî÷åìó ñíèæàåòñÿ öåíà æèëèùà i, çàíÿòîãî ïåðâûì ó÷àñòíèêîì
äîïóñòèìîé, íî íåêîððåêòíîé íà ýòàïå s öåïè? Íà i íåò ñïðîñà ïðè
òåêóùèõ öåíàõ, òàê êàê öåïü ìàêñèìàëüíà. Ïóñòü g(i) = g. Ïðè g∈G1
(æèëèùå ïðèíàäëåæèò æèëüöó) ó÷àñòèå â öåïè âûãîäíî äëÿ àãåíòà g,

åñëè îí ïðîäàñò i çà s
ip . Íî ýòî íåâîçìîæíî. Àãåíò g èùåò íàèáîëü-

øóþ öåíó, ïðè êîòîðîé íà i áóäåò ñïðîñ. Íå çíàÿ îòïðàâíûõ öåí äðó-

ãèõ ïîòðåáèòåëåé íà i, îí "íàùóïûâàåò" ýòó öåíó, óìåíüøàÿ s
iπ  íà δ.

Â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ëèáî âîçíèêíåò ñïðîñ íà i ïðè öåíå, êîòîðàÿ äå-
ëàåò ó÷àñòèå â öåïè âûãîäíûì äëÿ àãåíòà g, öåïü óäëèíèòñÿ, è àãåíò
g óæå íå áóäåò ïåðâûì åå ó÷àñòíèêîì, ëèáî îêàæåòñÿ, ÷òî ó÷àñòèå â
öåïè íåâûãîäíî äëÿ àãåíòà g ïðè ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé öåíå æèëè-
ùà i. Åñëè g∈G2 (òîãäà i — àðåíäíîå æèëèùå), òî, âûáðàâ áîëåå âû-
ãîäíîå æèëèùå, æèëåö ñîîáùàåò õîçÿèíó î ïðåêðàùåíèè àðåíäû.
Ïîñòàâùèê g èùåò (íàùóïûâàåò) öåíó, ìàêñèìèçèðóþùóþ åãî ïðè-
áûëü. Â èòîãå ëèáî ñïðîñ íà i âîçíèêíåò ïðè öåíå, íå ìåíüøåé, ÷åì
ψgi , ëèáî àãåíò g âûáåðåò i (óéäåò ñ ðûíêà) ïðè öåíå ψgi .

5. Çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè âîçðàñòàåò äëÿ ïåðâîãî ó÷àñòíèêà
ðåàëèçîâàííîé öåïè è íå óáûâàåò äëÿ îñòàëüíûõ åå ó÷àñòíèêîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé ó÷àñòíèê çàèíòåðåñîâàí â îñóùåñòâëåíèè
âñåõ ñäåëîê è ìîæåò "ïåðåðàñïðåäåëèòü" ñâîé âûèãðûø (íàïðèìåð,
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âçÿòü íà ñåáÿ ÷àñòü ôèêñèðîâàííûõ çàòðàò ïî êàæäîé ñäåëêå) òàê,
÷òîáû êàæäûé ó÷àñòíèê öåïè îêàçàëñÿ â âûèãðûøå.

6. Èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 2, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ψgi(τ) = ψgi äëÿ
âñåõ (g, i)∈G1×I è ψgd (g) = 0 äëÿ g∈G2, òî öåíû p τ óðàâíîâåøèâàþò
ðàçìåùåíèå ζτ îòíîñèòåëüíî ñèòóàöèè A(1). Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäå-
íèå äëÿ áîëåå îáùèõ ñëó÷àåâ íå äîêàçàíî.

4. ÀÃÐÅÃÈÐÎÂÀÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ

Ïîñòðîèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåò
âñå ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå âàëüðàñîâû ðàâíîâåñèÿ, èãíîðèðóÿ íå-
ñóùåñòâåííûå ïîäðîáíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Æèëèùà i è j îäíîòèïíû (i ∼ j), åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: (a) ëèáî i = j = 0, ëèáî {g(i), g( j)} ⊆ G2 è
ψg(i )i = ψg( j ) j , ëèáî {g(i), g( j)} ⊆ G1; (b) äëÿ âñÿêîãî g∈G1 èç δ(g)∉{i, j}

ñëåäóåò ψgi = ψg j , à èç δ(g)∈{i, j} ñëåäóåò bgi −
2
giq = bgj −

2
gjq .

Ìû èíòåðïðåòèðóåì ψgi êàê ÷èñòóþ ïîëåçíîñòü âûáîðà æèëèùà i äëÿ

ïîòðåáèòåëÿ g, à bgi −
2
giq  ìîæíî ñ÷èòàòü ÷èñòîé ïîëåçíîñòüþ ïðîæè-

âàíèÿ â i. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (b) ïðåäøåñòâóþùåãî îïðåäåëå-
íèÿ òðåáóåò, ÷òîáû ÷èñòûå ïîëåçíîñòè ïðîæèâàíèÿ â îäíîòèïíûõ
æèëèùàõ áûëè ðàâíû äëÿ ïîòðåáèòåëÿ, çàíèìàþùåãî îäíî èç ýòèõ
æèëèù, è ÷èñòûå ïîëåçíîñòè âûáîðà îäíîòèïíûõ æèëèù ñîâïàäàëè
äëÿ ïîòðåáèòåëÿ, çàíèìàþùåãî íåêîòîðîå äðóãîå æèëèùå. Åñëè
0 = i ≠ j, òî óñëîâèå (a) ïðåäøåñòâóþùåãî îïðåäåëåíèÿ íå âûïîëíå-
íî (ïîòîìó ÷òî çíà÷åíèå g(0) íå îïðåäåëåíî); ïîýòîìó ôèêòèâíîå è
íåôèêòèâíîå æèëèùà íå ìîãóò áûòü îäíîòèïíûìè. Çàìåòèì òàêæå,
÷òî i ∼ j äëÿ âñåõ i.

Îïðåäåëåíèå. Âàëüðàñîâî ðàâíîâåñèå (z, p) íàçîâåì íîðìàëüíûì,
åñëè pi = pj ïðè i ∼ j (öåíû îäíîòèïíûõ æèëèù ñîâïàäàþò).

Ëåììà 13. Äëÿ ëþáîãî âàëüðàñîâà ðàâíîâåñèÿ (z, p) ñóùåñòâóåò
íîðìàëüíîå ðàâíîâåñèå (z0, p0), òàêîå ÷òî ζ(z0) = ζ(z).

Îïðåäåëåíèå. Àãåíòû g è h âõîäÿò â îäíó ãðóïïó (g ≈ h), åñëè âû-
ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: ëèáî {g, h} ⊆ G1, ëèáî {g, h} ⊆ G2; èç

{g, h} ⊆ G1 ñëåäóåò wg = wh, ψgi = ψhi äëÿ i∉{δ(g), δ(h)} è bgi −
2
giq =

bhi −
2
hiq  äëÿ i∈{δ(g), δ(h)}; èç {g, h} ⊆ G2 ñëåäóåò d(g) ∼ d(h).
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Ëåììà 14. Ïóñòü (z, p) — íîðìàëüíîå ðàâíîâåñèå è g ≈ h. Åñëè
δ(g) ∼ δ(h) è {g, h} ⊆ G1, òî ug(z) = uh(z); åñëè {g, h} ⊆ G2, òî
ug(z) − uh(z) = wg − wh .

Ïî Ëåììå 14 ïîòðåáèòåëè îäíîé ãðóïïû, ïåðâîíà÷àëüíî çàíèìàþ-
ùèå îäíîòèïíûå æèëèùà, è ïîñòàâùèêè îäíîé ãðóïïû ñ ðàâíûìè
äîõîäàìè èìåþò â íîðìàëüíîì ðàâíîâåñèè îäèíàêîâûå ïîëåçíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Íîðìàëüíîå ðàâíîâåñèå (z, p) íàçîâåì ñòàíäàðòíûì,
åñëè èç j(z, g) ∼ δ(g) ñëåäóåò j(z, g) = δ(g) äëÿ g∈G1 (íèêàêîé ïîòðåáè-
òåëü íå ìåíÿåò èñõîäíî çàíÿòîå èì æèëèùå íà îäíîòèïíîå).

Òåîðåìà 9. Äëÿ âñÿêîãî íîðìàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ (z, p) ñóùåñò-
âóåò ñòàíäàðòíîå ðàâíîâåñèå (z0, p), òàêîå ÷òî j(z0, g) ∼ j(z, g) äëÿ
âñåõ g∈G1.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíÿÿ öåíû íåêîòîðûõ æèëèù è ðàñïðåäåëåíèå
äåíåã, ìîæíî ïåðåéòè îò ïðîèçâîëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ê íîðìàëüíîìó
ðàâíîâåñèþ. Çàòåì, çàìåíÿÿ æèëèùà, âûáðàííûå íåêîòîðûìè àãåí-
òàìè, íà ðàâíîöåííûå, ìîæíî ïåðåéòè ê ñòàíäàðòíîìó ðàâíîâåñèþ.
Ñðåäè âñåõ ðàâíîâåñèé, îïèñàííûõ çàäà÷àìè T è T*, òîëüêî ñòàí-
äàðòíûå ìîãóò âîçíèêàòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì âñëåäñòâèå ðûíî÷-
íîé êîíêóðåíöèè ïðè ïîëíîé èíôîðìàöèè. Òåïåðü ïîñòðîèì çàäà÷ó
AT, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ñòàíäàðòíûå ðàâíîâåñèÿ òàê æå, êàê çàäà÷à T
îïèñûâàåò âñå âàëüðàñîâû ðàâíîâåñèÿ.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: I(n) — ìíîæåñòâî âñåõ
æèëèù òèïà n (ôèêòèâíûå æèëèùà èìåþò òèï 0); àãåíòà g ãðóïïû h
íàçîâåì (n, h)-àãåíòîì, åñëè δ(g)∈I(n) (òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâùèêè
ãðóïïû h — ýòî (0, h)-àãåíòû); GC — ìíîæåñòâî âñåõ ãðóïï ïîòðåáè-
òåëåé è GS — ìíîæåñòâî âñåõ ãðóïï ïîñòàâùèêîâ. Åñëè h∈GS, òî âñå
ïîñòàâùèêè ãðóïïû h âëàäåþò æèëèùàìè îäíîãî òèïà. Îáîçíà÷èì
ýòîò òèï ÷åðåç τ(h); G(h, n) — ìíîæåñòâî âñåõ (n, h)-àãåíòîâ; â ÷àñò-
íîñòè, åñëè h∈GS, òî G(h, 0) — ýòî ãðóïïà h  ïîñòàâùèêîâ.

Èç Ïðåäïîëîæåíèÿ 1' è îïðåäåëåíèé c î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò óò-
âåðæäåíèå Ëåììû 15: æèëèùà òèïà τ(h) — ýòî æèëèùà, ïðèíàäëå-
æàùèå ïîñòàâùèêàì ãðóïïû h .

Ëåììà 15. Åñëè h∈GS, òî I(τ(h)) = {d(g) | g∈G(h, 0)}.

Ïóñòü U — ìíîæåñòâî âñåõ òðîåê (n, k, h), òàêèõ ÷òî I(k) ∩ (∪g∈G(h,n) Jg) ≠ ∅
(íåêîòîðûå (n, h)-àãåíòû ìîãóò âûáèðàòü æèëèùà òèïà k). Äëÿ (n, k,
h)∈U îïðåäåëèì âåëè÷èíû ankh òàêèì îáðàçîì: åñëè h∈GC, g∈G(h, n)
è i∈I(k), òî ankh = ψgi ïðè k ≠ n è annh = ψgδ(g); åñëè h∈GS è g∈G(h, 0),
òî a00h = ψg0 = 0 è a0τ(h)h = ψgd (g). Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò èí-
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òåðïðåòèðîâàòü ankh êàê ÷èñòóþ ïîëåçíîñòü æèëèù èç I(k) äëÿ (n, h)-
àãåíòîâ.

Ëåììà 16. Îïðåäåëåíèå âåëè÷èí ankh êîððåêòíî.

Ïîëîæèì Cn = |I(n)|, Dhn = |G(h, n)|. Äëÿ êàæäîé òðîéêè (n, k, h)∈U
ââåäåì ïåðåìåííóþ Xnkh  — ÷èñëî (n, h)-àãåíòîâ, âûáèðàþùèõ æè-
ëèùà òèïà k.

Çàäà÷à AT (àãðåãèðîâàííàÿ çàäà÷à T) èìååò âèä

max ∑n,k,h ankh
 Xnkh   ïðè óñëîâèÿõ

∑k Xnkh = Dhn , (38)

∑m,h Xmkh ≤ Ck , (39)

X ≥ 0.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî C0 â (39) äîñòàòî÷íî âåëèêî. Î÷åâèäíî, ÷òî
ïðè Xnkh = ∑g∈G (h,n)∑i∈I (k) xgi , ãäå xgi — ïåðåìåííûå çàäà÷è T, óñëîâèå
(38) åñòü ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ îãðàíè÷åíèé (12) ïî g∈G(h, n), à
(39) — ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ îãðàíè÷åíèé (13) ïî i∈I(k).

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à AT* èìååò âèä

min (∑h,n Dhn
 γhn + ∑k Ck

 πk)   ïðè óñëîâèÿõ  γhn + πk ≥ ankh ,  πk ≥ 0.

Ëåììà 17 óòâåðæäàåò, ÷òî ðàçìåùåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äîïóñòè-
ìîìó ðåøåíèþ çàäà÷è AT, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, ñëåäóþùåìó èç
Ïðåäïîëîæåíèÿ 1': ïîòðåáèòåëü ìîæåò âûáðàòü æèëèùå, ïðèíàäëå-
æàùåå ïîñòàâùèêó, òîëüêî åñëè ýòîò ïîñòàâùèê âûáåðåò íóëü.

Ëåììà 17. Åñëè h∈GS è X — äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è AT, òî
∑m∑a∈GC Xm τ (h)a ≤ X00h .

Òåîðåìà 10. Åñëè (z, p) — ñòàíäàðòíîå ðàâíîâåñèå, x = x(z), Xnkh =
∑g∈G (h,n)∑i∈I (k) xgi äëÿ (n, k, h)∈U, γhn = αg(z, p) äëÿ g∈G(h, n) è
πk = c(pi) äëÿ i∈I(k), òî X è (γ, π) — îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ AT è
AT* ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè X — öåëî÷èñëåííîå (â ÷àñòíîñòè, áàçèñ-
íîå) îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è AT, (γ, π) — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

çàäà÷è AT*, iπ = πk äëÿ i∈I(k) è π = ( iπ | i∈I), òî ñóùåñòâóåò áàçèñíîå

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x çàäà÷è T, òàêîå ÷òî (z(x, π ), r(π )) — ñòàí-

äàðòíîå ðàâíîâåñèå è Xnkh = ∑g∈G (h,n)∑i∈I (k) xgi .

Èòàê, çàäà÷è AT è AT* îïèñûâàþò â òî÷íîñòè âñå ñòàíäàðòíûå ðàâíî-
âåñèÿ. Êàæäîìó öåëî÷èñëåííîìó îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è AT
ñîîòâåòñòâóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ðàâíîâåñíûõ
ðàñïðåäåëåíèé, ðàçëè÷àþùèõñÿ íåñóùåñòâåííî: òîëüêî ðàñïðåäåëå-
íèåì æèëèù òèïà k ñðåäè (n, h)-àãåíòîâ äëÿ íåêîòîðûõ òðîåê (n, k, h).
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Äîïóñòèì, ÷òî æèëèùå i ïðèíàäëåæèò ïîñòàâùèêó g. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî â ðàâíîâåñèè ñîèçìåðèìàÿ öåíà πi íå ìåíüøå, ÷åì ψgi
(Ëåììà 3). Åñëè πi > ψgi, òî æèëèùå çàíÿòî ïîòðåáèòåëåì (Ëåììà 2),
à ïðè πi = ψgi æèëèùà 0 è i ðàâíîöåííû äëÿ àãåíòà g è ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî îí âûáèðàåò i. Ïîýòîìó îïðàâäàíî ñëåäóþùåå ïðåäïîëî-
æåíèå.

Ïðåäïîëîæåíèå 9. Â ðàâíîâåñèè êàæäûé ïîñòàâùèê âûáèðàåò
ïðèíàäëåæàùåå åìó æèëèùå, åñëè îíî íå ïîëüçóåòñÿ ñïðîñîì.

Òåïåðü â çàäà÷å AT óñëîâèå (39) äëÿ k = τ(b) ìîæíî çàïèñàòü êàê ðàâåí-
ñòâî: ∑m∑h∈GC Xmkh + X0τ(b)b = Ck. Óñëîâèå (38) äëÿ n = 0 è h = b∈GS
èìååò âèä X00b + X0τ(b)b = Db0. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ Db0 = Cτ(b) (Ëåììà
15), ïîëó÷èì ∑m∑h∈GC Xmτ(b)b = X00b. Ïîëîæèì bnkh = ankh − a0kb, åñëè k =
τ(b) äëÿ b∈GS, è bnkh = ankh â äðóãèõ ñëó÷àÿõ. Ïåðåìåííàÿ X00h âõîäèò â
öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è AT ñ êîýôôèöèåíòîì a00h = 0, ïîýòîìó

∑n,k,h ankh
 Xnkh = ∑n,k∑h∈GC ankh

 Xnkh + ∑h∈GS a0τ(h)h
 X0τ(h)h =

                      =∑n,k∑h∈GC bnkh
 Xijh + ∑h∈GS a0τ(h)h

 Dh0.

Èñêëþ÷àÿ ïåðåìåííûå X0τ(b)b äëÿ b∈GS ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ óñëîâèÿì (39), ïîëó÷èì çàäà÷ó ATC: max∑n,k∑h∈GC bnkh

 Xijh ïðè
óñëîâèÿõ ∑k Xnkh = Dhn äëÿ h∈GC, ∑m∑h∈GC Xmkh ≤ Ck, X ≥ 0. Çàäà÷à ATC
íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòàâùèêàìè. Ýòî åå ñâîéñòâî
íàì ïîíàäîáèòñÿ â ðàçäåëå 6.

Ïðè Ïðåäïîëîæåíèè 9 çàäà÷è AT è ATC ýêâèâàëåíòíû. Ïîýòîìó çà-
äà÷è ATC è ATC* îïèñûâàþò âñå ñòàíäàðòíûå ðàâíîâåñèÿ, óäîâëå-
òâîðÿþùèå Ïðåäïîëîæåíèþ 9. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îöåíêà îãðàíè÷åíèÿ
(39) â çàäà÷å AT áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè â çàäà÷å ATC íà
ψbk , åñëè k = τ(b); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îöåíêè ñîâïàäàþò. Äðóãèìè
ñëîâàìè, çàäà÷à ATC* âûäåëÿåò èç ñîèçìåðèìîé öåíû æèëèùà i,
ïðèíàäëåæàùåãî ïîñòàâùèêó g, "êîíêóðåíòíóþ íàäáàâêó" ê ìèíè-
ìàëüíîé öåíå ψgi .

5. ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÀß ÑÒÀÒÈÊÀ

Àíàëèç ñðàâíèòåëüíîé ñòàòèêè â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè îñëîæíåí
òåì, ÷òî èñõîäíàÿ ñèòóàöèÿ îïðåäåëÿåò ðàâíîâåñèå, êàê ïðàâèëî, íå
åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ðàçíûå ñèñòåìû öåí ìîãóò óðàâíîâåøèâàòü
îäíî ðàñïðåäåëåíèå, è ðàçíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü óðàâíî-
âåøåíû îäíîé ñèñòåìîé öåí. Àãðåãèðîâàíèå (ðàçäåë 4) íå ñíèìàåò
ýòó ïðîáëåìó. Ïîýòîìó ïîêà äîñòàòî÷íî ïîëíî ïðîàíàëèçèðîâàíû
òîëüêî ïîñëåäñòâèÿ ïîÿâëåíèÿ íà ðûíêå äîïîëíèòåëüíîãî ñâîáîäíî-
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ãî æèëèùà. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ àíàëè-
çîì ïîñëåäñòâèé ñòèìóëèðîâàíèÿ æèëèùíîãî ñòðîèòåëüñòâà â êíèãå
(Æèëèùíàÿ ýêîíîìèêà, 1996, ñ. 130–131).

Öåíó äîïîëíèòåëüíîãî æèëèùà â ðàâíîâåñèè äëÿ íîâîé ñèòóàöèè
ìîæíî ñðàâíèâàòü òîëüêî ñ öåíîé îäíîòèïíîãî æèëèùà â èñõîäíîé
ñèòóàöèè. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûå ðàâíîâåñèÿ, îïèñàííûå
çàäà÷åé AT.

Ïóñòü f0(A) — îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â çàäà÷å AT
äëÿ ðûíî÷íîé ñèòóàöèè A. Ïî Ñëåäñòâèþ 1 èç Òåîðåìû 2 è Òåîðåìå
10 âñå âàëüðàñîâû ðàâíîâåñèÿ äëÿ èñõîäíîé ñèòóàöèè A èìåþò èí-
âàðèàíòíóþ õàðàêòåðèñòèêó F0(A) = ∑g wg + f0(A). Ýòî ñóììà ïîëåç-
íîñòåé âñåõ àãåíòîâ â ðàâíîâåñèè äëÿ ñèòóàöèè A. Àâòîðû ðàáîòû
(Bevia, Quinzii, Silva, 1999, ñ. 9) íàçûâàþò âåëè÷èíó F0(A) îáùåñòâåí-
íûì áëàãîì, ïîðîæäåííûì ìíîæåñòâîì æèëèù I.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèòóàöèÿõ A1 è A2 ìíîæåñòâà ïîòðåáèòåëåé, èñ-
õîäíûå ðàçìåùåíèÿ è ïîëåçíîñòè æèëèù ñîâïàäàþò, íî â ñèòóàöèè
A2 åñòü îäíî äîïîëíèòåëüíîå ñâîáîäíîå æèëèùå d òèïà j äëÿ íåêî-
òîðîãî j∈I. Ñâîáîäíîå â ñèòóàöèè A2 æèëèùå d ìîæåò ïðèíàäëåæàòü
òîëüêî ïîñòàâùèêó. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ îäíîòèïíûõ æèëèù ñëåäó-
åò, ÷òî âñå æèëèùà òèïà j ïðèíàäëåæàò ïîñòàâùèêàì è â ñèòóàöèè A2
åñòü îäèí äîïîëíèòåëüíûé ïîñòàâùèê f. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ñèòóà-
öèè A1 ýòîò ïîñòàâùèê íå ïðåäëàãàåò æèëèùå d äëÿ ïðîäàæè (àðåí-
äû) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåò ïîëåçíîñòü wf + ψf j .

Òàêèì îáðàçîì, â ðàâíîâåñèè äëÿ ñèòóàöèè A1 ñóììà ïîëåçíîñòåé
âñåõ àãåíòîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ñèòóàöèè A2, ðàâíà F0(A1) + wf + ψf j .
Ïîýòîìó "îáùåñòâåííóþ ïîëåçíîñòü" æèëèùà d ìîæíî îöåíèòü ðàç-
íîñòüþ δ = F0(A2) − [F0(A1) + wf + ψf j]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Π(A) ìíîæå-
ñòâî âñåõ âåêòîðîâ ñîèçìåðèìûõ öåí, ñîîòâåòñòâóþùèõ öåíàì ñòàí-
äàðòíûõ ðàâíîâåñèé äëÿ ñèòóàöèè A. Ïðåäëîæåíèå 3.1 èç ðàáîòû
(Bevia, Quinzii, Silva, 1999) â íàøåì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùå-
ìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 11. max{πj | π∈Π(A2)} − ψf j ≤ δ ≤ min{πj | π∈Π(A1)} − ψf j .

Àâòîðû ðàáîòû (Bevia, Quinzii, Silva, 1999, ñ. 9) òðàêòóþò âåëè÷èíó δ
êàê îáùåñòâåííóþ ïîëåçíîñòü æèëèùà òèïà j â ñèòóàöèè A2 è ïîëåç-
íîñòü "ñëåäóþùåãî íàèëó÷øåãî èñïîëüçîâàíèÿ" òàêîãî æèëèùà â ñè-
òóàöèè A1 (δ ≥ 0 ïî Ëåììå 3). Èç Òåîðåìû 11 ñëåäóåò, ÷òî δ + ψf j —
íèæíÿÿ ãðàíèöà ñîèçìåðèìûõ öåí íà æèëèùà òèïà j â ñòàíäàðòíûõ
ðàâíîâåñèÿõ äëÿ A1 è âåðõíÿÿ ãðàíèöà ñîèçìåðèìûõ öåí íà òàêèå
æèëèùà â ñòàíäàðòíûõ ðàâíîâåñèÿõ äëÿ A2.

Íà äîïîëíèòåëüíîå æèëèùå j íå áóäåò ñïðîñà â òîì ñëó÷àå, åñëè
min{πj | π∈Π(A1)} < ψf j ; åñëè æå max{πj | π∈Π(A2)} > ψf j , òî íà æèëèùå
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j ñïðîñ áóäåò. Òåîðåìà 10 óêàçûâàåò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ δ. Êðîìå
òîãî, ìèíèìàëüíóþ (ìàêñèìàëüíóþ) ñîèçìåðèìóþ öåíó ðàâíîâåñèÿ
íà æèëèùà òèïà j â ïðîèçâîëüíîé ñèòóàöèè A ìîæíî íàéòè, ðåøèâ
ëèíåéíóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè (ìàêñèìèçàöèè) πj ïðè óñëîâèÿõ
γhi + πk ≥ aikh ,  F(A; γ, π) ≤ f0(A), π ≥ 0 (çäåñü F(A; γ, π) — öåëåâàÿ ôóíê-
öèÿ çàäà÷è AT* äëÿ ñèòóàöèè A). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âû÷èñëèòü
ãðàíèöû öåí ñòàíäàðòíûõ ðàâíîâåñèé è âûÿñíèòü, áóäåò ëè ñïðîñ íà
äîïîëíèòåëüíîå æèëèùå êàæäîãî òèïà.

Èçìåíåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè ïîÿâëåíèè íîâîãî ñâîáîäíîãî æèëèùà
ìîæíî èçó÷èòü ïîäðîáíåå, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ìîìåíò âàðèà-
öèè ðûíîê íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îñíîâíóþ
(íåàãðåãèðîâàííóþ) ìîäåëü.

Äëÿ èñõîäíîé ñèòóàöèè A îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçìåùåíèå
ζ(A): ζg(A) = δ(g), åñëè g∈G1; ζg(A) = 0, åñëè g∈G2 è d(g)∈{δ(g) | g∈G1};
ζg(A) = d(g) â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Îïðåäåëåíèå. Ðàçìåùåíèå ζ = (ζg | g∈G) íàçîâåì ðàâíîâåñíûì,
åñëè ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå (z, p), òàêîå ÷òî ζ = ζ(z) (ðàçäåë 1.1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèòóàöèè A1 ðûíîê íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, ò.å.
ðàçìåùåíèå ζ(A1) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàâíî-
âåñèå e1 = (z1, p1), òàêîå ÷òî ζ(A1) = ζ(z1), â ÷àñòíîñòè δ(g) = j(z1, g)
äëÿ âñåõ g∈G1. Ïîëîæèì π1 = c(p1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîæåñòâî
âñåõ æèëèù, ñâîáîäíûõ â ñèòóàöèè A1, F = {0} ∪ (I \ {δ(g) | g∈G}).
Äîáàâëÿÿ ñâîáîäíîå æèëèùå j  âî ìíîæåñòâî I è âêëþ÷àÿ åãî âëà-
äåëüöà-ïîñòàâùèêà g( j) âî ìíîæåñòâî G2, ìû ïðåâðàòèì ñèòóàöèþ
A1 â ñèòóàöèþ A2. Ïóñòü λ = 〈 j(1), …, j(n+1)〉 — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýëåìåíòîâ èç I ∪ {j}.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λ äîïóñòèìà, åñëè j(s) ≠ j(k) ïðè
s < k ≤ n, j(s) ≠ 0 ïðè 1 < s ≤ n, j(n+1)∈F  ∪ {j(1), j} è äëÿ âñÿêîãî s ≤ n
ñóùåñòâóåò àãåíò g(s), òàêîé ÷òî j(s) = j(z1, g(s)) è j(s+1)∈Jg(s).

Äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λ îïèñûâàåò ïåðåìåùåíèÿ àãåíòîâ,
âîçìîæíûå â ñèòóàöèè A1: àãåíò gs , âûáðàâøèé â èñõîäíîì ðàâíî-
âåñèè æèëèùå j(s), âûáèðàåò j(s+1). Íàçîâåì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü öèêëîì, åñëè j(n+1) = j(1), è öåïüþ â äðóãèõ ñëó÷àÿõ. Èç îïðå-
äåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íóëü ìîæåò áûòü òîëüêî êðàéíèì ýëåìåíòîì
öåïè. Ïîñëåäíèé ó÷àñòíèê öåïè âûáèðàåò æèëèùå, ñâîáîäíîå â ñè-
òóàöèè A1 (öåïü ïåðâîãî òèïà), èëè j (öåïü âòîðîãî òèïà).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü λ = 〈 j(1), …, j(n+1)〉 — äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, j(s) = j(z1, g(s)) äëÿ s ≤ n ; λ ðåàëèçîâàíà â ðàâíîâåñèè
e = (z, p) äëÿ ñèòóàöèè A2, åñëè j(s+1) = j(z, g(s)) äëÿ s ≤ n, è íåòðèâè-
àëüíà, åñëè n > 0.
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Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λ = 〈 j(1), …, j(n+1)〉 ïîëîæèì I(λ) = {j(s) | 1 ≤
s ≤ n+1} (ìíîæåñòâî æèëèù, ó÷àñòâóþùèõ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λ).
Ïóñòü P(A) — ìíîæåñòâî âñåõ ñèñòåì öåí ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèòóàöèè

A. Äëÿ p∈P(A2) è i∈I ïîëîæèì δi(p) = 1
iπ  − c(pi) (ðàçíîñòü ñîèçìåðè-

ìûõ öåí íà æèëèùå i  â ðàâíîâåñèÿõ e1 è (z, p)).

Ëåììà 18. Ïóñòü e = (z, p) — ðàâíîâåñèå äëÿ ñèòóàöèè A2 è λ =
〈 j(1), …, j(n+1)〉 — ðåàëèçîâàííàÿ â e ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. (à) Åñëè
j(s+1) ≠ j, òî δj (s)(p) ≤ δj (s+1)(p). (b) Åñëè λ — öèêë, òî δi(p) îäèíàêîâû
äëÿ âñåõ i∈I(λ). (c) Åñëè λ — öåïü, òî δi(p) ≥ 0 äëÿ i∈I(λ) \ {j}. (d) Åñëè
λ — öåïü ïåðâîãî òèïà, òî δi(p) = 0 äëÿ i∈I(λ).

Â ñèòóàöèè A1 æèëèùå j îòñóòñòâóåò è öåíà 1
jp  íå îïðåäåëåíà. Ïî-

ýòîìó ìû èñêëþ÷àåì j èç ðàññìîòðåíèÿ â óòâåðæäåíèÿõ (a) è (c)
Ëåììû 18. Êîíå÷íî, òîëüêî îäíà öåïü âòîðîãî òèïà ìîæåò áûòü ðåà-
ëèçîâàíà ïðè àäàïòàöèè ðûíêà, íàõîäÿùåãîñÿ â ðàâíîâåñèè e1, ê ïî-
ÿâëåíèþ æèëèùà j (îò äðóãèõ äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé àãåíòû ðûí-
êà íè÷åãî íå âûèãðûâàþò). Íî Ëåììà 18 ñðàâíèâàåò ñ e1 ëþáîå ðàâ-
íîâåñèå äëÿ ñèòóàöèè A2. Â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü íåòðè-
âèàëüíûå íåóëó÷øàþùèå "ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçëè÷èé" ìåæäó
ðàâíîâåñèÿìè.

Èç Ëåììû 18 ñëåäóåò, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîèçìåðèìûìè öåíàìè
1
iπ  öåíû c(pi) èçìåíÿþòñÿ íà îäèíàêîâóþ âåëè÷èíó â ðåàëèçîâàííîì

öèêëå, íå èçìåíÿþòñÿ â ðåàëèçîâàííîé öåïè ïåðâîãî òèïà è íå âîç-
ðàñòàþò â ðåàëèçîâàííîé öåïè âòîðîãî òèïà. Ïðè ýòîì â öåïè âòîðî-
ãî òèïà æèëèùå äåøåâååò òåì ñèëüíåå, ÷åì îíî áëèæå ê j. Ïîëàãàÿ,
÷òî ðåàëèçîâàííàÿ öåïü âòîðîãî òèïà âåäåò îò "õóäøèõ" æèëèù ê
"ëó÷øèì", ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî "ëó÷øåå" æèëèùå äåøåâååò íå
ìåíüøå, ÷åì "õóäøåå".

Ïóñòü e = (z, p) — ðàâíîâåñèå äëÿ ñèòóàöèè A2. ßñíî, ÷òî êàæäûé
àãåíò g∈G âõîäèò â ðåàëèçîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (âîçìîæíî,
òðèâèàëüíóþ). Îäíà èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìàêñèìàëüíà ïî
âêëþ÷åíèþ; îáîçíà÷èì åå λg(z).

Ëåììà 19. Åñëè (z, p) — ðàâíîâåñèå äëÿ ñèòóàöèè A2 è j∉I(λg(z)), òî
vgδ(g)(p) = ug(z).

Èç Ëåììû 19 ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåùåíèå, ïîëó÷åííîå "îòìåíîé" âñåõ
ñäåëîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ öèêëàì è öåïÿì ïåðâîãî òèïà â ðàâíîâå-
ñèè (z, p) äëÿ ñèòóàöèè A2, ìîæåò áûòü óðàâíîâåøåíî öåíàìè p. Ñ
ýòèì óòâåðæäåíèåì ñâÿçàíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå. Ðàâíîâåñèå e = (z, p) äëÿ ñèòóàöèè A2 íàçîâåì ïðî-
ñòûì, åñëè åäèíñòâåííîé ðåàëèçîâàííîé â íåì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ÿâëÿåòñÿ öåïü âòîðîãî òèïà.

Ïóñòü SE — ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ðàâíîâåñèé, λ(e) äëÿ e∈SE —
åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (öåïü âòîðîãî òèïà), ðåàëèçîâàí-
íàÿ â ðàâíîâåñèè e, L = {λ(e) | e∈SE}, SE(λ) = {e∈SE | λ(e) = λ}.

Âñå ðàâíîâåñèÿ èç SE(λ) ïîðîæäàþò îäíî ðàçìåùåíèå, îáîçíà÷èì åãî
ζ(λ). Èìåííî ðàçìåùåíèÿ ζ(λ) äëÿ λ∈L ìîãóò âîçíèêàòü âñëåäñòâèå
ïðèñïîñîáëåíèÿ ê ñèòóàöèè A2 ðûíêà, íàõîäÿùåãîñÿ â ðàâíîâåñèè e1.
Åñëè L ≠ ∅, òî èç Òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî L — ýòî ìíîæåñòâî âñåõ äî-
ïóñòèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 〈j(1), …, j(n+1)〉, ìàêñèìèçèðóþùèõ

∑ n
s 1= (ψg(s)j(s+1) − ψg(s)j(s)) ïðè óñëîâèÿõ j(n+1) = j è j(s) = j(z1, g(s)) äëÿ

s ≤ n. Íèæå îïèñàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà L.

Ïóñòü J = I ∪ { j }, H2 = G2 ∪ {g( j )} (ìíîæåñòâà æèëèù è ïîñòàâùèêîâ
ñîîòâåòñòâåííî â ñèòóàöèè A2). Îïèøåì ìíîæåñòâî Kg, èç êîòîðîãî
àãåíò g âûáèðàåò æèëèùå â ñèòóàöèè A2 : Kg = J äëÿ g∈G1, Kg = (d(g), 0)
äëÿ g∈H2. Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè k(g) = j(z1, g) ïðè g∈G. Ðàññìîò-
ðèì ãðàô Γ = (J, U) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí J è ìíîæåñòâîì äóã
U = {(k(g), i) | g∈G, i∈Kg} ∪ {(0, d(g)) | g∈G2} ∪ {(0, 0)}. Âåñ c(k, i)
äóãè (k, i) îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: c(k, i) = ψgi − ψgk , åñëè
k = k(g); c(k, i) = ψgi , åñëè (k, i) = (0, d(g)) äëÿ g∈G2; c(0, 0) = 0. Ïóòü
µ = 〈i1, …, ik 〉  â ãðàôå Γ èìååò âåñ ∆(µ) = ∑s c(is , is+1).

Ïóñòü ãðàô Γ1 ïîëó÷åí èç ãðàôà Γ äîáàâëåíèåì äóãè ( j, 0) ñ âåñîì
c( j, 0) = −ψg( j ) j . Ïîñêîëüêó e1 — ðàâíîâåñèå, èç Òåîðåìû 2 ñëåäóåò,
÷òî âñÿêèé ìàêñèìàëüíûé ïî âëîæåíèþ ïðîñòîé ïóòü ïîëîæèòåëüíî-
ãî âåñà â Γ1 ñîîòâåòñòâóåò öåïè âòîðîãî òèïà (â ÷àñòíîñòè, â Γ1 íåò
ïîëîæèòåëüíûõ öèêëîâ è öåïåé ïåðâîãî òèïà). Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïðîñòîé ïóòü ìàêñèìàëüíîãî âåñà â ëþáóþ âåðøèíó ãðàôà Γ1.

ßñíî, ÷òî SE ≠ ∅, åñëè è òîëüêî åñëè â Γ1 ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïóòü ñ
íåîòðèöàòåëüíûì âåñîì, çàâåðøàþùèéñÿ äóãîé ( j, 0). Íî c( j, 0) =
−ψg( j ) j  ≤ 0, ïîýòîìó SE ≠ ∅, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò öåïü λ
âòîðîãî òèïà (ïðîñòîé íåçàìêíóòûé ïóòü â ãðàôå Γ, âåäóùèé â j) ñ
âåñîì ∆(λ) ≥ ψg( j ) j . Âñå ïðîñòûå ïóòè ìàêñèìàëüíîãî âåñà â ãðàôå Γ,
âåäóùèå â j, ìîæíî íàéòè îäíèì èç èçâåñòíûõ ýôôåêòèâíûõ àëãî-
ðèòìîâ; ñì., íàïðèìåð, (Minieka, 1978, Section 3.2). Åñëè ýòè ïóòè
èìåþò âåñ, íå ìåíüøèé, ÷åì ψg( j ) j , òî êàæäîìó èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λ∈L , ïîðîæäàþùàÿ ïðîñòîå ðàâíîâåñèå.
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Çàôèêñèðóåì λ = 〈 j(1), …, j(n), j(n+1) = j 〉 ∈ L . Â äàëüíåéøåì áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî e = (z, p)∈SE(λ). Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà öåí p âîç-
íèêëà â ðåçóëüòàòå ïðèñïîñîáëåíèÿ ðûíêà ê ñèòóàöèè A2 èç ðàâíî-
âåñèÿ e1 (íàïðèìåð, ïîñðåäñòâîì ìåõàíèçìà, îïèñàííîãî â ðàçäå-
ëå 3), òî p ≤ p1. Íî, âîîáùå ãîâîðÿ, â ðàâíîâåñèè èç ìíîæåñòâà
SE(λ) íåêîòîðûå öåíû ìîãóò áûòü âûøå, ÷åì â e1. Êàê ïîêàçûâàåò
Òåîðåìà 12, ýòè öåíû ìîæíî ñíèçèòü äî óðîâíÿ p1.

Äëÿ p∈P(A2) ïîëîæèì ip  = min{ 1
ip , pi} äëÿ i∈I, jp  = pj è p  = ( ip | i∈J).

Òåîðåìà 12. Åñëè (z, p)∈SE(λ) è gz = (ygj(z, g)( p ), j(z, g)), òî ( z , p ) ∈

SE(λ).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçìåùåíèå ζ (λ), óðàâíîâåøåííîå öåíàìè p, ìî-

æåò áûòü óðàâíîâåøåíî è öåíàìè p (Demange, Gale, 1985, ñ. 881).

Äëÿ áîëåå îáùåé ìîäåëè àâòîðû ðàáîòû (Bevia, Quinzii, Silva, 1999,
Theorem 3.10) äîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî ñèñòåì öåí ðàâíîâåñèÿ åñòü
ðåøåòêà. Ýòî âåðíî è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè: ìíîæåñòâî P(A)
åñòü ðåøåòêà äëÿ ëþáîé ñèòóàöèè A. Îòñþäà, îäíàêî, íå ñëåäóåò

Òåîðåìà 12, òàê êàê â îïðåäåëåíèè âåêòîðà p  ó÷àñòâóþò ðàâíîâåñ-

íûå öåíû äëÿ ðàçíûõ ñèòóàöèé. Ëåììà 3 îáîñíîâûâàåò ñëåäóþùåå
ïðåäïîëîæåíèå.

Ïðåäïîëîæåíèå 10. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 1
iπ ≥ ψg(i )i , åñëè g(i)∈G2.

Ïîëîæèì H = G ∪ {g(j)} (ìíîæåñòâî âñåõ àãåíòîâ ðûíêà â ñèòóà-
öèè A2). Ïðèìåíÿÿ êîíñòðóêöèþ, ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå (Quinzii,
1984, Theorem 3), ìîæíî ïîñòðîèòü äâå èíòåðåñíûå ñèñòåìû öåí
ðàâíîâåñèÿ äëÿ ðàçìåùåíèÿ ζ(λ) = ( j(λ, g) | g∈H).

Ïóñòü µi äëÿ i∈J — ïðîñòîé ïóòü ìàêñèìàëüíîãî âåñà â ãðàôå Γ, çà-

âåðøàþùèéñÿ â âåðøèíå i. Ïîëîæèì π̂  = (∆(µi) | i∈J), p̂  = r( π̂ ) (ðàç-

äåë 2.1), zg(λ, p̂ ) = (yg j (λ,g)( p̂ ), j(λ,g)), z(λ, p̂ ) = (zg(λ, p̂ ) | g∈H) è

e(λ, p̂ ) = (z(λ, p̂ ), p̂ ).

Òåîðåìà 13. e(λ, p̂ )∈SE(λ) è ip̂ ≤ 1
ip  äëÿ i∈I.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè i∈I, òî ip̂ ≤ min{pi | p∈P(A1)}.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè (z, p)∈SE(λ), òî pi ≤ ip̂  äëÿ i∈I(λ).

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè i∈I, k∈I(µi) \ {i} è kp̂ < 1
kp , òî ip̂ < 1

ip .
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Çàìåòèì, ÷òî ip̂ < 1
ip  (Òåîðåìà 13) è Ñëåäñòâèå 3 äëÿ i∈I(λ) îõâà÷åíû

Ëåììîé 18, êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà öåí èç P(A2).

Èòàê, p̂  — ñèñòåìà öåí ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèòóàöèè A2. Âåêòîð p̂  óêà-

çûâàåò âåðõíèå ãðàíèöû öåí äëÿ æèëèù, âõîäÿùèõ â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü λ (Ñëåäñòâèå 2). Ýòè ãðàíèöû è öåíû îñòàëüíûõ æèëèù â ðàâ-

íîâåñèè e(λ, p̂ ) íå âûøå, ÷åì ìèíèìàëüíûå öåíû ðàâíîâåñèÿ äëÿ

ñèòóàöèè A1 (Ñëåäñòâèå 1). Åñëè ðàâíîâåñèå e(λ, p̂ ) óìåíüøàåò öåíó

æèëèùà k, òî îíî óìåíüøàåò òàêæå öåíû âñåõ æèëèù i, òàêèõ ÷òî
ïóòü ìàêñèìàëüíîãî âåñà â ãðàôå Γ, çàâåðøàþùèéñÿ â i, ïðîõîäèò
÷åðåç k (Ñëåäñòâèå 3). Íà "ãëàâíîì" ïóòè λ æèëèùà äåøåâåþò òåì
áîëüøå, ÷åì áëèæå îíè ê j (Ëåììà 18).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ðàâíîâåñèè e(λ, p̂ ) öåíû æèëèù, íå âõîäÿùèõ â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λ, íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþò ñ ìàêñèìàëüíûìè

öåíàìè ðàâíîâåñèÿ. Áîëåå òîãî, åñëè I(µi) ∩ I(λ) = ∅, òî p̂ i — ìèíè-

ìàëüíàÿ ðàâíîâåñíàÿ öåíà æèëèùà i. Ïîñòðîèì ñèñòåìó ìèíèìàëü-
íûõ öåí ðàâíîâåñèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèòóàöèè A. Ïàðàìåòðû ñè-
òóàöèè A áóäåì îáîçíà÷àòü òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû
ñèòóàöèè A1, íî íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðûíîê óðàâíîâåøåí â
ñèòóàöèè A.

Ïóñòü ζ = (ζ(g) | g∈G) — ðàâíîâåñíîå ðàçìåùåíèå äëÿ ñèòóàöèè A.
Ðàññìîòðèì ãðàô Γ (ζ) = (I, U) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí I è ìíîæåñòâîì
äóã U = {(ζ(g), i) | g∈G, i∈Jg} ∪ {(0, d(g)) | g∈G2} ∪ {(0, 0)}. Äóãå (k, i)
ïðèïèøåì âåñ c(k, i), ãäå c(k, i) = ψgi − ψgk, åñëè k = ζ(g), c(k, i) = ψgk,
åñëè (k, i) = (0, d(g)) äëÿ g∈G2, è c(0, 0) = 0.

Èç Òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî â ãðàôå Γ(ζ) íåò öèêëîâ ïîëîæèòåëüíîãî
âåñà. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé âåðøèíû i ñðåäè ïóòåé, çàâåðøàþùèõñÿ â
ýòîé âåðøèíå, åñòü ïóòü ìàêñèìàëüíîãî âåñà. Ñðåäè òàêèõ ïóòåé

èìååòñÿ ïðîñòîé ïóòü; îáîçíà÷èì åãî µi . Ïîëîæèì π~ = (∆(µi) | i∈J),

p~ = r(π~ ) (ðàçäåë 2.1), zg( p~ ) = (ygζ(g)( p~ ), ζ(g)), z( p~ ) = (zg( p~ ) | g∈G)

è e( p~ ) = (z( p~ ), p~ ).

Òåîðåìà 14. e( p~ ) — ðàâíîâåñèå äëÿ ñèòóàöèè A. Åñëè p∈P(A) è

c(pd (g)) ≥ ψgd (g) äëÿ âñåõ g∈G2, òî p~ ≤ p.

Òàêèì îáðàçîì, p~  — ñèñòåìà ìèíèìàëüíûõ öåí ðàâíîâåñèÿ â êëàññå

ðàâíîâåñèé (z, p), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ c(pd (g)) ≥ ψgd (g) äëÿ
âñåõ g∈G2. Èç Ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ýòî íå îãðàíè÷èòåëüíîå óñëî-
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âèå. Ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 14 ê ðàçìåùåíèþ ζ(λ), íàéäåì ñèñòåìó ìè-
íèìàëüíûõ öåí ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèòóàöèè A2.

Ëåììà 20. Åñëè e = (z, p) — ðàâíîâåñèå äëÿ ñèòóàöèè A2, p ≤ p1 è
g∈G1, òî ug(z1) ≤ ug(z).

Èç Òåîðåìû 12 ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå ðàâíîâåñíîå ðàçìåùåíèå
äëÿ ñèòóàöèè A2 ìîæåò áûòü óðàâíîâåøåíî öåíàìè, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùèìè p1. Ïî Ëåììå 20 ïðè òàêèõ öåíàõ íèêàêîé ïîòðåáèòåëü íå
óõóäøàåò ñâîå ïîëîæåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàâíîâåñèåì e1 (óòâåð-
æäåíèå ýòîé ëåììû òðèâèàëüíî äëÿ ïîòðåáèòåëÿ g, íå âëàäåþùåãî
íèêàêèì æèëèùåì, íî íå ñîâñåì î÷åâèäíî ïðè d(g) ≠ 0).

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíîãî
æèëèùà ìîæåò èçìåíèòü ðàâíîâåñèå, ñîõðàíÿÿ öåíû è çíà÷åíèÿ
ôóíêöèé ïîëåçíîñòè ïîòðåáèòåëåé. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó AT, èñïîëü-
çóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ èç ðàçäåëà 4.

Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî â àãðåãèðîâàííîé ñèòóàöèè A ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðîåê (i(s), j(s), h(s)), 1 ≤ s ≤ n, äëÿ êî-
òîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ Dh(s)i(s) > 0 è Dh(s)i(s+1) > 0 (ñóùåñòâóþò
àãåíòû ãðóïïû h(s), çàíèìàþùèå æèëèùà òèïîâ i(s) è i(s+1));

∆ = ∑ 1
1
−
=

n
s (ai (s) j (s+1)h(s) − ai (s)i (s)h(s)) > 0; j(s) = i(s+1) äëÿ s < n . Èç ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëîâèÿì, âûáåðåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü λ, ìàêñèìèçèðóþùóþ ∆. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì
ψgd (g) = 0 ïðè g∈G2 (ïîñòàâùèê ñîãëàñåí ïðîäàòü èëè ñäàòü â àðåíäó
ñâîå æèëèùå ïî ëþáîé öåíå). Äîïóñòèì, ÷òî â ñèòóàöèè A ðûíîê íà-
õîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè e1 = (z1, p). Ïóñòü π = c(p), πi (1) = 0, AT(A) è
AT*(A) — çàäà÷è AT è AT* äëÿ ñèòóàöèè A, x è (γ, π) — îïòèìàëüíûå
ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî xiih = Dhi (äëÿ âñåõ i, h) è
xijh = 0 ïðè i ≠ j (íåò ïåðåìåùåíèé). Òîãäà

γi (s)h(s) + πi (s) = ai (s)i (s)h(s),

γi (s)h(s) + πi (s+1) ≥ ai (s)i (s+1)h(s),

γi (s+1)h(s) + πi (s+1) = ai (s)i (s+1)h(s),

γi (s+1)h(s) + πi (s) ≥ ai (s)i (s)h(s).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî γi (s)h(s) = γi (s+1)h(s). Ïîýòîìó

ai (s)i (s+1)h(s) − ai (s)i (s)h(s) =

= (γi (s+1)h(s) + πi (s+1)) − (γi (s)h(s) + πi (s)) = πi (s+1) − πi (s)

è

∆ = ∑ 1
1
−
=

n
s (πi (s+1) − πi (s)) = πi (n) − πi (1) = πi(n) (òàê êàê πi (1) = 0).
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Ïîÿâëåíèå ñâîáîäíîãî æèëèùà òèïà i(n) ñîçäàåò íîâóþ ñèòóàöèþ B,
â êîòîðîé Ñi (n) íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì â ñèòóàöèè A. Îïðåäåëèì
âåêòîð y : yi (s)i (s)h(s) = xi (s)i (s)h(s) − 1, yi (s)i (s+1)h(s) = 1, yijh = xijh äëÿ âñåõ
îñòàëüíûõ òðîåê (i, j, h) (îäèí (i(s), h(s))-àãåíò ïåðåìåùàåòñÿ â æè-
ëèùå òèïà i(s+1)). Ïóñòü AT(B) è AT*(B) — çàäà÷è AT è AT* äëÿ ñè-
òóàöèè B. ßñíî, ÷òî y è (γ, π) — äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ çàäà÷ AT(B) è
AT*(B) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü f, gA è gB — öåëåâûå ôóíêöèè çàäà÷ AT(A), AT*(A) è AT*(B). Òî-
ãäà f(x) = gA(γ, π) è ∆ = f(y) − f(x) = pi (n) = gB(γ, π) − gA(γ, π). Ñëåäîâà-
òåëüíî, f(y) = gB(γ, π), ïîýòîìó y è (γ, π) — îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çà-
äà÷ AT(B) è AT*(B) ñîîòâåòñòâåííî. Ïî Òåîðåìå 10 ðàçìåùåíèå,
îïðåäåëåííîå âåêòîðîì y, îòâå÷àåò íåêîòîðîìó ðàâíîâåñèþ e2 =
(z2, ð) äëÿ ñèòóàöèè B. Â îáîèõ ðàâíîâåñèÿõ e1 è e2 çíà÷åíèå ôóíê-
öèè ïîëåçíîñòè äëÿ (i, h)-àãåíòà ðàâíî wh + γi h + πd (h).

EQ-ïðîöåäóðà (ðàçäåë 3) îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ïðîèñõîäÿò ïåðåìåùå-
íèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ïîòðåáèòåëè, êàçàëîñü áû, íè÷åãî íå âû-
èãðûâàþò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå æèëèùå j òèïà i(n) âûõîäèò íà
ðûíîê ïî ñîèçìåðèìîé öåíå πi (n). Íà ýòàïå 1 EQ-ïðîöåäóðû êàæäûé
ïîòðåáèòåëü âûáåðåò æèëèùå, â êîòîðîì æèâåò. Íà ïîñëåäíåì øàãå
ïðîèçîéäåò ñëó÷àé (3a), âñëåäñòâèå ÷åãî öåíà æèëèùà j ñòàíåò
ðàâíîé πi (n) − δ. Ïðè öåíàõ p æèëèùà òèïîâ i(s) è i(s+1) äëÿ (i(s),
h(s))-àãåíòîâ ðàâíîöåííû (òàê êàê ai(s)i(s+1)h(s) − ai(s)i(s)h(s) = πi(s+1) − πi(s))
è íå õóæå âñåõ îñòàëüíûõ. Ïîýòîìó íà ýòàïå 2 æèëèùå j îêàæåòñÿ
ëó÷øèì äëÿ (i(n−1), h(n−1))-àãåíòîâ. Ïðè ïîäõîäÿùèõ íóìåðàöèÿõ
àãåíòîâ è æèëèù âîçíèêíåò öåïü 〈gn−1〉, gn−1∈G(h(n−1), i(n−1)), êîòî-
ðàÿ áóäåò ðåàëèçîâàíà, åñëè πi (n−1) = 0.

Åñëè æå öåïü 〈gn−1〉 íå êîððåêòíà, òî öåíà æèëèùà jn−1 òèïà i(n−1),
çàíÿòîãî àãåíòîì gn−1, óìåíüøèòñÿ íà δ ïî ñëó÷àþ (2a) è îíî ñòàíåò
ëó÷øèì äëÿ (i(n−2), h(n−2))-àãåíòîâ. È òàê äàëåå. Çàìåòèì, ÷òî öåïü
íå "ðàçâàëèòñÿ": îäíàæäû âûáðàâ æèëèùå jn−s , àãåíò gn−s áóäåò âû-
áèðàòü åãî íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ è ýòàïàõ (òàê êàê L(gn−s) = jn−s).

Èç pi (1) = 0 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùèõ íóìåðàöèÿõ àãåíòîâ è æè-
ëèù íà íåêîòîðîì ýòàïå áóäóò ðåàëèçîâàíû ñäåëêè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λ. Çàòåì âîçíèêíåò ðàâíîâåñèå îòíîñè-
òåëüíî ñõåìû ρ ∈ℜ è ïðîèçîéäåò ñëó÷àé (3b) (òàê êàê Dh(s)i (s+1) > 0).
Â ðåçóëüòàòå öåíû âñåõ æèëèù, âîøåäøèõ â öåïü λ, âîçðàñòóò íà δ è
âåðíóòñÿ ê èñõîäíûì çíà÷åíèÿì. Âîçíèêíåò íîâîå ðàâíîâåñèå. Ïðè
äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ÷èñëà æèëèù òèïà i(n) öåíû óìåíüøàòñÿ
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ëèøü ïîñëå òîãî, êàê âñå (i(s), h(s))-àãåíòû ïîëó÷àò æèëèùà òèïà
i(s+1) (äëÿ íåêîòîðîãî s).

6. ÏÐÈËÎÆÅÍÈß Ê ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÅ ÆÈËÈÙÍÎÉ ÏÎËÈÒÈÊÈ

Ëèòåðàòóðà, ïîñâÿùåííàÿ öåëÿì æèëèùíîé ïîëèòèêè è ñïîñîáàì ðå-
ãóëèðîâàíèÿ ðûíêà æèëüÿ îáøèðíà; ñì., íàïðèìåð, (Cullingworth,
1967; Donnison, 1967; Yeates, Garner, 1976, ñ. 412; Rothenberg,
Galster, 1991; Áåññîíîâà, 1993; Æèëèùíàÿ ïîëèòèêà…, 1998; Æè-
ëèùíàÿ ýêîíîìèêà, 1996). Îäíàêî ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå íåäåëè-
ìîñòü æèëèù, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ê ïðîáëåìå ðåãóëèðîâàíèÿ
ðûíêà íå ïðèìåíÿëèñü.

Ãîñóäàðñòâåííîå ðåãóëèðîâàíèå ðûíêà æèëüÿ íåîáõîäèìî äàæå â
ðàçâèòûõ ñòðàíàõ è, òåì áîëåå, â Ðîññèè. "Îáùåñòâî ïðèçíàåò íåîá-
õîäèìîñòü ðåãóëèðîâàíèÿ ðûíêà æèëüÿ ëèáî ïîòîìó, ÷òî ëþäè ñ÷è-
òàþò æèëèùíûå óñëîâèÿ áåäíûõ ìîðàëüíî íåïðèåìëåìûìè â áîãà-
òîì îáùåñòâå, ëèáî èç áîÿçíè, ÷òî òàêèå óñëîâèÿ ñîçäàþò óãðîçó
ñóùåñòâîâàíèþ îáùåñòâà" (Yeates, Garner, 1976). Â òî æå âðåìÿ "â
òåîðèè ìåñòíîãî óïðàâëåíèÿ îòñóòñòâóåò íàó÷íî îáîñíîâàííàÿ ìåòî-
äîëîãèÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìåñòíîé æèëèùíîé ïîëèòèêè" (Æèëèùíàÿ
ïîëèòèêà…, 1998, ñ. 46). Ïðåäëîæåííûå íèæå ïîäõîäû ê ðàçðàáîòêå
ëîêàëüíûõ æèëèùíûõ ïðîãðàìì íå óíèâåðñàëüíû, íî ìîãóò áûòü ïî-
ëåçíû âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ.

6.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ôîðìóëèðîâêå (Rothenberg, Galster, 1991, ñ. 293) öåëü æèëèùíîé
ïîëèòèêè â ñàìîì îáùåì âèäå — ýòî "óëó÷øåíèå ïîâåäåíèÿ ðûíêà
æèëüÿ". Æèëèùíàÿ ïîëèòèêà îáû÷íî íàïðàâëåíà íà îáåñïå÷åíèå
äîñòàòî÷íîãî ïðåäëîæåíèÿ æèëüÿ, ñîáëþäåíèå îáùåñòâåííî ïðèåì-
ëåìûõ ñòàíäàðòîâ è ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó ñåìåé, íåñïîñîáíûõ
ïëàòèòü ðûíî÷íóþ öåíó.

Â ðàáîòå (Donnison, 1967) âûäåëåíû ñëåäóþùèå òèïû "âçàèìîîòíî-
øåíèé" ãîñóäàðñòâà ñ ðûíêîì æèëüÿ.

1. Ïîääåðæêà ñâîáîäíîãî ðûíêà (Òóðöèÿ, Ãðåöèÿ). Ãîñóäàðñòâî
ñòðåìèòñÿ óâåëè÷èòü ïðîèçâîäñòâî ñòðîèòåëüíîé ïðîäóêöèè áåçîò-
íîñèòåëüíî ê òèïàì âîçâîäèìûõ æèëèù. Äëÿ ýòîãî âëàñòè ñòèìóëè-
ðóþò ÷àñòíûå ñòðîèòåëüíûå ïðåäïðèÿòèÿ è ïðîâîäÿò èíñòèòóöèî-
íàëüíûå ðåôîðìû, ïîçâîëÿþùèå íàïðàâëÿòü áîëüøå ñðåäñòâ â æè-
ëèùíîå ñòðîèòåëüñòâî.
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2. Ñîöèàëüíûå æèëèùíûå ïðîãðàììû â ñî÷åòàíèè ñî ñâîáîäíûì
ðûíêîì (Âåëèêîáðèòàíèÿ, Øâåéöàðèÿ). Ãîñóäàðñòâåííûå æèëèùíûå
ïðîãðàììû îáñëóæèâàþò êîíêðåòíûå ãðóïïû íàñåëåíèÿ è ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ êàê âðåìåííîå âìåøàòåëüñòâî â ñâîáîäíûé ðûíîê. Ãîñó-
äàðñòâî íå áåðåò íà ñåáÿ îòâåòñòâåííîñòü çà æèëèùíûå óñëîâèÿ
âñåõ ãðàæäàí.

3. Âñåîáúåìëþùàÿ æèëèùíàÿ ïîëèòèêà (Øâåöèÿ, Ôðàíöèÿ). Ãîñó-
äàðñòâî ôîðìèðóåò è êîíòðîëèðóåò ðûíîê æèëüÿ â òàêîé ñòåïåíè,
÷òî äîëæíî ïðèíÿòü íà ñåáÿ îòâåòñòâåííîñòü çà æèëèùíûå óñëîâèÿ
áîëüøåé ÷àñòè íàñåëåíèÿ. Æèëèùíàÿ ïîëèòèêà îáúåäèíÿåòñÿ ñ äðó-
ãèìè ñîöèàëüíûìè ïîëèòèêàìè äëÿ äîñòèæåíèÿ íàöèîíàëüíûõ
öåëåé.

Â ÑÑÑÐ ðåàëèçîâûâàëñÿ òðåòèé òèï æèëèùíîé ïîëèòèêè, ìèíóÿ ïåð-
âûå äâà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ãîñóäàðñòâî íå ìîæåò ñâåñòè ñîöèàëüíûå
îáÿçàòåëüñòâà ê ïðèåìëåìîìó óðîâíþ êàê ïî ïîëèòè÷åñêèì ïðè÷è-
íàì, òàê è ââèäó íèçêèõ äîõîäîâ ïîäàâëÿþùåé ÷àñòè íàñåëåíèÿ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, áþäæåò íå ïîçâîëÿåò âêëàäûâàòü äîñòàòî÷íûå
ñðåäñòâà â ñîöèàëüíûå æèëèùíûå ïðîãðàììû. Ïîýòîìó ñåé÷àñ æè-
ëèùíàÿ ïîëèòèêà ðîññèéñêèõ âëàñòåé ñî÷åòàåò ýëåìåíòû óêàçàííûõ
âûøå ïîäõîäîâ.

Â Çàêîíå Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè "Îá îñíîâàõ ôåäåðàëüíîé æèëèù-
íîé ïîëèòèêè" (â ðåäàêöèè Ôåäåðàëüíûõ çàêîíîâ îò 12.01.96
¹ 9-ÔÇ, îò 21.04.97 ¹ 68-ÔÇ, îò 10.02.99 ¹ 29-ÔÇ, îò 17.06.99
¹ 113-ÔÇ) öåëè è èíñòðóìåíòû æèëèùíîé ïîëèòèêè ñôîðìóëèðîâà-
íû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Öåëüþ ôåäåðàëüíîé æèëèùíîé ïîëèòèêè ÿâëÿåòñÿ: îáåñïå÷åíèå ñî-
öèàëüíûõ ãàðàíòèé â îáëàñòè æèëèùíûõ ïðàâ ãðàæäàí; îñóùåñòâëå-
íèå ñòðîèòåëüñòâà ãîñóäàðñòâåííîãî, ìóíèöèïàëüíîãî è ÷àñòíîãî
æèëèùíûõ ôîíäîâ; ñîçäàíèå óñëîâèé äëÿ ïðèâëå÷åíèÿ âíåáþäæåò-
íûõ èñòî÷íèêîâ ôèíàíñèðîâàíèÿ; ðàçâèòèå ÷àñòíîé ñîáñòâåííîñòè;
ðàçâèòèå êîíêóðåíöèè â ñòðîèòåëüñòâå, ñîäåðæàíèè è ðåìîíòå æè-
ëèùíîãî ôîíäà. Ãðàæäàíàì, íå îáåñïå÷åííûì æèëüåì ïî íîðìàòè-
âàì, ãîñóäàðñòâî îêàçûâàåò ïîìîùü, ðàçâèâàÿ ñòðîèòåëüñòâî äîìîâ
ãîñóäàðñòâåííîãî è ìóíèöèïàëüíîãî æèëèùíûõ ôîíäîâ, à òàêæå èñ-
ïîëüçóÿ ñèñòåìó êîìïåíñàöèé (ñóáñèäèé) è ëüãîò ïî îïëàòå ñòðîè-
òåëüñòâà, ñîäåðæàíèÿ è ðåìîíòà æèëüÿ. Îðãàíû ãîñóäàðñòâåííîé
âëàñòè è ìåñòíîãî ñàìîóïðàâëåíèÿ îáåñïå÷èâàþò äîñòóïíîñòü äëÿ
íàñåëåíèÿ óñëîâèé íàéìà æèëûõ ïîìåùåíèé â ïðåäåëàõ ñîöèàëüíîé
íîðìû, âîçìîæíîñòü êðåäèòíîé ïîääåðæêè ãðàæäàí è ïðåäîñòàâëå-
íèÿ íàëîãîâûõ ëüãîò ïðè ïðèîáðåòåíèè è àðåíäå æèëüÿ, æèëèùíîå
ñòðîèòåëüñòâî çà ñ÷åò áþäæåòîâ äëÿ ïðåäîñòàâëåíèÿ æèëüÿ ãðàæäà-
íàì íà óñëîâèÿõ íàéìà, àðåíäû, êóïëè-ïðîäàæè. Îðãàíû ãîñóäàðñò-
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âåííîãî óïðàâëåíèÿ, ìåñòíàÿ àäìèíèñòðàöèÿ ïðåäîñòàâëÿþò ãðàæ-
äàíàì êîìïåíñàöèè (ñóáñèäèè), îáåñïå÷èâàþùèå îïëàòó æèëüÿ â
ïðåäåëàõ ñîöèàëüíîé íîðìû ïëîùàäè æèëüÿ è íîðìàòèâîâ ïîòðåá-
ëåíèÿ êîììóíàëüíûõ óñëóã ñ ó÷åòîì ñîâîêóïíîãî äîõîäà ñåìüè.

Êâàðòèðíàÿ ïëàòà â àðåíäíîì ñåêòîðå ñóáñèäèðóåòñÿ, îäíàêî ñóáñè-
äèè íà ñòðîèòåëüñòâî èëè ïðèîáðåòåíèå æèëüÿ òðóäíîäîñòóïíû
(Æèëèùíàÿ ïîëèòèêà…, 1998, ñ. 190–192, 212–214).

Òàêèì îáðàçîì, çàêîí ïðåäîñòàâëÿåò âëàñòÿì âîçìîæíîñòè è âîçëà-
ãàåò íà íèõ îáÿçàííîñòè ðåãóëèðîâàíèÿ ðûíêà æèëüÿ. Îäíàêî âëàñòè
íå ìîãóò îêàçûâàòü äîñòàòî÷íûå âîçäåéñòâèÿ íà ðûíîê èç-çà äåôè-
öèòà áþäæåòîâ âñåõ óðîâíåé. Èïîòå÷íîå êðåäèòîâàíèå è äðóãèå äîë-
ãîñðî÷íûå ìåðû ðåãóëèðîâàíèÿ âíåäðÿþòñÿ î÷åíü ìåäëåííî ïî î÷å-
âèäíûì ïðè÷èíàì: îáùàÿ íåñòàáèëüíîñòü, íèçêèå äîõîäû áîëüøåé
÷àñòè íàñåëåíèÿ, íåäîñòàòî÷íî ðàçâèòàÿ áàíêîâñêàÿ ñèñòåìà, òðóä-
íîäîñòóïíîñòü þðèäè÷åñêèõ óñëóã è ò.ä.

Àíàëèç è ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðåãóëèðîâàíèÿ ðûíêà æè-
ëüÿ — áîëüøàÿ è èíòåðåñíàÿ îáëàñòü èññëåäîâàíèé, êîòîðóþ ìû îñ-
òàâëÿåì â ñòîðîíå. Ìû îãðàíè÷èìñÿ îïèñàíèåì ìîäåëåé, êîòîðûå
ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè èíñòðóìåíòàìè òàêèõ èññëåäîâàíèé. Ó÷èòûâàÿ
ñïåöèôèêó ìîäåëè, îïèñàííîé â ðàçäåëå 1.1, ìû áóäåì ãîâîðèòü
òîëüêî î æèëèùíîé ïîëèòèêå ãîðîäñêèõ âëàñòåé, ðàññ÷èòàííîé íà
êðàòêîñðî÷íûé ïåðèîä. Â òåðìèíàõ çàäà÷è AT (ðàçäåë 4) ïðîáëåìó
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äî íà÷àëà ðàññìàòðèâàåìîãî ïåðèîäà ðàçðàáîò-
÷èê ïîëèòèêè ïðîãíîçèðóåò ðûíî÷íóþ ñèòóàöèþ A0 íà íà÷àëî ïåðèî-
äà, ðåøàåò ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è AT è AT* è îïðåäåëÿåò ïðîãíîç-
íîå ðàâíîâåñèå e0. Âîçìîæíî, â ýòîì ðàâíîâåñèè íåêîòîðûå ïîòðå-
áèòåëè çàíèìàþò ñîöèàëüíî íåïðèåìëåìûå æèëèùà (ñëèøêîì ïëî-
õèå, èëè ñëèøêîì äîðîãèå ïî ñðàâíåíèþ ñ äîõîäàìè, èëè ðàñïîëî-
æåííûå â íåáëàãîïîëó÷íûõ ðàéîíàõ è ò.ä.) è íåêîòîðûå ïîñòàâùèêè
óâîäÿò ñ ðûíêà ñâîè "õîðîøèå" æèëèùà, íå íàøåäøèå ñïðîñà. Íóæ-
íî òàê èçìåíèòü ïàðàìåòðû èñõîäíîé ñèòóàöèè, ÷òîáû ðåçóëüòèðóþ-
ùåå ðàâíîâåñèå áûëî, ïî âîçìîæíîñòè, ñâîáîäíî îò ýòèõ íåäîñòàò-
êîâ. Ïîíÿòíî, ÷òî ðåãóëèðîâàíèå ðûíêà ïóòåì èçìåíåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ ðûíî÷íîé ñèòóàöèè òðåáóåò çàòðàò, îãðàíè÷åííîñòü êîòîðûõ íå-
îáõîäèìî ó÷åñòü. Â ðàçäåëå 6.4 ìû îáñóäèì âîçìîæíûå èñòî÷íèêè
ñðåäñòâ äëÿ ïîêðûòèÿ ýòèõ çàòðàò, à ïîêà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàòðàòû
îãðàíè÷åíû âåëè÷èíîé K.

Òîëüêî äâå ãðóïïû ïàðàìåòðîâ çàäà÷è AT ÷àñòè÷íî óïðàâëÿåìû. Ýòî
êîìïîíåíòû âåêòîðîâ Ñ = (Ñi | i∈I) è a = (aijh | (i, j, h)∈I2×H), ãäå I è
H — ìíîæåñòâà òèïîâ æèëèù è ãðóïï ïîòðåáèòåëåé ñîîòâåòñòâåííî.
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Óâåëè÷èâàÿ Ñi (÷èñëî æèëèù òèïà i), ìîæíî âëèÿòü íà ðûíîê ñî ñòî-
ðîíû ïðåäëîæåíèÿ. Óâåëè÷èòü aijh (÷èñòóþ ïîëåçíîñòü æèëèùà òèïà j)
äëÿ (i, h)-àãåíòà g ìîæíî, ñóáñèäèðóÿ ýòîãî àãåíòà ïðè óñëîâèè åãî
ïåðåìåùåíèÿ â æèëèùå òèïà j (âñëåäñòâèå ÷åãî ðàñòåò bgj) èëè ïðå-
äîñòàâëÿÿ åìó ëüãîòû ïî ôèêñèðîâàííûì ïëàòåæàì (âñëåäñòâèå ÷åãî
óáûâàåò qgj). Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå aijh — ýòî âîçäåéñòâèå íà
ðûíîê ñî ñòîðîíû ñïðîñà.

Çàäà÷à Ðåãóëÿòîðà — ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììó æèëèùíîãî ñòðîèòåëü-
ñòâà (ðàñïðåäåëèòü ñóììó K ìåæäó òèïàìè æèëèù) èëè ïðîãðàììó
æèëèùíûõ ñóáñèäèé (ðàñïðåäåëèòü ñóììó K ìåæäó àãåíòàìè ðûíêà).
Âñÿêàÿ ðåãóëèðóþùàÿ ïðîãðàììà ïîðîæäàåò íîâóþ ðûíî÷íóþ ñèòóà-
öèþ Areg. Öåëü Ðåãóëÿòîðà — âûáðàòü ïðîãðàììó, ìàêñèìèçèðóþùóþ
÷èñëî ïîòðåáèòåëåé, çàíèìàþùèõ ïðèåìëåìûå æèëèùà â ðàâíîâå-
ñèÿõ äëÿ ñèòóàöèè Areg.

Ïóñòü D(h) — ìíîæåñòâî òèïîâ æèëèù, ïðèåìëåìûõ äëÿ ïîòðåáèòå-
ëåé ãðóïïû h. Òîãäà W = {(i, j, h)∈U | j∈D(h)} — ìíîæåñòâî ïðèåìëå-
ìûõ ïåðåìåùåíèé (ìíîæåñòâî U ââåäåíî â ðàçäåëå 4). Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

max ∑(i, j,h)∈W xijh   ïðè óñëîâèÿõ (40)

∑i,h xijh ≤ Cj , (41)

∑ j xijh = Dhi ,   f(x) ≥ f0,   x ≥ 0, (42)

ãäå f(x) — öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è AT(A0), à f0 — îïòèìàëüíîå çíà-
÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â ýòîé çàäà÷å.

Ìíîãîãðàííèê çàäà÷è (40)–(42) åñòü îïòèìàëüíàÿ ãðàíü ìíîãîãðàí-
íèêà çàäà÷è AT(A0). Ïîýòîìó âñÿêîå áàçèñíîå îïòèìàëüíîå ðåøå-
íèå çàäà÷è (40)–(42) ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì
çàäà÷è AT(A0) è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåò ðàâíîâåñèå emax, â êî-
òîðîì ÷èñëî àãåíòîâ, çàíèìàþùèõ ïðèåìëåìûå æèëèùà, ìàêñè-
ìàëüíî. Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè íàèõóäøåå (ïî ñòåïåíè äîñòèæå-
íèÿ öåëè) ðàâíîâåñèå emin.

6.2. Ðåãóëèðîâàíèå ðûíêà ñî ñòîðîíû ïðåäëîæåíèÿ

Ìåñòíûå âëàñòè ìîãóò ñòèìóëèðîâàòü æèëèùíîå ñòðîèòåëüñòâî
è/èëè íåïîñðåäñòâåííî åãî ôèíàíñèðîâàòü. Ñòèìóëèðîâàíèå, íà-
ïðàâëåííîå íà ñíèæåíèå çàòðàò ïðîèçâîäèòåëÿ (íàëîãîâûå ëüãîòû)
èëè íà ïðèâëå÷åíèå èíâåñòèöèé (ñòðàõîâàíèå èïîòå÷íûõ êðåäèòîâ)
äàåò äîëãîñðî÷íûå ýôôåêòû, êîòîðûå, ê ñîæàëåíèþ, ìû íå ìîæåì
ó÷åñòü â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Ïîýòîìó áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî âëàñòè ðàçðàáàòûâàþò ïðîãðàììó æèëèùíîãî ñòðîèòåëü-
ñòâà è íàìåðåíû âëîæèòü â íåå ñóììó K.
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Ïóñòü N — ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (i, h), òàêèõ ÷òî íåêîòîðûå (i, h)-àãåíòû
â ïðîãíîçíîì ðàâíîâåñèè e0 çàíèìàþò ñîöèàëüíî íåïðèåìëåìûå æè-
ëèùà. Òîãäà ìíîæåñòâî öåëåâûõ àãåíòîâ (ïîòðåáèòåëåé, êîòîðûì
äîëæíà ïîìî÷ü ðàçðàáàòûâàåìàÿ ïðîãðàììà) èìååò âèä ∪(i,h)∈N G(h, i).

Êàæäîå ïðîãðàììíîå æèëèùå ïîðîæäàåò, êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 5,
öåïü ïåðåìåùåíèé. Îíà ïîëåçíà äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè Ðåãóëÿòîðà,
åñëè âêëþ÷àåò ïåðåìåùåíèå öåëåâîãî ïîòðåáèòåëÿ â ïðèåìëåìîå
æèëèùå. Ïîëåçíàÿ öåïü ìîæåò âêëþ÷àòü ïåðåìåùåíèÿ íåöåëåâûõ
àãåíòîâ, åñëè ýòè ïåðåìåùåíèÿ îñâîáîæäàþò æèëèùà, ïðèåìëåìûå
äëÿ öåëåâûõ àãåíòîâ. Ëåãêî âûÿñíèòü, êàêèå òèïû æèëèù ïðèåìëåìû
äëÿ öåëåâûõ àãåíòîâ ïî íîðìàòèâàì. Îäíàêî ñòðîèòåëüñòâî æèëèù
äðóãèõ òèïîâ òîæå ìîæåò áûòü öåëåñîîáðàçíûì.

Ñðàâíèâàÿ ðàâíîâåñèÿ, ïîëó÷åííûå ìàêñèìèçàöèåé è ìèíèìèçà-
öèåé ôóíêöèè ∑(i,j,h)∈N ∑(i,j,h)∈D xijh ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (41) è (42)
(ðàçäåë 6.1), ìû óçíàåì çà êàêèå æèëèùà êîíêóðèðóþò öåëåâûå è
íåöåëåâûå àãåíòû. Òàêèå æèëèùà öåëåñîîáðàçíî ñòðîèòü. Îöåíêè
îãðàíè÷åíèé (41) óêàçûâàþò îòíîñèòåëüíóþ ïîëåçíîñòü òèïîâ æèëèù
äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè ïðîãðàììû â íàèëó÷øåì ðàâíîâåñèè: íóæíî
ñòðîèòü æèëèùà òåõ òèïîâ, äëÿ êîòîðûõ îöåíêè ïîëîæèòåëüíû. Îä-
íàêî ýòî ðàññóæäåíèå, âî-ïåðâûõ, ñïðàâåäëèâî òîëüêî â îáëàñòè ïî-
ñòîÿíñòâà äâîéñòâåííûõ îöåíîê, êîòîðóþ ëåãêî îïèñàòü (ñì., íàïðè-
ìåð, Ãäàëåâè÷, 1975, ñ. 35), è, âî-âòîðûõ, íå óêàçûâàåò, ñêîëüêî æè-
ëèù êàæäîãî òèïà ñëåäóåò ïîñòðîèòü.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âñÿêîé ôèêñèðîâàííîé ïðîãðàììû ìîæíî
ðåøèòü çàäà÷ó AT(Areg), íàéòè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå f0 åå öåëåâîé
ôóíêöèè è ñ ïîìîùüþ çàäà÷è, àíàëîãè÷íîé çàäà÷å (40)–(42), îïðå-

äåëèòü reg
maxe  è reg

mine : íàèëó÷øåå è íàèõóäøåå ñ òî÷êè çðåíèÿ Ðåãóëÿ-

òîðà ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèòóàöèè Areg. Ñðàâíèâàÿ ýòè ðàâíîâåñèÿ,
ìîæíî îöåíèòü ðàññìàòðèâàåìóþ ïðîãðàììó. Òàêèì îáðàçîì, âàðü-
èðóÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà Ñ, ìîæíî ýìïèðè÷åñêè âûáðàòü ðàöèî-
íàëüíóþ ïðîãðàììó æèëèùíîãî ñòðîèòåëüñòâà.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ çàäà÷è, íàõîäÿùåé öåëåñîîáðàçíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñóììû K ìåæäó òèïàìè æèëèù â ïðîèçâîëüíîé (ïðî-
ãíîçèðóåìîé) ðûíî÷íîé ñèòóàöèè.

Ïóñòü I — ìíîæåñòâî òèïîâ æèëèù â ïðîãíîçèðóåìîé ñèòóàöèè
A0, IP — ìíîæåñòâî òèïîâ æèëèù, ñòðîèòåëüñòâî êîòîðûõ Ðåãóëÿòîð
ñ÷èòàåò âîçìîæíûì â ðàìêàõ ïðîãðàììû (ïðîãðàììíûå òèïû),
J = I ∪ IP — ìíîæåñòâî òèïîâ æèëèù â ñèòóàöèè Areg, ïîðîæäåííîé
ïðîãðàììîé. Çàìåòèì, ÷òî â ñèòóàöèè Areg ÷èñëî æèëèù òèïà i∈IP \ I
ìîæåò áûòü íóëåì (åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ñòðîèòåëüñòâî òàêèõ æèëèù
íåöåëåñîîáðàçíî).
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Â îòíîøåíèè ïðîãðàììíîãî æèëèùà Ðåãóëÿòîð èãðàåò ðîëü âëàäåëü-
öà-ïîñòàâùèêà (ïîýòîìó âñå æèëèùà ïðîãðàììíûõ òèïîâ ïðèíàäëå-
æàò ïîñòàâùèêàì). Ðåãóëÿòîð çàäàåò îòïðàâíóþ öåíó ïðîãðàììíîãî
æèëèùà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ìåíüøå, ðàâíà èëè áîëüøå ïîòîêîâîãî
ýêâèâàëåíòà çàòðàò íà ñòðîèòåëüñòâî.

Ðàññóæäåíèÿ ðàçäåëîâ 2.2 è 3 ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîñòàâ öåïè, ïîðîæ-
äåííîé ïðîãðàììíûì æèëèùåì, çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì àãåí-
òû âûõîäÿò íà ðûíîê. Ïðè ñâîáîäíîì äîñòóïå ê ïðîãðàììíîìó æè-
ëèùó öåëåâîé àãåíò ìîæåò ïðîèãðàòü êîíêóðåíöèþ èëè êîíêóðåíòî-
ñïîñîáíûé àãåíò ìîæåò íå ïîëó÷èòü ýòî æèëèùå, åñëè äðóãîé àãåíò
åãî îïåðåäèò. Òîãäà ïðîãðàììà áóäåò îáåñïå÷èâàòü æèëèùàìè áî-
ëåå áîãàòûõ èëè áîëåå àêòèâíûõ àãåíòîâ.

Îòñþäà âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå: äîñòóï ê æèëèùàì,
ïîñòðîåííûì çà ñ÷åò áþäæåòà, èìåþò òîëüêî öåëåâûå àãåíòû (÷òî íå
èñêëþ÷àåò ñòèìóëèðîâàíèå ñòðîèòåëüñòâà æèëèù, ïðåäíàçíà÷åííûõ
äëÿ äðóãèõ ïîòðåáèòåëåé). Îáû÷íîå ïðàâèëî òàêîâî: äîñòóï ê íåïðî-
ãðàììíûì æèëèùàì ñâîáîäåí; ê ïðîãðàììíîìó æèëèùó èìåþò äîñ-
òóï òîëüêî òå öåëåâûå àãåíòû, äëÿ êîòîðûõ ýòî æèëèùå ñîîòâåòñòâó-
åò ñîöèàëüíî ãàðàíòèðîâàííîìó ìèíèìóìó.

Ïðàâèëà äîñòóïà ê îäíîòèïíûì ñóùåñòâóþùèì è ïðîãðàììíûì
æèëèùàì ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå íóæíî îáúåäèíèòü
ïðîãðàììíûå æèëèùà â íîâûé òèï. Çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷å ATC (ðàç-
äåë 4) çàïðåò íà äîñòóï (i, h)-àãåíòîâ ê æèëèùàì òèïà j ìîæíî îòðà-
çèòü äâóìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ïðîñòî íå
ââîäèòü ïåðåìåííóþ Xijh . Âî-âòîðûõ, ìîæíî "ïîäàâèòü" ýòó ïåðå-
ìåííóþ ìàëûì çíà÷åíèåì bijh (ïîëàãàÿ, íàïðèìåð, ÷òî (i, h)-àãåíò g,
æåëàþùèé îáîéòè ïðàâèëà äîñòóïà, äîëæåí äàòü âçÿòêó, âñëåäñòâèå
÷åãî ôèêñèðîâàííûé ïëàòåæ qgj î÷åíü âåëèê). Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à
ATC ïîðîæäàåò ñòàíäàðòíûå ðàâíîâåñèÿ è ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà äîñ-
òóï íåêîòîðûõ àãåíòîâ (íàïðèìåð, áîãàòûõ) ê íåêîòîðûì æèëèùàì
(íàïðèìåð, âõîäÿùèì â ñîöèàëüíûé æèëîé ôîíä).

Ïóñòü GC — ìíîæåñòâî ãðóïï ïîòðåáèòåëåé â ñèòóàöèè A0 (è â
ñèòóàöèè Areg). Îïèøåì ïðàâèëà äîñòóïà ìíîæåñòâîì V òðîåê
(i, j, h)∈J2×GC, òàêèõ ÷òî (i, h)-àãåíòû èìåþò äîñòóï ê æèëèùàì òè-
ïà j. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âî ìíîæåñòâî V âõîäÿò òðîéêè (i, 0, h) è
(i, i, h) äëÿ âñåõ (i, h)∈J×GC (ïîòðåáèòåëü èìååò äîñòóï ê ôèêòèâíîìó
æèëèùó è ê èñõîäíî çàíÿòîìó èì æèëèùó).

Ïðåäïîëîæåíèå (i, i, h)∈V îïðàâäàíî òåì, ÷òî æåñòêèå ïðàâèëà äîñ-
òóïà äåéñòâóþò îáû÷íî òîëüêî ïðè ïðåäîñòàâëåíèè ïðèíàäëåæàùåãî
ãîñóäàðñòâó èëè ñóáñèäèðóåìîãî ãîñóäàðñòâîì æèëüÿ. Èçìåíåíèå
õàðàêòåðèñòèê (óâåëè÷åíèå äîõîäà, èçìåíåíèå ÷èñëåííîñòè è ò.ä.)
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äîìîõîçÿéñòâà, êîòîðîìó æèëèùå óæå ïðåäîñòàâëåíî, ìîæåò ïðè-
âåñòè ê óâåëè÷åíèþ òåêóùèõ ôèêñèðîâàííûõ çàòðàò (íàïðèìåð, íà
êîììóíàëüíûå óñëóãè), íî íå ê âûñåëåíèþ.

Ââåäåì âåêòîð y = (yi | i∈J), ãäå yi — ïåðåìåííàÿ ïðè i∈IP è yi = 0
ïðè i∉IP (yi — ÷èñëî ïðîãðàììíûõ æèëèù òèïà i). Ïóñòü ai > 0 —
áþäæåòíûå çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñî ñòðîèòåëüñòâîì æèëèùà òèïà i.
Çàäà÷à ðåãóëèðîâàíèÿ ðûíêà æèëüÿ ñî ñòîðîíû ïðåäëîæåíèÿ (ÇÐÏ) ñ
ïåðåìåííûìè y è x = (xijh | (i, j, h)∈V) èìååò âèä

max ∑i, j,h bijh
 xijh   ïðè óñëîâèÿõ (43)

∑ j xijh = Dhi , (44)

∑i,h xijh ≤ Cj + yj ,   (C0 äîñòàòî÷íî âåëèêî), (45)

∑i ai
 yi ≤ K,   (áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå), (46)

x ≥ 0,   y ≥ 0, (47)

y — öåëî÷èñëåííûé âåêòîð. (48)

Çäåñü Dhi — ÷èñëî (i, h)-àãåíòîâ è Cj — ÷èñëî æèëèù òèïà j â ñèòóà-
öèè A0.

Âåêòîð y, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (46)–(48), ïîðîæäàåò ðûíî÷-
íóþ ñèòóàöèþ Areg = A(y), êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ñèòóàöèè A0 òîëüêî
÷èñëàìè ñâîáîäíûõ æèëèù òèïîâ i∈IP ñ îãðàíè÷åííûì, âîçìîæíî,
äîñòóïîì. Ïðàâàÿ ÷àñòü îãðàíè÷åíèÿ (45) âûðàæàåò ÷èñëî æèëèù òè-
ïà j  â ñèòóàöèè A(y). Âåëè÷èíû ai

 yi óêàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèå
ñðåäñòâ ìåæäó òèïàìè æèëèù. Âåêòîð x ñ ó÷åòîì Ïðåäïîëîæåíèÿ 9
îïèñûâàåò ðàçìåùåíèå.

Ïóñòü (x1, y1) — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÇÐÏ. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ 1
jy

â çàäà÷ó (43)–(45), (47), ìû ïîëó÷èì çàäà÷ó ATC äëÿ ñèòóàöèè A(y1).
Ïîíÿòíî, ÷òî x1 ìîæíî çàìåíèòü ëþáûì îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì
ýòîé çàäà÷è. Èç Òåîðåìû 10 ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå öåëî÷èñëåííîå (íà-
ïðèìåð, áàçèñíîå) îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ATC äëÿ ñèòóàöèè
A(y1) îïðåäåëÿåò ðàçìåùåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íåêîòîðîìó ñòàí-
äàðòíîìó ðàâíîâåñèþ äëÿ ýòîé ñèòóàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøàÿ ÇÐÏ, ìîæíî íàéòè y1 è çàòåì àíàëèçèðîâàòü
ðàâíîâåñèÿ, âîçìîæíûå â ñèòóàöèè A(y1), ïî êðèòåðèþ (40), êàê îïè-
ñàíî â ðàçäåëå 6.1.

ÇÐÏ îïèñûâàåò ðàçóìíûé ïîäõîä ê ôîðìèðîâàíèþ ïðîãðàììû ìóíè-
öèïàëüíîãî æèëèùíîãî ñòðîèòåëüñòâà: öåëåâûå àãåíòû ìîãóò âûáè-
ðàòü æèëèùå êàê íà ñâîáîäíîì ðûíêå, òàê è ñðåäè ïðîãðàììíûõ æè-
ëèù (çà êîòîðûå îíè êîíêóðèðóþò ìåæäó ñîáîé), à ïðî÷èå ìîãóò
óëó÷øèòü ñâîå ïîëîæåíèå âñëåäñòâèå ñíèæåíèÿ öåí è/èëè îñâîáîæ-
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äåíèÿ æèëèù. Ïîòðåáíîñòü â ïðîãðàììíûõ æèëèùàõ, êàê ïðàâèëî,
ïðåâûøàåò ïðåäëîæåíèå, è èõ çàíèìàþò òå öåëåâûå àãåíòû, êîòîðûå
ãîòîâû áîëüøå ïëàòèòü (ñàìûå áîãàòûå ñðåäè áåäíûõ).

Çàìåòèì, ÷òî ÇÐÏ íå ìèíèìèçèðóåò çàòðàòû. Â îïòèìàëüíîì ðåøå-
íèè ÇÐÏ ïðè yj > 0 îãðàíè÷åíèå (45) ìîæåò áûòü íå íàòÿíóòî. "Ëèø-
íèå" æèëèùà íóæíî, êîíå÷íî, èñêëþ÷èòü èç ïðîãðàììû. Òàêèå
æèëèùà íå âîçíèêíóò, åñëè ïîñëå ðåøåíèÿ ÇÐÏ íàéòè "ïðàâèëüíîå"
çíà÷åíèå K0 áþäæåòà ïðîãðàììû è âíîâü ðåøèòü ÇÐÏ, çàìåíèâ
K íà K0.

Âåëè÷èíó K0 ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: min K ïðè óñ-
ëîâèÿõ (44)–(48) è f(x) ≥ f0, ãäå f(x) è f0 ñîîòâåòñòâåííî — öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ (43) è îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè â ÇÐÏ ñ ïåðâî-
íà÷àëüíûì áþäæåòîì ïðîãðàììû K. Ïîíÿòíî, ÷òî K0 ≤ K è ÇÐÏ ñ
áþäæåòîì K0 ñàìûì ýêîíîìíûì îáðàçîì îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëü-
íîå çíà÷åíèå f(x), âîçìîæíîå â ðàìêàõ ïåðâîíà÷àëüíîãî áþäæåòà K.

×åì áåäíåå ïîòðåáèòåëü, òåì ìåíåå îí ÷óâñòâèòåëåí ê êà÷åñòâó æè-
ëüÿ. Ïðè íèçêîé ïëàòåæåñïîñîáíîñòè öåëåâûõ àãåíòîâ â ðàâíîâåñèè,
ïîðîæäåííîì ðåøåíèåì ÇÐÏ, âîçìîæíà ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ: íåêî-
òîðûå öåëåâûå àãåíòû îñòàþòñÿ â íåïðèåìëåìûõ æèëèùàõ è, îäíî-
âðåìåííî, ñóùåñòâóþò ïðèãîäíûå äëÿ íèõ ñâîáîäíûå æèëèùà èëè
áþäæåò ïðîãðàììû íåäîèñïîëüçîâàí. Â òàêîì ñëó÷àå íåîáõîäèìà
ïðîãðàììà ñóáñèäèðîâàíèÿ öåëåâûõ àãåíòîâ (ðàçäåë 6.3), ñòèìóëè-
ðóþùàÿ èõ ïåðåìåùåíèÿ â ïðèåìëåìûå æèëèùà.

6.3. Ðåãóëèðîâàíèå ðûíêà ñî ñòîðîíû ñïðîñà

Ðàññìîòðèì òîëüêî îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåãóëèðîâàíèþ
ðûíêà æèëüÿ ñî ñòîðîíû ñïðîñà: ñóáñèäèðîâàíèå ïîòðåáèòåëåé.
Åãî ìîæíî îñóùåñòâëÿòü â ðàçíûõ ôîðìàõ: äîïëà÷èâàòü àðåíäîäàòå-
ëÿì, îãðàíè÷èâàòü êâàðòïëàòó â ãîñóäàðñòâåííîì ñåêòîðå, âûäàâàòü
ïîòðåáèòåëÿì æèëèùíûå êóïîíû, âàó÷åðû, ñåðòèôèêàòû (ÑØÀ)
èëè "æèëèùíûå äåíüãè" (ÔÐÃ); ñì. (Æèëèùíàÿ ýêîíîìèêà, 1996,
ñ. 189–195; Æèëèùíàÿ ïîëèòèêà…, 1998, ñ. 41, 42, 100).

Ðàçðàáîò÷èê ïðîãðàììû ñóáñèäèðîâàíèÿ ïîòðåáèòåëåé äîëæåí ðå-
øèòü: êîãî, â êàêîì ðàçìåðå è ñ êàêîé öåëüþ ñóáñèäèðîâàòü. Ãëàâíàÿ
öåëü ñóáñèäèðîâàíèÿ, êàê ïðàâèëî, — îáåñïå÷åíèå ñîöèàëüíî ïðèåì-
ëåìûì æèëüåì òåõ, êòî áåç ñóáñèäèè íå ñïîñîáåí êóïèòü èëè àðåíäî-
âàòü òàêîå æèëüå. Ïîáî÷íûì ðåçóëüòàòîì è, ÷àñòî, îäíîé èç öåëåé
ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ ïðåäîòâðàùåíèå ñîêðàùåíèÿ æèëîãî ôîíäà.

Ðàññìîòðèì ïðîãíîçíîå ðàâíîâåñèå e0 (ðàçäåë 6.1). Ó÷èòûâàÿ Ëåì-
ìó 3, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî æèëèùå i, ñâîáîäíîå â ýòîì ðàâíîâåñèè,
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èìååò ñîèçìåðèìóþ öåíó ðàâíîâåñèÿ ψg(i )i ïðè g(i)∈G2 è íóëü ïðè
g(i)∈G1. (Íóëåâàÿ öåíà íå îçíà÷àåò, ÷òî ïîòðåáèòåëü h ìîæåò ïîëó-
÷èòü æèëèùå áåñïëàòíî: îí äîëæåí îïëàòèòü ôèêñèðîâàííûå çàòðà-
òû qhi.) Âîçìîæíûå ñòðàòåãèè âëàäåëüöà ïóñòóþùåãî æèëèùà — êîí-
ñåðâàöèÿ, êîíâåðñèÿ è îòêàç îò æèëèùà. Æèëèùå áóäåò èçúÿòî èç
îáðàùåíèÿ, â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ — íàâñåãäà. Õóæå òîãî, îòêàç
îò æèëèùà ìîæåò âûçâàòü "öåïíóþ ðåàêöèþ" òàêèõ îòêàçîâ, âñëåä-
ñòâèå ÷åãî ãîðîäñêîé ðàéîí ìîæåò ïðåâðàòèòüñÿ â òðóùîáû (Æè-
ëèùíàÿ ýêîíîìèêà, 1996, ñ. 120–123).

Â òî æå âðåìÿ íåêîòîðûå èç ñâîáîäíûõ â e0 æèëèù, âîçìîæíî, ñîîò-
âåòñòâóþò ãèãèåíè÷åñêèì íîðìàì è ìîãóò ïðåäîñòàâèòü ñîöèàëüíî
ïðèåìëåìûå óñëîâèÿ ìàëîîáåñïå÷åííûì ñåìüÿì ïðè ìèíèìàëüíûõ
ñóáñèäèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðàáîò÷èê ïðîãðàììû äîëæåí ïðåæäå
âñåãî îáðàòèòü âíèìàíèå íà âûòåñíÿåìûõ (â íåïðèåìëåìûå æèëèùà)
ïîòðåáèòåëåé è íå èìåþùèå ñïðîñà æèëèùà. Òàêèõ ïîòðåáèòåëåé è
òàêèå æèëèùà ìîæíî âûÿâèòü, àíàëèçèðóÿ e0, à òàêæå íàèëó÷øåå
è íàèõóäøåå ïî ñîöèàëüíîìó êðèòåðèþ ðàâíîâåñèÿ emax è emin (ðàç-
äåë 6.1).

Ïðåäïîëîæåíèå 11. Ñóáñèäèÿ òèïà (i, j, h) (èëè (i, j, h)-ñóáñèäèÿ)
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ (i, h)-àãåíòó ïðè óñëîâèè, ÷òî îí âûáåðåò æèëèùå
òèïà j.

Ïóñòü δijh — ðàçìåð (i, j, h)-ñóáñèäèè, GC è GS — ìíîæåñòâà ãðóïï
ïîòðåáèòåëåé è ïîñòàâùèêîâ ñîîòâåòñòâåííî â ñèòóàöèè A0. Äëÿ
h∈GC åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî δijh = 0, åñëè j∉D(h), è δi0h = 0
äëÿ âñåõ i (ïåðåìåùåíèÿ â íåïðèåìëåìûå æèëèùà è çà ïðåäåëû
ðàññìàòðèâàåìîãî ðûíêà íå ñóáñèäèðóþòñÿ). Åñëè h∈GS, òî
(0, h)-àãåíò (ïîñòàâùèê ãðóïïû h) ìîæåò âûáðàòü æèëèùå òèïà 0 èëè
τ(h). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ0τ (h)h = 0 (óõîä ïîñòàâùèêà ñ ðûíêà íå ñòè-
ìóëèðóåòñÿ).

Ñóáñèäèÿ òèïà (0, 0, h), îáóñëîâëåííàÿ ñíèæåíèåì îòïðàâíîé öåíû
ïðèíàäëåæàùåãî àãåíòó æèëèùà íà ðàçìåð ñóáñèäèè, èìååò ñìûñë.
Íî äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ïîëîæèòü δ00h = 0
ïðè h∈GS. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå îãðàíè÷èòåëüíîå. Âìåñòî ñóáñèäèè
ïîñòàâùèêó ãðóïïû h ìîæíî äàòü ðàâíîöåííóþ (i, τ (h), g)-ñóáñèäèþ
ïîòðåáèòåëþ g∈GC. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé ñóáñèäèè ïîòðåáèòåëü äîë-
æåí áóäåò âûáðàòü æèëèùå òèïà τ(h) è, ñëåäîâàòåëüíî, "ïåðåäàòü"
ñóáñèäèþ ïîñòàâùèêó ãðóïïû h. Â òåðìèíàõ çàäà÷è ATC (0, 0, h)-ñóá-
ñèäèÿ ïðè h∈GS óìåíüøàåò ψ0τ(h)h è, çíà÷èò, óâåëè÷èâàåò biτ(h)g äëÿ
âñåõ i è g∈GC.

Ïðàâèëà äîñòóïà àãåíòîâ ê æèëèùàì îïèøåì ìíîæåñòâîì V òðîåê
(i, j, h)∈I2×GC. Êàê è â ðàçäåëå 6.2, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî V
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âêëþ÷àåò òðîéêè (i, 0, h) è (i, i, h) äëÿ âñåõ (i, h)∈I×GC. Ñ ó÷åòîì ñäå-
ëàííûõ äîïóùåíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî t = (i, j, h)∈V Ðå-
ãóëÿòîð îïðåäåëÿåò ðàçìåð t-ñóáñèäèè δt ≥ 0 è ÷èñëî t-ñóáñèäèé.

Çàñåëåíèå ïóñòóþùèõ æèëèù âûòåñíÿåìûìè àãåíòàìè — ñàìûé åñ-
òåñòâåííûé âàðèàíò ïðîãðàììû. Îäíàêî âîçìîæíû è áîëåå ñëîæíûå
âàðèàíòû. Äîïóñòèì, ÷òî i∈D(h) \ D(g), j∈D(h) ∩ D(g), â ðàâíîâåñèè
e0 (i, h)-àãåíò A âûáèðàåò æèëèùå òèïà j (ïîòîìó ÷òî æèëèùå òèïà i
äëÿ íåãî ñëèøêîì äîðîãîå), à (k, g)-àãåíò B âûáèðàåò íåïðèåìëåìîå
æèëèùå. Àãåíòó A ìîæíî äàòü (i, i, h)-ñóáñèäèþ (÷òîáû îí îñòàëñÿ â
èñõîäíîì æèëèùå), à àãåíòó B — (k, j, g)-ñóáñèäèþ, ò.å. ìîæíî îñëà-
áèòü àãåíòà A è ïîääåðæàòü àãåíòà B â êîíêóðåíöèè çà æèëèùå j. Íî,
âî-ïåðâûõ, çà ýòî æèëèùå ìîãóò êîíêóðèðîâàòü è äðóãèå àãåíòû, âî-
âòîðûõ, æèëèùå i ìîæåò áûòü ïðèåìëåìî äëÿ äðóãèõ öåëåâûõ àãåí-
òîâ. Ïîýòîìó íóæíà ìîäåëü äëÿ àíàëèçà ïîñëåäñòâèé îïèñàííîé èëè
äðóãîé ïðåäëàãàåìîé ïîëèòèêè.

Ðàâíîâåñèå e0 ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûì îïòèìàëüíûì ðåøåíèÿì x è
(γ, π) çàäà÷ AT è AT*. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ Ëåììû 4, ëåãêî äîêà-
çàòü, ÷òî γi h ≥ 0. Òðîéêà (x, γ, π) äàåò âàæíóþ (íî, ê ñîæàëåíèþ, íå
ïîëíóþ) èíôîðìàöèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí δijh . Ïóñòü (i, j, h)∈V,
xikh > 0 (íåêîòîðûå (i, h)-àãåíòû âûáèðàþò æèëèùà òèïà k) è j ≠ k. Òî-
ãäà (ñì. îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è AT*) γi h + πk = aikh è γi h + πj ≥ aijh . Ìèíè-
ìàëüíûé ðàçìåð ñóáñèäèè, ïðè êîòîðîì (i, h)-àãåíò g, âîçìîæíî, âû-
áåðåò j, ðàâåí γi h + πj − aijh = γi h + (πj+qgj) − bgj ≥ 0, ãäå bgj — îòïðàâ-
íàÿ öåíà àãåíòà g íà æèëèùå òèïà j , à âûðàæåíèå â ñêîáêàõ — ïîë-
íàÿ ãîäîâàÿ ñòîèìîñòü æèëèùà j äëÿ àãåíòà g. Íàïðèìåð, åñëè ðå÷ü
èäåò îá àðåíäíîì æèëèùå òèïà j, γi h = 0 è bgj íå ïðåâûøàåò 30% îò
wg , òî ìû ïîëó÷àåì èçâåñòíûé ïðèíöèï:

Ñóáñèäèÿ =
  = Ôàêòè÷åñêàÿ êâàðòïëàòà (çà ñòàíäàðòíîå æèëüå) − 0,3×Äîõîä

(Æèëèùíàÿ ýêîíîìèêà, 1996, ñ. 190, 191). Çàìåòèì, ÷òî â Ðîññèè
"ñîáñòâåííûå ðàñõîäû ãðàæäàí, èìåþùèõ ñîâîêóïíûé äîõîä ñåìüè
íà îäíîãî ÷åëîâåêà, íå ïðåâûøàþùèé óñòàíîâëåííûé ïðîæèòî÷íûé
ìèíèìóì, íà îïëàòó æèëüÿ è êîììóíàëüíûõ óñëóã â ïðåäåëàõ ñîöè-
àëüíîé íîðìû ïëîùàäè æèëüÿ è íîðìàòèâîâ ïîòðåáëåíèÿ êîììó-
íàëüíûõ óñëóã íå äîëæíû ïðåâûøàòü ïîëîâèíó óñòàíîâëåííîãî ôå-
äåðàëüíûì çàêîíîì ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà îïëàòû òðóäà" (Çàêîí
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè "Îá îñíîâàõ ôåäåðàëüíîé æèëèùíîé ïîëè-
òèêè" â ðåäàêöèè Ôåäåðàëüíûõ çàêîíîâ îò 12.01.96 ¹ 9-ÔÇ, îò
21.04.97 ¹ 68-ÔÇ, îò 10.02.99 ¹ 29-ÔÇ, îò 17.06.99 ¹ 113-ÔÇ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, δijh ≥ γih + πj − aijh = (aikh−πk) − (aijh−πj), ò.å. (i, j, h)-ñóá-
ñèäèÿ äîëæíà îáåñïå÷èòü àãåíòó ïðè âûáîðå j ïîëåçíîñòü, íå ìåíü-
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øóþ, ÷åì ïðè âûáîðå k. Íà ñàìîì äåëå äëÿ (i, h)-àãåíòà (i, j, h)-ñóá-
ñèäèÿ äîëæíà ñäåëàòü j áîëåå ïîëåçíûì, ÷åì k, ÷òîáû îí "ïî÷óâñò-
âîâàë ðàçíèöó": δijh = γi h + πj − aijh + ε, ε > 0. Â ÷àñòíîñòè, åñëè xijh > 0,
òî äëÿ (i, h)-àãåíòîâ æèëèùà òèïà j äîñòóïíû áåç ñóáñèäèðîâàíèÿ
è ðàâíîöåííû æèëèùàì òèïà k. Òîãäà (i, j, h)-ñóáñèäèÿ ìèíèìàëüíà
(δijh = ε); îíà ïîëåçíà, åñëè k∉D(h), èëè åñòü ñâîáîäíûå æèëèùà òèïà
j, èëè æèëèùà òèïà k "íóæíû" äëÿ äðóãèõ àãåíòîâ.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, â êîòîðîì óäàåòñÿ îáîñíîâàòü âåëè÷èíó
ñóáñèäèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψaj ≥ ψbj äëÿ âñåõ j, a∈G(h, i), b∈G(g, i)
(ïðè ðàâíûõ ôèêñèðîâàííûõ ïëàòåæàõ ýòî âåðíî, åñëè, íàïðèìåð,
àãåíòû ãðóïï h è g èìåþò îäèíàêîâûå ïðåäïî÷òåíèÿ, íî äîõîä
àãåíòîâ  ãðóïïû  g  ìåíüøå).  Ïóñòü  γ — âåêòîð  îöåíîê  îãðàíè÷å-
íèé ∑ j xijh = Dhi â çàäà÷å (40) − (42). Åñëè γi h > γig , òî "ïåðåâîä"
(i, g)-àãåíòà â ãðóïïó h óâåëè÷èò ìàêñèìóì ñîöèàëüíîãî êðèòåðèÿ
(40) íà γi h − γig . Ïîëàãàÿ δijg = ψaj − ψbj (ðàçíîñòü íå çàâèñèò îò a è b;
ñì. ðàçäåë 4) äëÿ âñåõ j, ìû îñóùåñòâèì òàêîé "ïåðåâîä".

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè îãðàíè÷åíèå (41) íå íàòÿíóòî â çàäà÷å AT
äëÿ ñèòóàöèè A0 è èìååò ïîëîæèòåëüíóþ îöåíêó â çàäà÷å (40) – (42),
òî (i, j, h)-ñóáñèäèÿ ìîæåò áûòü öåëåñîîáðàçíîé.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îöåíèòü öåëåñîîáðàçíîñòü ñóáñèäèðîâàíèÿ
íåêîòîðûõ ïåðåìåùåíèé è ðàçìåðû íåêîòîðûõ ñóáñèäèé è, èñïîëü-
çóÿ ýòó èíôîðìàöèþ, ñôîðìèðîâàòü ïðîãðàììó ñóáñèäèðîâàíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ δt (âîçìîæíî, íóëåâûå) è ÷èñëî t-ñóá-
ñèäèé îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ t∈V. Äëÿ âñåõ (i, j, h)∈V îáúåäèíèì
(i, h)-àãåíòîâ, ïîëó÷èâøèõ (i, j, h)-ñóáñèäèþ, â îäíó ãðóïïó. Ïî Ïðåä-
ïîëîæåíèþ 11 â íîâîé ðûíî÷íîé ñèòóàöèè Areg ÷èñòàÿ ïîëåçíîñòü
æèëèùà òèïà j äëÿ ïîòðåáèòåëÿ, ïîëó÷èâøåãî (i, j, h)-ñóáñèäèþ (ñî-
îòâåòñòâóåò ïàðàìåòðó aijh â ñèòóàöèè A0), ðàâíà aijh + δijh .

Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü çàäà÷ó AT(Areg), íàéòè îïòèìàëüíîå çíà-
÷åíèå f0 åå öåëåâîé ôóíêöèè è, ñ ïîìîùüþ çàäà÷è, àíàëîãè÷íîé

çàäà÷å (40)–(42), îïðåäåëèòü reg
maxe  è reg

mine : íàèëó÷øåå è íàèõóä-

øåå, ñ òî÷êè çðåíèÿ Ðåãóëÿòîðà, ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèòóàöèè Areg.
Ñðàâíèâàÿ ýòè ðàâíîâåñèÿ, ìîæíî îöåíèòü ðàññìàòðèâàåìóþ ïðî-
ãðàììó. Òàêèì îáðàçîì, âàðüèðóÿ ðàçìåðû è ÷èñëî ñóáñèäèé,
ìîæíî ýìïèðè÷åñêè âûáðàòü ðàöèîíàëüíóþ ïðîãðàììó æèëèùíûõ
ñóáñèäèé. Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ìîäåëè, ïîçâîëÿþùåé âûáðàòü
÷èñëî ñóáñèäèé êàæäîãî òèïà ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ δt äëÿ
âñåõ t∈V.

Ïóñòü g∈G(h, i), k∈I(j). Ïðÿìîå ñóáñèäèðîâàíèå ïîêóïêè èëè àðåíäû
(i, h)-àãåíòàìè æèëèù òèïà j óâåëè÷èâàåò bgk , êîñâåííîå ñóáñèäèðî-



6. ÏÐÈËÎÆÅÍÈß Ê ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÅ ÆÈËÈÙÍÎÉ ÏÎËÈÒÈÊÈ 59

âàíèå ïîñðåäñòâîì âûïëàò âëàäåëüöàì òàêèõ æèëèù óìåíüøàåò qgk

(åñëè qgk âêëþ÷àåò íåêîòîðûå çàòðàòû âëàäåëüöà) è/èëè ψg(k)k . Â
ëþáîì ñëó÷àå bijh â öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è ATC âîçðàñòàåò íà δijh .

Êðèòåðèåì âûáîðà ïðîãðàììû ñóáñèäèðîâàíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü ñóì-
ìàðíóþ ÷èñòóþ ïîëåçíîñòü ñóáñèäèðóåìûõ æèëèù äëÿ ïîëó÷àòåëåé
ñóáñèäèé (â òîì ÷èñëå íóëåâûõ). Ïóñòü yt — ÷èñëî ïðåäîñòàâëÿåìûõ
t-ñóáñèäèé (ïåðåìåííàÿ), y = (yt | t∈V). Çàäà÷à ðåãóëèðîâàíèÿ ðûíêà
ñî ñòîðîíû ñïðîñà (ÇÐÑ), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò íàèëó÷øóþ (ïî âû-
áðàííîìó êðèòåðèþ) ïðîãðàììó ñóáñèäèðîâàíèÿ y, èìååò âèä

max ∑t∈V (bt + δt) yt   ïðè óñëîâèÿõ 

∑ j yijh = Dhi ,   ∑i,h yijh ≤ Cj ;   ∑t δt
 yt ≤ K,   yt ≥ 0, öåëûå. (49)

Ïðè óñëîâèÿõ (49) ÷èñëî ñóáñèäèé, âûäåëåííûõ (i, h)-àãåíòàì, íå
ïðåâûøàåò ÷èñëî òàêèõ àãåíòîâ; ÷èñëî ñóáñèäèé, îáóñëîâëåííûõ ïå-
ðåìåùåíèÿìè â æèëèùà òèïà j, íå ïðåâûøàåò ÷èñëî òàêèõ æèëèù;
áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå âûïîëíåíî.

Ïîëîæèì U0 = {t | δt > 0}. Äîïóñòèì, ÷òî ïðîãðàììà y ïðèíÿòà è
 ñóáñèäèðóåìûå àãåíòû îïðåäåëåíû (íî (i, h)-àãåíò ïîëó÷èò ñâîþ
(i, j, h)-ñóáñèäèþ, òîëüêî åñëè âûáåðåò æèëèùå òèïà j). Âîçíèêàåò
íîâàÿ ðûíî÷íàÿ ñèòóàöèÿ Areg = A(y). Â ýòîé ñèòóàöèè yt ïîòåíöèàëü-
íûõ ïîëó÷àòåëåé t-ñóáñèäèè îáðàçóþò íîâóþ t-ãðóïïó ïîòðåáèòåëåé,
åñëè t∈U0; (i, h)-àãåíòû, íå ïîëó÷èâøèå ñóáñèäèè, äëÿ êàæäîãî
t = (i, j, h)∉U0 îáðàçóþò t-ïîäãðóïïó ãðóïïû h, ñîñòîÿùóþ èç yt ïî-
òåíöèàëüíûõ "ïîëó÷àòåëåé" íóëåâîé (i, j, h)-ñóáñèäèè. Çàìåòèì, ÷òî
(i, h)-àãåíò, êîòîðîìó ïðåäíàçíà÷åíà íåíóëåâàÿ (i, j, h)-ñóáñèäèÿ,
ìîæåò, òåì íå ìåíåå, âûáðàòü æèëèùå òèïà k ≠ j.
×èñòóþ ïîëåçíîñòü at(k) æèëèùà òèïà k äëÿ ÷ëåíîâ t-ãðóïïû èëè
t-ïîäãðóïïû (t-àãåíòîâ) îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè t =
(i, j, h), òî at(k) = bikh äëÿ k ≠ j è at(j) = bt + δt (ñóáñèäèÿ òèïà (i, j, h)
óâåëè÷èâàåò íà δijh ïîëåçíîñòü æèëèù òèïà j è íå ìåíÿåò ïîëåçíîñòè
äðóãèõ æèëèù äëÿ (i, h)-àãåíòîâ). Ïîëîæèì W(i, h) = {(i, j, h) | δijh = 0}.

Çàäà÷à ATC äëÿ ñèòóàöèè A(y) èìååò âèä

max ∑t,k at(k)  xt(k)   ïðè óñëîâèÿõ (50)

∑k∑(i, j,h)∈W (i,h) xijh(k) = ∑k∑(i,k,h)∈W (i,h) yikh , (51)

∑k xt(k) = yt   äëÿ t∈U0, (52)

∑t xt(k) ≤ Ck ,   xt(k) ≥ 0, (53)

ãäå xt(k) — ÷èñëî t-àãåíòîâ, âûáèðàþùèõ æèëèùà òèïà k.

Óñëîâèå (51) ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ (38) äëÿ ãðóïïû, ñîñòîÿùåé
èç t-ïîäãðóïï, âõîäÿùèõ âî ìíîæåñòâî W(i, h): ÷èñëî àãåíòîâ â ýòîé
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ãðóïïå äîëæíî áûòü ðàâíî ÷èñëó âûáðàííûõ èìè æèëèù. Óñëîâèå
(52) ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ (38) äëÿ t-ãðóïïû.

Ðàçìåùåíèå, êîòîðîå âîçíèêëî áû â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè ïëàíà y,
îïèøåì âåêòîðîì x(y) = (xt(k, y) | t∈V, k∈I): xijh( j, y) = yijh , xijh(k, y) = 0
ïðè k ≠ j (äëÿ êàæäîãî t âñå t-àãåíòû âîñïîëüçîâàëèñü t-ñóáñèäèÿìè).

Òåîðåìà 15. Ïóñòü y — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÇÐÑ. Òîãäà x(y) — îï-
òèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (50)–(53). Ñ ó÷åòîì Ïðåäïîëîæåíèÿ 11
x(y) îïèñûâàåò ðàâíîâåñíîå ðàçìåùåíèå äëÿ ñèòóàöèè A(y).

Òàêèì îáðàçîì, ÇÐÑ îïðåäåëÿåò è ðàöèîíàëüíóþ ïðîãðàììó ñóáñè-
äèðîâàíèÿ, è îäíî èç òåõ ðàâíîâåñèé, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü â
ñëó÷àå ðåàëèçàöèè ýòîé ïðîãðàììû.

6.4. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Äîáðîâîëüíîñòü âûáîðà. Ðàññóæäåíèÿ ðàçäåëîâ 6.2 è 6.3 ïîêàçûâà-
þò, ÷òî âñÿêîìó îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ ÇÐÏ èëè ÇÐÑ ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðîå ñòàíäàðòíîå ðàâíîâåñèå ereg íà ðàññìàòðèâàåìîì ðûíêå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñëåäñòâèå ðåàëèçàöèè æèëèùíîé ïðîãðàììû
âîçíèêëî ðàâíîâåñèå e. Äîáðîâîëüíîñòü âûáîðà àãåíòîâ ðûíêà îã-
ðàíè÷åíà òîëüêî ïðàâèëàìè äîñòóïà, è ìíîæåñòâåííîñòü ðàâíîâåñèé
íå ïîçâîëÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ, óòâåðæäàòü, ÷òî e = ereg. Îäíàêî â
ðàâíîâåñèè e íåöåëåâûå àãåíòû íå çàíèìàþò ïðîãðàììíûå æèëèùà
(âñëåäñòâèå îãðàíè÷åíèé äîñòóïà), è (i, j, h)-ñóáñèäèÿ ïðåäîñòàâëåíà
àãåíòó, òîëüêî åñëè îí âûáðàë ïðèåìëåìîå æèëèùå òèïà j.

Èç Òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà öåí ðàâíîâåñèÿ óðàâíî-
âåøèâàåò ëþáîå ðàâíîâåñíîå ðàçìåùåíèå. Ïîýòîìó æèëèùå, êîòî-
ðîå öåëåâîé àãåíò çàíÿë áû â ereg, áóäåò äëÿ íåãî íàèëó÷øèì (âîç-
ìîæíî, íå åäèíñòâåííûì) è â e. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî, ñî-
÷åòàÿ ñòðîèòåëüñòâî ïðîãðàììíûõ æèëèù, ñóáñèäèðîâàíèå è ïðîïà-
ãàíäó, ìîæíî îáåñïå÷èòü õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê îäíîìó èç ðàâíî-
âåñèé ereg.

Âàðèàíò öåëåâîé ôóíêöèè Ðåãóëÿòîðà. Ìû ðàññìàòðèâàëè ëèíåéíóþ
ïî ïåðåìåííûì çàäà÷è AT öåëåâóþ ôóíêöèþ Ðåãóëÿòîðà. Àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì ìîæíî àíàëèçèðîâàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ R, ëèíåéíóþ
ïî ïåðåìåííûì γ è π çàäà÷è AT* (íàïðèìåð, ñóììó öåí íà æèëèùà
íåêîòîðûõ òèïîâ). Â ÷àñòíîñòè, åñëè Q — ìíîãîãðàííèê çàäà÷è AT*,
òî Q0 = {(γ, π)∈Q | ∑h,n Dhn

 γhn + ∑k Ck
 πk ≤ f0} — îïòèìàëüíàÿ ãðàíü

ýòîãî ìíîãîãðàííèêà. Ïîýòîìó Ðåãóëÿòîð ìîæåò ñðàâíèòü ìàêñèìóì
è ìèíèìóì ôóíêöèè R ïî âñåì ñèñòåìàì öåí ðàâíîâåñèÿ, ðåøàÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà Q0.
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Ñîãëàñîâàíèå æèëèùíûõ ïðîãðàìì. Ðåãóëèðîâàíèå ðûíêà ñî ñòîðî-
íû ïðåäëîæåíèÿ ïîñðåäñòâîì ñòðîèòåëüñòâà ìóíèöèïàëüíûõ æèëèù
áåç ñóáñèäèðîâàíèÿ ïîòðåáèòåëåé öåëåñîîáðàçíî, åñëè ñóùåñòâóåò
ïëàòåæåñïîñîáíûé ñïðîñ öåëåâûõ ïîòðåáèòåëåé íà ýòè æèëèùà ïðè
öåíàõ, îêóïàþùèõ çàòðàòû. Íåñîáëþäåíèå ýòîãî óñëîâèÿ ïðèâîäèò
"ê ñòðîèòåëüñòâó â íåêîòîðûõ ðåãèîíàõ èçáûòî÷íîãî ÷èñëà íîâûõ
êâàðòèð, ïðåäëàãàåìûõ ìóíèöèïàëèòåòàìè äëÿ ïðîäàæè, ïðè íàëè-
÷èè… ãðóïï íàñåëåíèÿ, îñòðî íóæäàþùèõñÿ â æèëüå" (Æèëèùíàÿ ïî-
ëèòèêà…, 1998, ñ. 210).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóáñèäèðîâàíèå ïîòðåáèòåëåé, íå ïîääåðæàííîå
ïðîãðàììîé æèëèùíîãî ñòðîèòåëüñòâà, èìååò ñìûñë, åñëè íà ðûíêå
åñòü äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ èëè îñâîáîæäàþùèõñÿ (âû-
áûâàþùèõ) æèëèù. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëèáî ñóáñèäèè íå áóäóò âîñ-
òðåáîâàíû, ëèáî öåíû íà æèëèùà, ïðèåìëåìûå äëÿ öåëåâûõ ïîòðå-
áèòåëåé, âîçðàñòóò. Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíà åäèíàÿ ïðîãðàììà ðåãó-
ëèðîâàíèÿ ðûíêà. Îáúåäèíåíèå ÇÐÏ è ÇÐÑ ïîçâîëèò ïîñòðîèòü,
âîçìîæíî, ìîäåëü äëÿ âûáîðà òàêîé ïðîãðàììû.

Ãîñóäàðñòâåííûé ñåêòîð. Ãîâîðÿ î áþäæåòíîì ôèíàíñèðîâàíèè
æèëèùíûõ ïðîãðàìì, ìû, â ñóùíîñòè, ââîäèì â èñõîäíóþ ìîäåëü
ðûíêà ñåêòîð ãîñóäàðñòâåííûõ æèëèù ñ îãðàíè÷åííûì äîñòóïîì è
ðåãóëèðóåìûìè öåíàìè. Ðåãóëèðîâàíèå öåí â ãîñóäàðñòâåííîì ñåê-
òîðå — îäíà èç ôîðì ñóáñèäèðîâàíèÿ. Ìåñòíûå âëàñòè ìîãóò óñòà-
íàâëèâàòü ðàçíûå öåíû äëÿ ðàçíûõ ãðóïï ïîòðåáèòåëåé.

Ôèíàíñèðîâàíèå æèëèùíûõ ïðîãðàìì. Ïðè ðàññìîòðåííûõ íàìè
ïîäõîäàõ ê ðåãóëèðîâàíèþ ðûíêà æèëüÿ çàòðàòû íà ðåãóëèðîâàíèå
(âåëè÷èíà K â çàäà÷àõ ÇÐÏ è ÇÐÑ) ïîêðûâàþòñÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòå-
ïåíè èç áþäæåòà. Â ðàçâèòûõ ñòðàíàõ îáû÷íî öåíòðàëüíûé áþäæåò
ñóáñèäèðóåò ìåñòíûå áþäæåòû äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ëîêàëüíûõ æè-
ëèùíûõ ïðîãðàìì (Áåññîíîâà, 1993, ñ. 57, 139).

Ðîññèéñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïðîãðàììà "Æèëèùå" (óòâåðæäåííàÿ
Ïîñòàíîâëåíèåì Ñîâåòà Ìèíèñòðîâ — Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ îò 20 èþíÿ
1993 ã. ¹ 595) óêàçûâàåò ñëåäóþùèå èñòî÷íèêè ñðåäñòâ äëÿ ñîçäà-
íèÿ æèëèùíîãî ôîíäà ñîöèàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ è âûïëàòû ñóáñè-
äèé. Ôåäåðàëüíûå èñòî÷íèêè — ýòî áþäæåòíûå ñðåäñòâà, ãàðàíòè-
ðîâàííûå ãîñóäàðñòâîì êðåäèòû, ñðåäñòâà Ãîñóäàðñòâåííîãî ôîíäà
çàíÿòîñòè (îðãàíèçàöèÿ îáùåñòâåííûõ ðàáîò â æèëèùíîé ñôåðå),
äîëÿ ôåäåðàëüíûõ ýêñïîðòíûõ êâîò è ò.ä. Ìåñòíûå èñòî÷íèêè âêëþ-
÷àþò â ñåáÿ íàëîã íà ïðèáûëü îò ïðîäàæè æèëüÿ, äîëþ íàëîãà íà
íåäâèæèìîñòü, ÷àñòü ïðèáûëè îò ïðîäàæè ìåñòíûìè îðãàíàìè âëà-
ñòè ïîäãîòîâëåííûõ ó÷àñòêîâ äëÿ ñòðîèòåëüñòâà.

Ïðè ïîñëåäóþùåé ïåðåðàáîòêå ïðîãðàììû (Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ
íîâîãî ýòàïà ðåàëèçàöèè ãîñóäàðñòâåííîé öåëåâîé ïðîãðàììû "Æè-
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ëèùå"; óòâåðæäåíû Óêàçîì Ïðåçèäåíòà ÐÔ îò 29.03.96 ¹ 431) ó÷à-
ñòèå ôåäåðàëüíîãî áþäæåòà â ôèíàíñèðîâàíèè ëîêàëüíûõ æèëèù-
íûõ ïðîãðàìì áûëî ñóùåñòâåííî óìåíüøåíî. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäïðè-
ÿòèÿ è ó÷ðåæäåíèÿ, â óïðàâëåíèè êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ìóíèöèïàëüíûé
æèëèùíûé ôîíä, äîëæíû ïðåäîñòàâëÿòü æèëèùíûå ñóáñèäèè ãðàæ-
äàíàì çà ñ÷åò ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ èñ-
òî÷íèêîâ ôèíàíñèðîâàíèÿ, ïîìèìî ïðî÷åãî, óêàçàíû ñðåäñòâà îò
ïðîäàæè íà êîììåð÷åñêèõ àóêöèîíàõ ÷àñòè ïîñòðîåííîãî æèëüÿ è
ïðèáûëü îò ìóíèöèïàëüíûõ äîõîäíûõ äîìîâ.

Äëÿ êîìïåíñàöèé íà îïëàòó æèëüÿ è êîììóíàëüíûõ óñëóã ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ÷àñòü äîõîäîâ, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîâûøåíèè ïëàòåæåé çà
æèëüå è êîììóíàëüíûå óñëóãè (Ïîëîæåíèå î ïîðÿäêå ïðåäîñòàâëå-
íèÿ ãðàæäàíàì êîìïåíñàöèé (ñóáñèäèé) íà îïëàòó æèëüÿ è êîììó-
íàëüíûõ óñëóã; óòâåðæäåíî ïîñòàíîâëåíèåì Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ îò
18.06.96 ¹ 707). Ñëåäîâàòåëüíî, ìåñòíûå âëàñòè ìîãóò ôèíàíñèðî-
âàòü "çàòðàòíûå" æèëèùíûå ïðîãðàììû çà ñ÷åò ïðèáûëüíûõ ïðî-
ãðàìì èëè ìåðîïðèÿòèé.

Ïðîäàâàÿ íà ñâîáîäíîì ðûíêå æèëèùà èç ìóíèöèïàëüíîãî ôîíäà,
ìåñòíûå âëàñòè èãðàþò ðîëü ïîñòàâùèêà, ìàêñèìèçèðóþùåãî ïðè-
áûëü. Çàäà÷à AT ïîçâîëÿåò ïîäîáðàòü ìàêñèìàëüíûå îòïðàâíûå öå-
íû ïðîäàâöà, ïðè êîòîðûõ æèëèùà áóäóò ïðîäàíû. Åñëè ìóíèöèïà-
ëèòåò ôèíàíñèðóåò ñòðîèòåëüñòâî æèëèù äëÿ ïðîäàæè íà ñâîáîäíîì
ðûíêå, òî ðàñïðåäåëèòü ñðåäñòâà ìåæäó òèïàìè æèëèù ìîæíî, ïðè-
ìåíÿÿ ÇÐÏ ñ íåîãðàíè÷åííûì äîñòóïîì (V = I2×H).

Âî ìíîãèõ ãîðîäàõ ÷àñòü âîçâîäèìîãî ÷àñòíûìè èíâåñòîðàìè æèëüÿ
áåçâîçìåçäíî ïîñòóïàåò â ðàñïîðÿæåíèå âëàñòåé. Òàêîå ïðàâèëî
äåéñòâóåò, íàïðèìåð, â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå (Æèëüå, 1998, ñ. 53), à
òàêæå â Íîâîñèáèðñêå, ãäå ìýðèÿ ïîëó÷àåò áåñïëàòíî 5% íîâîãî
æèëüÿ (Ñìîðîäèíîâ, 1999). Ïðîãíîçèðóåìûé îáúåì ÷àñòíîãî æèëèù-
íîãî ñòðîèòåëüñòâà îïðåäåëÿåò îáùóþ ïëîùàäü S æèëüÿ, êîòîðîå
ïîñòóïèò â ðàñïîðÿæåíèå ìåñòíûõ âëàñòåé. Ýòó îáùóþ ïëîùàäü
ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ìåæäó òèïàìè æèëèù ñ ïîìîùüþ ÇÐÏ, èçìåðÿÿ
çàòðàòû íà ðåãóëèðîâàíèå íå äåíüãàìè, à ïëîùàäüþ æèëèù (ñ÷èòàÿ,
÷òî ai — ïëîùàäü îäíîãî æèëèùà òèïà i è K = S).

Ðàçâèâàÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå (Gustafsson et al., 1980,
ñ. 88, 89), ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâîéñòâåííûå îöåíêè äëÿ "îòðèöà-
òåëüíîãî ñóáñèäèðîâàíèÿ" íåêîòîðûõ ñäåëîê íà ðûíêå æèëüÿ. Ïóñòü
x è (γ, π) — îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ AT è AT*, îïðåäåëÿþùèå
ðàâíîâåñèå e0 äëÿ ñèòóàöèè A0. Äîïóñòèì, ÷òî â ýòîì ðàâíîâåñèè
íåêîòîðûå (i, h)-àãåíòû âûáèðàþò æèëèùà òèïà j è èìåþò ïðè ýòîì
ïîëîæèòåëüíûé ïîòðåáèòåëüñêèé èçëèøåê: γi h = aijh − πj > 0. Çàôèê-
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ñèðóåì δ  òàê, ÷òî 0 < δ < γi h . Ïóñòü J(i, h) = {k∈I | γi h = aikh−πk} —
ìíîæåñòâî òèïîâ æèëèù, ðàâíîöåííûõ j äëÿ (i, h)-àãåíòîâ ïðè
öåíàõ p = r(π) (ðàçäåë 1.1). Ïîëîæèì αi kh = aikh − δ ïðè k∈J(i, h),
β = (βkg | (k, g)∈I×H), ãäå βi h = γi h − δ è βkg = γkg ïðè (k, g) ≠ (i, h).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî x è (β, p) — îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ AT è AT*
äëÿ ñèòóàöèè B, ïîëó÷åííîé èç A0 çàìåíîé aikh íà αi kh äëÿ k∈J(i, h).
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè óìåíüøèòü aikh íà δ äëÿ âñåõ k∈J(i, h), òî
(i, h)-àãåíòû íå èçìåíÿò ñâîé âûáîð, è â íîâîì ðàâíîâåñèè ðàçìå-
ùåíèå è öåíû áóäóò òàêèìè æå, êàê â ðàâíîâåñèè e0. Ïðè ýòîì ñ êà-
æäîé ñäåëêè, ñîîòâåòñòâóþùåé òðîéêå (i, k, h), k∈J(i, h), ìåñòíûå
âëàñòè ñìîãóò ïîëó÷èòü â áþäæåò ãîäîâîé äîõîä δ äëÿ ôèíàíñèðîâà-
íèÿ æèëèùíûõ ïðîãðàìì. Äîñòàòî÷íî ââåñòè äëÿ âñåõ (i, h)-àãåíòîâ
äîïîëíèòåëüíûé ôèêñèðîâàííûé ïëàòåæ çà æèëèùà òèïîâ k∈J(i, h).
Ýòî ìîæåò áûòü ëèáî åæåãîäíàÿ âûïëàòà δ, ëèáî åäèíîâðåìåííûé
ïëàòåæ δ  ρ−1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûå íàìè ìîäåëè ìîãóò áûòü ïîëåçíû
ïðè ðàçðàáîòêå ïðèáûëüíûõ ïðîãðàìì è ìåðîïðèÿòèé â æèëèùíîé
ñôåðå.

Äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðèáûëüíûå è  çà-
òðàòíûå ïðîãðàììû ðàçäåëåíû âî âðåìåíè: ïðèáûëü, ïîëó÷åííàÿ
ìåñòíûì áþäæåòîì â òåêóùåì ïåðèîäå, âêëàäûâàåòñÿ â çàòðàòíûå
ïðîãðàììû ñëåäóþùåãî ïåðèîäà; ìåñòíûå âëàñòè íàêàïëèâàþò
ñðåäñòâà, à ïîòîì èõ òðàòÿò.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ÇÐÏ è ÇÐÑ. Ôîðìàëüíî ÇÐÏ è ÇÐÑ — ýòî
çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ òðàíñïîðòíîãî
òèïà ñ îäíèì "ðþêçà÷íûì" îãðàíè÷åíèåì. Îíè NP-ïîëíû: ê êàæäîé
èç íèõ ñâîäèòñÿ çàäà÷à "öåëî÷èñëåííûé ðþêçàê" (Papadimitriou,
Steiglitz, 1982, Section 15.7). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ïðè
ðåàëüíûõ ðàçìåðíîñòÿõ î÷åíü òðóäîåìêî.

Íàìè ïðåäëîæåí ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ÇÐÏ (ïîäðîáíîå
èçëîæåíèå ýòîãî ìåòîäà ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå (Khutoretsky, 2001)).

Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â àíàëèçå íåöåëûõ êîìïîíåíò ïðîèçâîëü-
íîãî áàçèñíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ (x, y) ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè
ÇÐÏ (êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÇÐÏË). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè êîìïîíåí-
òû ïîðîæäàþò ñòðóêòóðó, êîòîðóþ ìû íàçâàëè ìàðøðóòîì. Ìàðøðóò
ñîñòîèò èç çâåíüåâ (i, j, h), òàêèõ ÷òî xijh — íå öåëîå ÷èñëî. Çâåíî
(i, j, h) èìååò íà÷àëî i, èñòî÷íèê (i, h) è êîíåö j. Ñîñåäíèå çâåíüÿ
ìàðøðóòà ñîåäèíåíû èñòî÷íèêîì, íà÷àëîì èëè êîíöîì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìîæíî ðàçëè÷àòü ïðÿìûå è îáðàòíûå çâåíüÿ. Íà÷àëà è êîíöû
çâåíüåâ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìàðøðóòà.
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Ìàðøðóò µ, ïîðîæäåííûé íåöåëûìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðà x, íå
çàìêíóò. Â âåêòîðå y íåöåëûìè ìîãóò áûòü òîëüêî êîìïîíåíòû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå êðàéíèì âåðøèíàì ìàðøðóòà µ.

Äîïóñòèìîå ðåøåíèå (x, y) çàäà÷è ÇÐÏË íàçîâåì ýêîíîìíûì, åñëè
äëÿ ëþáîãî i ëèáî yi = 0, ëèáî ñîîòâåòñòâóþùåå îãðàíè÷åíèå (45)
íàòÿíóòî (íåèñïîëüçóåìûå æèëèùà íå ôèíàíñèðóþòñÿ). Ïî êàæäîìó
áàçèñíîìó îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è ÇÐÏË ìîæíî ïîñòðîèòü
åå ýêîíîìíîå áàçèñíîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

Ó÷èòûâàÿ ïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (x, y) — îï-
òèìàëüíîå ýêîíîìíîå áàçèñíîå íåöåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå ÇÐÏË è
µ — ïîðîæäåííûé ýòèì ðåøåíèåì ìàðøðóò. Îêàçûâàåòñÿ, äðîáíûå
÷àñòè êîìïîíåíò âåêòîðà x, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäèíàêîâî îðèåíòèðî-
âàííûì (ïðÿìûì èëè îáðàòíûì) çâåíüÿì, ñîâïàäàþò, à ñóììà äðîá-
íûõ ÷àñòåé êîìïîíåíò, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì ïðîòèâîïîëîæíî îðè-
åíòèðîâàííûì çâåíüÿì, ðàâíà åäèíèöå.

Êðîìå òîãî, äðîáíûå ÷àñòè íåöåëûõ êîìïîíåíò âåêòîðîâ x è y ñîãëà-
ñîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðåøåíèå (x, y) óäàåòñÿ "ïðàâèëüíî îê-
ðóãëèòü" âäîëü ìàðøðóòà µ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå ÇÐÏË, â êîòîðîé ïðàâàÿ ÷àñòü îãðàíè÷åíèÿ (46) çàìåíåíà
íåêîòîðûì ÷èñëîì K1. Ïðè ýòîì |K1 − K| ≤ 0,5 max{ai , aj}, ãäå i  è
j — êðàéíèå âåðøèíû ìàðøðóòà µ, ò.å. K1 îòëè÷àåòñÿ îò K íå áîëåå,
÷åì íà ïîëîâèíó ñòîèìîñòè îäíîãî èç ôèíàíñèðóåìûõ æèëèù. Ïî-
íÿòíî, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÇÐÏË, åñëè îíî öåëî÷èñëåííîå,
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ÇÐÏ ñ òàêîé æå ïðàâîé ÷àñòüþ îã-
ðàíè÷åíèÿ (46). Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå äëÿ
ÇÐÏ ñ íåìíîãî èçìåíåííûì áþäæåòîì ïðîãðàììû. Ìîæíî ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî òàêàÿ òî÷íîñòü äîñòàòî÷íà äëÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðèëîæå-
íèé (ëèìèò K, êàê ïðàâèëî, çàäàí íå æåñòêî).

Ïðèìåíÿÿ îïèñàííûé ïîäõîä ê ÇÐÑ, ìû ðàññìàòðèâàåì åå ëèíåéíóþ
ðåëàêñàöèþ ÇÐÑË. Ïîëîæèì εijh = δijh − δiih äëÿ i ≠ j. È îïÿòü âñÿêîå íå-
öåëî÷èñëåííîå áàçèñíîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå y çàäà÷è ÇÐÑË ìîæíî
"ïðàâèëüíî îêðóãëèòü", òàê ÷òî ïîëó÷èòñÿ öåëî÷èñëåííîå îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå y1 çàäà÷è ÇÐÑË ñ íåìíîãî èçìåíåííûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè
îãðàíè÷åíèé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðàâóþ ÷àñòü óñëîâèÿ ∑t δt

 yt ≤ K
çàìåíèòü ÷èñëîì K1, ïðè÷åì |K1 − K| ≤ max{εt | yt > 0}, à ïðàâóþ ÷àñòü
îäíîãî èç îãðàíè÷åíèé ∑i,h yijh ≤ Cj (ñêàæåì, Ck) óâåëè÷èòü íà åäèíè-
öó. ßñíî, ÷òî y1 — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÇÐÑ ñ òàêèìè æå ïðàâûìè
÷àñòÿìè îãðàíè÷åíèé.

Âåêòîð y1 îïèñûâàåò ðàöèîíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (â âèäå ñóáñè-
äèé) ñóììû, îòëè÷àþùåéñÿ îò K íå áîëåå, ÷åì íà âåëè÷èíó îäíîé èç



6. ÏÐÈËÎÆÅÍÈß Ê ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÅ ÆÈËÈÙÍÎÉ ÏÎËÈÒÈÊÈ 65

ñóáñèäèé. Ïî y1 ìîæíî ïîñòðîèòü ðàâíîâåñíîå ðàçìåùåíèå (Òåîðå-
ìà 19) äëÿ ãèïîòåòè÷åñêîé ñèòóàöèè A1, â êîòîðîé åñòü îäíî äîïîë-
íèòåëüíîå (ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèòóàöèåé A0) ñâîáîäíîå æèëèùå òèïà k.
Ýòîìó ðàçìåùåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ñòàíäàðòíîå ðàâíîâåñèå äëÿ ñè-
òóàöèè A1, âîçìîæíîå ïðè ïîëèòèêå ñóáñèäèðîâàíèÿ y1.
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ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ 1

Òåîðåìà 1. Åñëè g∈G1, òî bgi = egi − eg0 + qg0 äëÿ âñåõ i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (4) ýêâèâàëåíòíî βgi(p) ≤ egi − egd(g), (5) ýê-

âèâàëåíòíî βgi(p) ≤ wg − 0
gy − qgd(g). Ïîýòîìó ∆bgi = min{egi − egd(g), wg

− 0
gy − qgd(g)}. Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî ∆bgi = egi − egd(g). Òîãäà bgi = egi −

eg0 + qg0 — åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6).
Q.E.D

.

Ëåììà 1. Óñëîâèå (9) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ψgj(z,g) − ψgi ≥ c(pj(z,g))
− c(pi) äëÿ âñåõ g è i∈Jg.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü j = j(z, g). Óñëîâèå (9) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
vgj(p) ≥ vgi(p) äëÿ âñåõ g è i∈Jg. Òåïåðü óòâåðæäåíèå ëåììû ëåãêî
ñëåäóåò èç (1), Òåîðåìû 1 è îïðåäåëåíèÿ ψgi.

Q.E.D
.

Ëåììà 2. Ïóñòü (z, p) — ðàâíîâåñèå è π = c(p). (a) Äëÿ âñåõ g ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî ug(z) = wg + ψgj(z,g) + πd(g) − πj(z,g); åñëè g∈G2, òî

ug(z) = wg + max{ψgd(g), πd(g)}. (b) Åñëè g∈G1, òî y(z, g) ≥ 0
gy . (c) Åñëè

g∈G2, òî πd(g) ≥ ψgd(g) ïðè d(g)∈{j(z, h) | h∈G1}, èíà÷å ψgd(g) ≥ πd(g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (z, p) — ðàâíîâåñèå è π = c(p). Óòâåðæäåíèå
(a) î÷åâèäíî. Äîïóñòèì, ÷òî g∈G1. Î÷åâèäíî, ÷òî ygi(p) — ìîíîòîííî

óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ îò βgi(p). Ïîýòîìó ygi(p) ≥ 0
gy , åñëè βgi(p) ≤ ∆bgi.

Òîãäà èç ygi(p) <
0
gy  ñëåäóåò (c(pi) + qgi) − (c(pd(g)) + qgd(g)) > ∆bgi = bgi

− bgd(g), îòêóäà ψgi − ψgd(g) < c(pi) − c(pd(g)). Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
ïðè i = j(z, g) ïðîòèâîðå÷èò (9) (Ëåììà 1), ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäå-
íèå (b). ×òîáû äîêàçàòü (ñ), âîçüìåì g∈G2. Åñëè
d(g)∈{j(z, h) | h∈G1}, òî j(z, g) = 0 ïî (8). Èç Ëåììû 1 ïðè i = d(g),
ó÷èòûâàÿ, ÷òî π0 = ψg0 = 0, ïîëó÷àåì 0 ≥ ψgd(g) − πd(g). Åñëè
d(g)∉{j(z, h) | h∈G1}, òî, ïî (10), ëèáî j(z, g) = d(g), ëèáî πd(g) = 0.
Åñëè j(z, g) = d(g), òî ψgd(g) ≥ πd(g) ñëåäóåò èç Ëåììû 1 ïðè i = 0;

                                                
1 Çäåñü ïðèâåäåíû ïîëíûå äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ, âêëþ÷åííûõ
â ïå÷àòíûé òåêñò ïóáëèêàöèè. Íóìåðàöèÿ ôîðìóë ïðîäîëæåíà.
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èíà÷å ψgd(g) ≥ πd(g), òàê êàê ψgd(g) ≥ 0 äëÿ g∈G2 ïî îïðåäåëåíèþ. 
Q.E.D

.

Ëåììà 3. Ïóñòü p∈P, π = c(p) è âåêòîðû π1, p1 îïðåäåëåíû ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: åñëè g(i)∈G2, òî 1
iπ = max{πi, ψg(i)i}, èíà÷å 1

iπ = πi;
1
ip = r( 1

iπ ) äëÿ âñåõ i∈I. Åñëè (z, p) — ðàâíîâåñèå, òî (z, p1) — òîæå

ðàâíîâåñèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (z, p) — ðàâíîâåñèå è j = j(z, g). Äîïóñòèì, ÷òî
g∈ G1. Ëèáî g( j)∈G2 è πj ≥ ψg( j)j ïî Ëåììå 2, ëèáî g( j)∈G1, ëèáî j =

0; â ëþáîì ñëó÷àå 1
jπ = πj. Ïðèìåíÿÿ Ëåììó 1 ê ðàâíîâåñèþ (z, p),

ïîëó÷àåì: 0 ≤ (ψgj − ψgi) − (πj − πi) ≤ (ψgj − ψgi) − (
1
jπ  − 

1
iπ ) äëÿ âñåõ i.

Ïóñòü g∈G2. Åñëè 1
)(gdp = pd(g), òî 1

ip = pi äëÿ âñåõ i∈Jg , â ÷àñòíîñòè,

1
jπ = πj . Òîãäà, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ψgj − ψgi ≥ 

1
jπ − 1

iπ  äëÿ i∈Jg.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1
)(gdp ≠ pd(g). Òîãäà πd(g) < ψgd(g), j = d(g) ïî (9),

1
)(gdπ = ψgd(g) è ψgj − ψg0 = 1

jπ  − 
1
0π . Òàêèì îáðàçîì, ψgj − ψgi ≥ 

1
jπ − 1

iπ

äëÿ âñåõ g è i∈Jg, è óñëîâèå (9) âåðíî äëÿ (z, p1) ïî Ëåììå 1. Åñëè
1
ip  ≠ pi, òî g(i)∈G2 è, êàê ïîêàçàíî âûøå, j(z, g(i)) = i. Ñëåäîâàòåëü-

íî, 1
ip  = pi äëÿ i∉{j(z, g) | g∈G}, è (10) âûïîëíåíî äëÿ (z, p1).

Q.E.D
.

Ëåììà 4. Åñëè (α, π) — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è T*, òî α ≥ 0 è
π∈P.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åíèå (14) íå íàòÿíóòî äëÿ ëþáîãî îïòè-
ìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è T ïî âûáîðó S0, ïîýòîìó π0 = 0 è π∈P. Èç
(6) ñëåäóåò, ÷òî ψg0 = 0, ïîýòîìó â (17) ïðè i = 0 ïîëó÷àåì αg ≥ 0. 

Q.E.D
.

Òåîðåìà 2. Åñëè (z, p) — ðàâíîâåñèå, òî x(z) — áàçèñíîå îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå T è (α(z,p), c(p)) — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå T*; åñëè x —
áàçèñíîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå T è (α, π) — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
T*, òî (z(x,π), r(π)) — ðàâíîâåñèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü (z, p) — ðàâíîâåñèå. Ïîëîæèì x = x(z). Èç
(8) ñëåäóåò, ÷òî x ïðèíàäëåæèò ìíîãîãðàííèêó, îïðåäåëåííîìó îã-
ðàíè÷åíèÿìè (12) − (15); ýòîò ìíîãîãðàííèê ïîãðóæåí â åäèíè÷íûé
êóá, è x — öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, ïîýòîìó x — âåðøèíà ìíîãîãðàí-
íèêà è áäð çàäà÷è T. Åñëè g∈G, i∈Jg è z1 = (ygi(p), i)∈Zg, òî èç (9) è
(1) ñëåäóåò, ÷òî αg(z, p) = ug(z) − wg − c(pd(g)) ≥ ug(z1) − wg − c(pd(g)) =
ψgi − c(pi). Ïîýòîìó (α(z,p), c(p)) — äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è T*.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (11) è (16) ïðè x = x(z) è (α, π) = (α(z,p), c(p)), ñî-
îòâåòñòâåííî, ðàâíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A = {j(z, g) | g∈G}. Çà-
ìåòèì, ÷òî, ïî (10), pi = 0, åñëè i∉A. Èñïîëüçóÿ Ëåììó 2, ïîëó÷àåì
∑g,i ψgi ⋅xgi = ∑g ψgj(z,g) = ∑g [ug(z) − wg − c(pd(g)) + c(pj(z,g))] =
∑g αg(z, p) + ∑i∈A c(pi) = ∑g αg(z, p) + ∑i c(pi). Ñëåäîâàòåëüíî, x(z) è
(α(z,p), c(p)) — îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ T è T*, ñîîòâåòñòâåííî
(ïî ïåðâîé òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè).

(2) Ïóñòü x — áàçèñíîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå T è (α, π) — îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå T*. Êàê îòìå÷åíî â ðàçäåëå 2.1, x — öåëî÷èñëåííûé
âåêòîð. Ïîëîæèì z = z(x, π) è p = r(π); î÷åâèäíî, (z, p)∈Z×P. Âûáåðåì
g∈G. Ïî îïðåäåëåíèþ z(x, π) èìååì j(z, g) = k(x, g). Ïî âòîðîé òåî-
ðåìå äâîéñòâåííîñòè αg + πj(z,g) = ψgj(z,g) (òàê êàê xgk(x,g) = 1). Îòñþ-
äà, ó÷èòûâàÿ (17), ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ψgj(z,g) − πj(z,g) ≥ ψgi − πi äëÿ
âñåõ i∈Jg, ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèþ (9) ïî Ëåììå 1. Óñëîâèå (8) âû-
ïîëíåíî äëÿ z ïî îïðåäåëåíèþ z(x, π). Åñëè i∉{j(z, g) | g∈G}, òî (13)
íå íàòÿíóòî äëÿ i è pi = πi = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, (10) âûïîëíåíî äëÿ
z(x, π). Òîãäà (7) òîæå âûïîëíåíî (Mas-Collel, Whinston, Green, 1995,
Lemma 10.B.1, ñ. 316). 

Q.E.D
.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè z∈FD, òî ∑g∈G ug(z) = ∑g wg + ∑g,i ψgi ⋅xgi(z); â ÷à-
ñòíîñòè, åñëè z∈E, òî ∑g∈G ug(z) = F0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z∈FD. Èñïîëüçóÿ (7), ìû ïîëó÷àåì: ∑g ug(z) =
∑g [y(z, g) + bgj(z,g)] = ∑g [bgj(z,g) − qgj(z,g) + wg] = ∑g [ψgj(z,g) + wg] =
∑g wg + ∑g,i ψgi ⋅xgi(z). Åñëè z∈E, òî, ïî Òåîðåìå 2, ∑g,i ψgi ⋅xgi(z) = f0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, ∑g ug(z) = F0.

Q.E.D
.
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Ñëåäñòâèå 2. Åñëè z∈FD, x(z) — áàçèñíîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷è T è ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (α, π) çàäà÷è T*, òàêîå
÷òî ug(z) = αg + wg + πd(g) äëÿ âñåõ g∈G, òî (z, r(π)) — ðàâíîâåñèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z è (α, π) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ñëåäñòâèÿ
2, p = r(π) è z1

 = z(x(z), π). ßñíî, ÷òî ζ(z1) = ζ(z), è ïî Òåîðåìå 2
(z1, p) — ðàâíîâåñèå. Åñëè i = j(z, g) = j(z1, g), òî xgi(z) = 1 è ñîîòâåò-
ñòâóþùåå îãðàíè÷åíèå (17) íàòÿíóòî äëÿ (α, π). Ïîýòîìó αg = ψgi − πi.
Èç îïðåäåëåíèÿ z(x, π) è Ëåììû 2 ñëåäóåò y(z1, g) = wg + πd(g) − πi −
qgi = wg + πd(g) + αg − (ψgi + qgi) = ug(z) − bgi = y(z, g). Èòàê, z = z1 è
(z, p) — ðàâíîâåñèå. 

Q.E.D
.

Ëåììà 5. Åñëè z∈Ñ, òî ∑g∈G ug(z) = F0 è ug(z) ≥ wg + ψgd(g) äëÿ âñåõ
g∈G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z∈Ñ è z1 — íåêîòîðîå ðàâíîâåñíîå ðàñïðå-
äåëåíèå. Òîãäà ∑g ug(z) ≤ ∑g ug(z1) = F0 (Ñëåäñòâèå 1). Äîïóñòèì, ÷òî
∑g ug(z) < F0. Ïîëîæèì ε = (|G|−1)⋅[F0 − ∑g ug(z)] > 0 è yg = ε + ug(z) −
ug(z1). Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå z0

 = ( 0
gz | g∈G), ãäå 0

gz = (yg +

y(z1,g), j(z1,g)). ßñíî, ÷òî ∑g yg = 0 è z0∈FD, ïðè÷åì ug(z0) = ug(z1) +
yg = ug(z) + ε. Òîãäà êîàëèöèÿ G áëîêèðóåò z, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê
êàê z∈Ñ. Ñëåäîâàòåëüíî, ∑g ug(z) = F0. Åñëè ug(z) < wg + ψgd(g), òî
êîàëèöèÿ Q = {g} áëîêèðóåò z ïîñðåäñòâîì ðàñïðåäåëåíèÿ (wg −
qgd(g), d(g))∈FD(Q); ïîýòîìó ug(z) ≥ wg + ψgd(g) äëÿ âñåõ g∈G. 

Q.E.D
.

Ëåììà 6. Ïóñòü z∈Ñ, x = (xgi | g∈G, i∈Jg) è cgi = ψgi − ug(z) + wg äëÿ
âñåõ g∈G, i∈Jg. Òîãäà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îãðàíè÷åíà:

max ∑g, i xgi ⋅cgi   ïðè óñëîâèÿõ                                       (18)
x ≥ 0   è   ∑g xgi − ∑j xg(i)j ≤ 0   äëÿ   i ≠ 0.                        (19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî z∈C è çàäà÷à (18), (19) íå îãðàíè÷å-
íà. Òîãäà ìîæíî âûáðàòü òàêîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå x ýòîé çàäà÷è,
÷òî ∑g,i xgi ⋅cgi > 0. ßñíî ÷òî {(g, i) | xgi > 0} ≠ ∅. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
λ = 〈h(1), i(1), …, h(n), i(n)〉 ìàêñèìàëüíà îòíîñèòåëüíî x, åñëè âûïîë-
íåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: h(s)∈G, i(s)∈Jh(s) è xh(s)i(s) > 0 äëÿ âñåõ s;
h(s+1) = g(i(s)) (îòñþäà i(s) ≠ 0) ïðè 1 ≤ s < n; åñëè i(n) ≠ 0, òî h(1) =
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g(i(n)); åñëè i(n) = 0, òî ëèáî ∑g xgd(h(1)) = 0, ëèáî d(h(1)) = 0. Èç (19)
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî x ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü λ. Ïîëîæèì A(λ) = {(h(s), i(s)) | 1 ≤ s ≤ n}, L(λ) =
∑(g, i )∈A(λ) cgi (âåñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè), ε = min{xgi | (g, i)∈A(λ)} > 0.
Äîïóñòèì, ÷òî L(λ) ≤ 0. Òîãäà ïîëîæèì ygi = xgi − ε, åñëè (g, i)∈A(λ),
èíà÷å ygi = xgi. ßñíî, ÷òî y = (ygi) óäîâëåòâîðÿåò (19) è ∑g,i ygi ⋅cgi =
∑g,i xgi ⋅cgi − L(λ)⋅ε > 0. Íî λ — íå ìàêñèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îòíîñèòåëüíî y, òàê êàê ygi = 0 äëÿ íåêîòîðîé ïàðû (g, i)∈A(λ).

Ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó, ìû ïîñòðîèì âåêòîð x, óäîâëåòâîðÿþùèé (19),
òàêîé ÷òî ∑g,i xgi ⋅cgi > 0 è êàæäàÿ ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî x ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïîëîæèòåëüíûé âåñ. Çàôèêñèðóåì òàêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λ = 〈h(1), i(1), …, h(n), i(n)〉. Ïîëîæèì ε = L(λ)⋅n−1

> 0, Q = {h(s) | 1 ≤ s ≤ n}. Çàòåì ìû ïîëàãàåì j(h(s)) = i(s) äëÿ âñåõ s
(ïåðåìåùåíèå ÷ëåíîâ êîàëèöèè Q â ñîîòâåòñòâèè ñ λ), y(g) = ug(z) −
bgj(g) + ε, zg = (y(g), j(g))∈ Zg äëÿ êàæäîãî g∈Q è z1

 = (zg | g∈Q). Èñ-
ïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ ε, L(λ), cgi è ψgi, ïîëó÷àåì ∑g∈Q y(g) = ∑g∈Q [wg −
qgj(g)]. Ñëåäîâàòåëüíî, z1∈FD(Q). Íî ug(z1) = y(g) + bgj(g) = ug(z) + ε
äëÿ âñåõ g∈Q, ïîýòîìó êîàëèöèÿ Q áëîêèðóåò z, ïðîòèâîðå÷èå. 

Q.E.D
.

Òåîðåìà 3. E = Ñ ⊆ PM. Åñëè |G| ≥ 2, òî E ⊂ PM.

Äîêàçàòåëüñòâî 2. Âêëþ÷åíèå E ⊆ C èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, Mas-
Collel, Whinston, Green, 1995, ñ. 654). Äîêàæåì, ÷òî C ⊆ E. Ïóñòü
z∈C. Òîãäà x(z) — äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è T. Ïî Ñëåäñòâèþ 1 èç
Òåîðåìû 2 è Ëåììå 5 ∑g,i ψgi ⋅xgi(z) = ∑g ug(z) − ∑g wg = F0 − ∑g wg =
f0, ïîýòîìó x(z) — öåëî÷èñëåííîå (è ïîýòîìó áàçèñíîå) îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è T. Ïîëîæèì π0 = 0 è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñ-
òåìó íåðàâåíñòâ: 

π ≥ 0,   πi − πd(g) ≥ ψgi − ug(z) + wg   äëÿ g∈G, i∈Jg,            (54)
ãäå πi ïðè i ≠ 0 — ïåðåìåííûå (äëÿ åäèíîîáðàçèÿ ìû ïîìåùàåì π0 â
ëåâûå ÷àñòè íåêîòîðûõ íåðàâåíñòâ).

Çàäà÷à, äâîéñòâåííàÿ äëÿ ñèñòåìû (54), èìååò âèä (18), (19). Îíà
îãðàíè÷åíà ïî Ëåììå 6, ïîýòîìó ñèñòåìà (54) ðàçðåøèìà; ïóñòü
(πi | i∈I \ {0}) — íåêîòîðîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû. Âåêòîð π =

                                                
2 Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàíà èäåÿ Quinzii (1984, Theorem 3).
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(πi | i∈I) òåïåðü ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí. Ïóñòü α = (αg | g∈G), ãäå αg =
ug(z) − wg − πd(g). Èç (54) ñëåäóåò, ÷òî (α, π) — äîïóñòèìîå ðåøåíèå
çàäà÷è T*. Èç îïðåäåëåíèÿ αg ïîëó÷èì ∑g αg + ∑i πi = ∑g [ug(z) − wg]
= f0 (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äîêàçàíî âûøå). Ïîýòîìó (α, π) — îïòè-
ìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è T*, è z∈E ïî Ñëåäñòâèþ 2 èç Òåîðåìû 2.

Äîêàæåì, ÷òî C ⊆ PM. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: z∈C \ PM. Èç z∉PM
ñëåäóåò, ÷òî ∑g ug(z1) > ∑g ug(z) äëÿ íåêîòîðîãî z1∈FD. Ïðèìåíÿÿ
Ñëåäñòâèå 1 èç Òåîðåìû 2 è Ëåììó 5, ïîëó÷àåì ∑g,i ψgi ⋅xgi(z1) =
∑g [ug(z1) − wg] > ∑g [ug(z) − wg] = f0, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïóñòü {1, 2} ⊆ G (íà ðûíêå íå ìåíåå äâóõ àãåíòîâ). Ïîñòðîèì ðàñ-
ïðåäåëåíèå, ëåæàùåå â PM \ E. Âûáåðåì z∈E. Ïîëîæèì y1(1) =
y(z, 1) − ε, y1(2) = y(z, 2) + ε, y1(g) = y(z, g) äëÿ g∈G \ {1, 2}. Ïóñòü
z(ε) — âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè (y1(g), j(z, g)) äëÿ g∈G. ßñíî, ÷òî
z(ε)∈FD. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå z0∈FD, òàêîå
÷òî ug(z0) ≥ ug(z(ε)) äëÿ âñåõ g∈G ñ õîòÿ áû îäíèì ñòðîãèì íåðàâåí-
ñòâîì. Ïîëîæèì y2(1) = y(z0, 1) + ε, y2(2) = y(z0, 2) − ε, y2(g) = y(z0, g)

äëÿ g∈G \ {1,2}. Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå z2, òàêîå ÷òî 2
gz =

(y2(g), j(z0,g)) äëÿ âñåõ g∈G. Î÷åâèäíî, ÷òî z2∈ FD è ug(z2) ≥ ug(z)
äëÿ âñåõ g ñ õîòÿ áû îäíèì ñòðîãèì íåðàâåíñòâîì, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò äîêàçàííîìó âûøå âêëþ÷åíèþ E ⊆ PM. Ïîýòîìó z(ε)∈PM äëÿ
ëþáîãî ε∈R. Åñëè ε > u1(z) − (w1 + ψ1d(1)), òî u1(z(ε)) = u1(z) − ε < w1 +
ψ1d(1), è z(ε)∉C = E ïî Ëåììå 4. Òàêèì îáðàçîì, z(ε)∈PM \ E, åñëè ε
> u1(z) − (w1 + ψ1d(1)).

Q.E.D
.

Ëåììà 7. Ñèãíàë σ(ρ) óïîðÿäî÷åí è óñëîâèÿ (21) − (23) âûïîëíåíû
äëÿ ëþáîãî íàáîðà òîðãîâûõ ïðåäëîæåíèé Θ = (Θg | g∈G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå ñïðîñà íà æèëèùå i
ñóùåñòâåííî äëÿ àãåíòà g∈G1: wg(i) > wg(t(g)). Ïî îïðåäåëåíèþ t(g)
= t(g, Dk) äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 1. Òîãäà i∉Dk. Èç ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ
Dn äëÿ n ≤ k ñëåäóåò, ÷òî i∈{t(h) | h∈G}. Ïîýòîìó s−(ρ, g(i)) = −1 è îã-
ðàíè÷åíèå ïðåäëîæåíèÿ íåñóùåñòâåííî äëÿ àãåíòà g(i), ò.å. ñèãíàë
σ(ρ) óïîðÿäî÷åí. Èç I+(ρ, g) = {0, d(g), t(g)} ñëåäóåò, ÷òî
Θg ∩ I+(ρ, g) ⊆ {t(g)}, à ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé
(21) − (23).
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Q.E.D
.

Òåîðåìà 4. ζ(ρ) åñòü ðàâíîâåñèå îòíîñèòåëüíî ñõåìû ρ∈ℜ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ζ(ρ)∈DA(σ(ρ)). Ïîëîæèì Θg(ρ) =
({i∈Jg | wg(t(g)) < wg(i)} ∪ {t(g)}) \ {0, d(g)} è Θ(ρ) = (Θg(ρ) | g∈G).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ζ(ρ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (25)
− (27) ïðè Θ = Θ(ρ) è óñëîâèþ (24) äëÿ g∈G2. Ïóñòü g∈G1. Òîãäà
g∈Ak è t(g) = t(g, Dk) äëÿ íåêîòîðîãî k. Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
øàãà k, èìååì Dk ⊇ I+(ρ, g). Ïîýòîìó wg(t(g)) = max{wg(i) | i∈Dk} ≥
max{wg(i) | i∈I+(ρ, g)} = Ug(σ(ρ)) è max{wg(i) | i∈I+(ρ, g)} ≥ wg(t(g)),
òàê êàê t(g)∈I+(ρ, g). Ñëåäîâàòåëüíî, (24) âåðíî äëÿ g∈G1. Îñòàëîñü
ïðîâåðèòü, ÷òî Θg(ρ) åñòü ýôôåêòèâíûé ñïðîñ àãåíòà g ïðè ñèãíàëå
σ(ρ) äëÿ ëþáîãî g∈G. Ýòî âåðíî äëÿ g∈G2, òàê êàê Jg = {d(g), 0}.
Ïóñòü g∈G1. Åñëè i∈I+(ρ, g) \ {d(g), 0}, òî i = t(g)∈Θg(ρ). Åñëè
i∈Jg \ I+(ρ, g) è wg(i) > wg( j) äëÿ âñåõ j∈I+(ρ, g), òî i∉{d(g), 0} è wg(i) >
wg(t(g)), ïîýòîìó i∈Θg(ρ). Ñëåäîâàòåëüíî, Θ(ρ) åñòü íàáîð ýôôåêòèâ-
íûõ ñïðîñîâ ïðè ñèãíàëå σ(ρ).

Q.E.D
.

Òåîðåìà 5. Åñëè óñëîâèå (28) âåðíî, òî ζ(ρ) — åäèíñòâåííîå ðàâ-
íîâåñèå îòíîñèòåëüíî ñõåìû ρ∈ℜ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ζ — ðàâíîâåñèå îòíîñèòåëüíî
ñõåìû ρ∈ℜ. Òîãäà ζ∈DA(σ(ρ)). Íàïîìíèì, ÷òî ζg(ρ) = t(g) è ñõåìà ρ
ñîïîñòàâëÿåò ëþáîìó íàáîðó òîðãîâûõ ïðåäëîæåíèé Θ ñèãíàë σ(ρ),
íå çàâèñÿùèé îò Θ.

Ïóñòü g∈G2. Òîãäà d(g) ≠ 0. Åñëè t(g) = d(g), òî s−(ρ, g) = −1 ïî îïðå-
äåëåíèþ è t(g)∉I+(ρ, h) äëÿ h∈G1, ïîýòîìó ζh ≠ t(g) äëÿ h∈G1. Òåïåðü
ζg = 0 ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (27) äëÿ ζ, ñëåäîâàòåëüíî, ζg = d(g).
Åñëè t(g) = 0, òî wg(0) > wg(d(g)) ïî (28) è ζg = 0 ïî (24). Èòàê, ζg =
t(g) äëÿ g∈G2.

Ïóñòü g∈G1. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè: t(g) ≠ 0, 0 = t(g) ≠ d(g) è 0
= t(g) = d(g). Åñëè t(g) ≠ 0, òî t(g) = d(g1) äëÿ íåêîòîðîãî g1∈G,
s−(ρ, g1) = −1 ïî îïðåäåëåíèþ è t(g)∉I+(ρ, h) äëÿ h∈G1 \ {g}. Âûøå
ìû äîêàçàëè, ÷òî ζh = t(h) äëÿ h∈G2. Èòàê, ζh ≠ t(g) äëÿ h∈(G \ {g}).
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Òåïåðü èç ζg ≠ t(g) ñëåäîâàëî áû t(g) = d(g1)∉{ζh | h∈G} ∪ {0}, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (27) äëÿ ζ . Åñëè t(g) = 0 ≠ d(g), òî èç (28)
ñëåäóåò wg(0) > wg(d(g)); òîãäà ζg = 0 ïî (24). Åñëè, íàêîíåö, t(g) = 0
= d(g), òî I+(ρ, g) = {0}; ïîýòîìó ζg = 0. Òàêèì îáðàçîì, ζg = t(g) äëÿ
âñåõ g.

Q.E.D
.

Òåîðåìà 6. FPC = E(ℜ).

Äîêàçàòåëüñòâî 3. 1. Ïóñòü ζ = ζ(ρ), ρ∈ℜ. Òîãäà wg(ζg) =
max{wg(i) | i∈Jg} äëÿ g∈G2 ïî (24). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ζ∉FPC, ζ ξ è
λ = 〈g(1), …, g(n)〉 — ñîîòâåòñòâóþùàÿ óëó÷øàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç st(s) íîìåð øàãà k, íà êîòîðîì ρ-àëãîðèòì
îïðåäåëÿåò t(g(s)) = ζg(s) = t(g(s), Dk). Ïóñòü s < n. Åñëè ζg(s) = ξg(s),
òî ξg(s) ≠ ζg(s+1) (òàê êàê ζ∈DA) è èç (29) ñëåäóåò ζg(s) = ξg(s) =
δ(g(s+1)), ò.å. àãåíò g(s+1) âîøåë â äîïóñòèìóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íå ïîçäíåå øàãà st(s): st(s) ≥ st(s+1). Åñëè ζg(s) ≠ ξg(s), òî
wg(s)(ξg(s)) > wg(s)(ζg(s)) ïî (31) è ξg(s)∉Dst(s) ïî îïðåäåëåíèþ t(g(s)).
Ïðè ýòîì ïî (29) ëèáî ξg(s) = δ(g(s+1)), ëèáî ξg(s) = ζg(s+1). Â ïåðâîì
ñëó÷àå èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ øàãà st(s) ñëåäóåò g(s+1)∉Ast(s); âî
âòîðîì ñëó÷àå t(g(s+1)) = ζg(s+1) áûëî îïðåäåëåíî äî øàãà st(s); â
ëþáîì ñëó÷àå st(s) > st(s+1). Åñëè ξg(n)∈{δ(g(1)), ζg(1)}, òî àíàëî-
ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äàþò st(n) ≥ st(1) ñî ñòðîãèì íåðàâåíñòâîì ïðè
wg(n)(ξg(n)) > wg(n)(ζg(n)). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ξg(n)∈{δ(g(1)), ζg(1)}, òî
st(1) ≥ ... ≥ st(n) ≥ st(1) ñ õîòÿ áû îäíèì ñòðîãèì íåðàâåíñòâîì ïî
(32), ÷òî íåâîçìîæíî. Åñëè æå ξg(n)∉ {δ(g(1)), ζg(1)}, òî ξg(n)∈F(ζ) è n
= 1 ïî (30); òîãäà wg(n)(ξg(n)) > wg(n)(ζg(n)) ïî (31). Íî F(ζ) ⊆ Dk äëÿ
âñåõ k, â ÷àñòíîñòè ξg(n)∈Dst(n), ïîýòîìó wg(n)(ζg(n)) ≥ wg(n)(ξg(n)) —
ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, óëó÷øàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåâîçìîæíà è ζ(ρ)∈FPC.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ζ∈FPC. Ïîñòðîèì ñõåìó ρ∈ℜ, äëÿ êîòîðîé ζ(ρ)
= ζ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü íóìåðàöèè n(g) äëÿ g∈G1 è

                                                
3 Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàíû íåêîòîðûå èäåè ðàáîòû Roth,
Postlewaite (1977).
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ng(i) äëÿ g∈G, i∈Jg. Âûáåðåì íóìåðàöèè ng(i), óäîâëåòâîðÿþùèå óñ-
ëîâèÿì

åñëè wg(i) > wg( j), òî ng(i) < ng( j);                          (55)
åñëè i ≠ ζg è wg(i) = wg(ζg), òî ng(i) > ng(ζg).             (56)

Ïîíÿòíî, ÷òî òàêèå íóìåðàöèè ñóùåñòâóþò. Òåïåðü îïèøåì ïðîöå-
äóðó, îïðåäåëÿþùóþ íóìåðàöèþ n(g). Íà êàæäîì øàãå ýòîé ïðîöå-
äóðû áóäåò ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàèëó÷øèõ ñäåëîê, ñî-
ãëàñîâàííàÿ ñ ðàçìåùåíèåì ζ.

Øàã 0. Íà ïîäãîòîâèòåëüíîì øàãå 0 äëÿ g∈G2 ïîëàãàåì t(g) =
t(g, Jg) (èç (56) ñëåäóåò, ÷òî t(g) = ζg). Îïðåäåëÿåì D1, A1 è F1 êàê
íà øàãå 0 ρ-àëãîðèòìà. Ïîëîæèì δ(g) = 0, åñëè g∈G1 è δ(g)∉D1

(îáîñíîâàíèå — êàê â ρ-àëãîðèòìå), J1 = {δ(g) | g∈G1} \ {0}.

Øàã k+1. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî m (1 ≤ m ≤ k), ïîñòðîåíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íàèëó÷øèõ ñäåëîê λm = 〈gm1, …, gmn(m)〉, G(λm) = {gms | 1 ≤
s ≤ n(m)} ⊆ Am, G(λi) ∩ G(λj) = ∅ ïðè i ≠ j è t(g) = ζg äëÿ g∈∪m G(λm).
Ïîëîæèì D(λm) = {ζg | g∈G(λm)} \ {0}, Ak+1

 = G1 \ ∪m G(λm), Dk+1
 =

D1
 \ ∪m D(λm), Jk+1

 = {δ(g) | g∈Ak+1} \ {0}, Fk+1
 = D

k+1
 \ J

k+1. Çàìå-
òèì, ÷òî â Fk+1 âõîäÿò íå çàíÿòûå ó÷àñòíèêàìè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé λ1, …, λm èñõîäíî ñâîáîäíûå æèëèùà èç F1 è æèëèùà, êîòîðûå
îñâîáîäèëèñü â ðåçóëüòàòå ïåðåìåùåíèé, îïèñàííûõ ýòèìè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. ßñíî, ÷òî ζg∈Dk+1 ýêâèâàëåíòíî g∈Ak+1. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî δ(g)∈Dk+1 äëÿ âñåõ g∈Ak+1 (ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî íà
øàãå 1 è ïðîöåäóðà îáåñïå÷èâàåò åãî âûïîëíåíèå íà ïîñëåäóþùèõ
øàãàõ). Äîïóñòèì, ÷òî Ak+1

 ≠ ∅. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

(1) ζg = t(g, Dk+1)∈Fk+1 äëÿ íåêîòîðîãî g∈Ak+1; ïîëîæèì λk+1 = 〈g 〉.

(2) t(g, Dk+1)∈F(ζ) äëÿ íåêîòîðîãî g∈Ak+1; ïîëîæèì λk+1 = 〈g 〉.

(3) Ñëó÷àè (1) è (2) íå âûïîëíåíû. Ïîêà íå áóäåò ïîñòðîåíà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü λk+1, äåëàåì ñëåäóþùèå îïåðàöèè. Åñëè g1 åùå íå
îïðåäåëåíî, òî âûáåðåì ïðîèçâîëüíî g1∈Ak+1. Ïóñòü g1, …, gs óæå
îïðåäåëåíû è àãåíò ga çàíèìàåò â ðàçìåùåíèè ζ æèëèùå ja (1 ≤ a ≤
s). Ïîëîæèì i = t(gs, D

k+1); i∉F(ζ ), òàê êàê ñëó÷àé (2) íå âûïîëíåí. 

(3a) i∈Jk+1. Òîãäà i = δ(g) ≠ 0 äëÿ íåêîòîðîãî g∈Ak+1. Ïîëîæèì gs+1 =
g, åñëè g∉{gj | 1 ≤ j ≤ s}, è λk+1 = 〈gm, …, gs〉, åñëè g = gm.



10

(3b) i∉Jk+1. Òîãäà i∈Fk+1 è i∉F(ζ) ∪ {js}, òàê êàê ñëó÷àè (1) è (2) íå
âûïîëíåíû. Ïîýòîìó i = ζg ≠ 0 äëÿ íåêîòîðîãî g∈Ak+1, g ≠ gs è ζg ≠
t(g, Dk+1), òàê êàê ñëó÷àé (1) íå âûïîëíåí. Ïîëîæèì λk+1 =
〈gm, …, gs〉, åñëè g = gm , è gs+1 = g, åñëè g∉{gj | 1 ≤ j ≤ s}.

Â êîíå÷íîì ñ÷åòå áóäåò ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λk+1 =
〈gk+1,1, …, gk+1,n(k+1)〉. Ïîëîæèì G(λk+1) = {gk+1,s | 1 ≤ s ≤ n(k+1)},
t(g) = t(g, D

k+1) äëÿ g∈G(λk+1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç jk+1,a æèëèùå, çà-
íÿòîå àãåíòîì gk+1,a â ðàçìåùåíèè ζ. Îïðåäåëèì ðàçìåùåíèå ξ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ξg = t(g), åñëè g∈∪m ≤ k+1 G(λm), èíà÷å ξg = 0.
ßñíî, ÷òî ξ∈DA. Óñëîâèÿ (29) è (30) âûïîëíåíû äëÿ ξ ïðè λ = λk+1 ïî
ïîñòðîåíèþ. Èç îïðåäåëåíèé ìíîæåñòâ Ak+1 è Dk+1 ñëåäóåò, ÷òî
wg(ζg) ≤ wg(t(g)) äëÿ g∈Ak+1. Èç (55) è (56) ïîëó÷àåì, ÷òî t(g) = ζg,
åñëè g∈G(λk+1) è wg(ζg) = wg(t(g)). Ïîýòîìó (31) âûïîëíåíî äëÿ ξ ïðè
λ = λk+1. Åñëè ξ è λ = λk+1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (32), òî ζ ξ, ÷òî
íåâîçìîæíî, òàê êàê ζ∈FPC. Ñëåäîâàòåëüíî, wg(ξg) = wg(ζg) äëÿ âñåõ
g∈G(λk+1). Èç (55) è (56) ñëåäóåò, ÷òî t(g) = ζg äëÿ g∈G(λk+1). Ïî-
ýòîìó ñëó÷àé (3b) íå áûë èñïîëüçîâàí ïðè ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè λk+1, jk+1,s = δ(gk+1,s+1) ïðè 1 ≤ s < n(k+1) è
jk+1,n(k+1)∈Fk+1

 ∪ {δ(gk+1,1)}. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû âûäåëèëè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íàèëó÷øèõ ñäåëîê â ðàçìåùåíèè ζ. Ïðèñâîèì ýëåìåí-
òàì èç G(λk+1) î÷åðåäíûå íîìåðà â íóìåðàöèè n(g) è çàêîí÷èì øàã
k+1. Ïîñêîëüêó G(λk) ≠ ∅, èìååì Ar

 = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî r, è ïîñòðîå-
íèå íóìåðàöèè n(g) áóäåò çàâåðøåíî íà øàãå r−1. Íóìåðàöèè n(g) è
ng(i) çàäàþò ñõåìó ρ∈ℜ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ζ(ρ) = ζ. Òàêèì îáðàçîì,
FPC ⊆ E(ℜ).

Q.E.D
.

Òåîðåìà 7. Åñëè τ — çàâåðøàþùèé ýòàï EQ-ïðîöåäóðû, òî (z(τ), pτ)
åñòü âàëüðàñîâî ðàâíîâåñèå äëÿ ñèòóàöèè A(τ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ïîñëåäíåì øàãå ýòàïà τ âûïîëíåí ñëó÷àé (3c).
Ñëó÷àè (2a) è (3a) EQ-ïðîöåäóðû è îïðåäåëåíèå j(s, g) îáåñïå÷èâà-
þò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (10) äëÿ z(τ), p0 = 0. Òîãäà (Mas-Collel,
Whinston, Green, 1995, Ëåììà 10.B.1, ñ. 316) âûïîëíåíî è óñëîâèå
(7). Âûáåðåì g∈G(τ) è ïîëîæèì j = j(τ, g). Ïóñòü g∈G1. Ñëó÷àé (3b)
íå ïðîèçîøåë, ñëåäîâàòåëüíî u( i, g, τ) ≤ u( j, g, τ) äëÿ âñåõ i∈Jg. Òî-
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ãäà ψgj(τ) − τπ j ≥ ψgi(τ) − τπ i . Ïóñòü òåïåðü g∈G2(τ); òîãäà j∈{0, d(g)}.

Åñëè j = 0, òî d(g)∈{j(τ, g) | g∈ G1}; òîãäà d(g)∈ 1
τD  è ïîýòîìó ψgd(g)

− τπ )(gd ≤ 0 = ψg0 − τπ0 . Åñëè j = d(g), òî j∉{j(τ, g) | g∈G1}. Òîãäà ëèáî

j∉ 1
τD , ëèáî j∈ )(τ

τ
rF . Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. øàã (3a) EQ-ïðîöåäóðû),

ψgd(g) − τπ )(gd ≥ 0 = ψg0 − τπ0 . Â ëþáîì ñëó÷àå (9) âûïîëíåíî äëÿ g ïî

Ëåììå 1. 
Q.E.D

.

Ëåììà 8. Ïóñòü g∈G1, j = δ(s+1, g), i∈I. Åñëè j∈I1 ∪ {δ(s, g)}, òî
bgi(s+1) = bgi(s); èíà÷å bgi(s+1) = min{bgi(s), agj(s)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d = d(s, g), m = d(s+1, g). Èç (37) è îïðåäå-
ëåíèÿ ∆bgi(s), ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ Òåîðåìû 1, ïîëó÷àåì: 

bgi(s+1) − bgm(s+1) = min{bgi(s) − bgm(s), wg(s+1) − 
0
gy  −

q(g, m, s+1)}.  (57)
Èç (2) è (57) ñëåäóåò, ÷òî

bgi(s) − bgd(s,g)(s) ≤ wg(s) − 0
gy  − q(g, d(s,g), s)   äëÿ âñåõ s.         (58)

(1) Åñëè δ(s, g) = j, òî wg(s+1) = wg(s), m = d è (58) ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü â âèäå bgi(s) − bgm(s) ≤ wg(s+1) − 0
gy − q(g, m, s+1). Òîãäà èç (57)

ñëåäóåò, ÷òî bgi(s+1) − bgm(s+1) = bgi(s) − bgm(s) äëÿ âñåõ i. Íî
bg0(s+1) = bg0(s) = qg0, ïîýòîìó bgi(s+1) = bgi(s) äëÿ âñåõ i.

(2) Åñëè δ(s, g) ≠ j, òî j = tsk(g) äëÿ íåêîòîðîãî øàãà k ýòàïà s, íà êî-
òîðîì EQ-ïðîöåäóðà îïðåäåëÿåò δ(s+1, g). Òîãäà j ìàêñèìèçèðóåò

u(i, g, s) íà k
sD  è d∈ k

sD  ïî Ïðåäïîëîæåíèþ 5 è (36), îòêóäà

bgd(s) − bgj(s) ≤ [ s
dπ − s

jπ ] + [q(g, d, s) − q(g, j, s)].             (59)

Ñóììèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ (58), ïîëó÷àåì:

bgi(s) − bgj(s) ≤ wg(s) − 0
gy + s

dπ − s
jπ − q(g, j, s).                   (60)

(2a) j∈I1. Òîãäà m = j, wg(s+1) = wg(s) + s
dπ − s

jπ − Qgj(s). Èñïîëüçóÿ

Ïðåäïîëîæåíèå 7 è îïðåäåëåíèå q(g, i, s), çàïèøåì (60) â âèäå:

bgi(s) − bgm(s) ≤ wg(s+1) − 0
gy − 2

gjq = wg(s+1) − 0
gy − q(g, m, s+1). Îòñþäà

è èç (57), êàê â ñëó÷àå (1), ñëåäóåò bgi(s+1) = bgi(s) äëÿ âñåõ i.
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(2b) j∉I1. Òîãäà m = 0, wg(s+1) = wg(s) + s
dπ − Qgj(s), agj(s) = wg(s+1)

− 0
gy  è (57) ïðèíèìàåò âèä bgi(s+1) − qg0 = min{bgi(s) − qg0, agj(s) −

qg0}.
Q.E.D

.

Ñëåäñòâèå. min{0, bgi(1)} ≤ bgi(s+1) ≤ bgi(s) äëÿ âñåõ g∈G1, i∈I, s ≥
1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç Ëåììû 8. Ïîëîæèì
d = d(s, g), j = δ(s+1, g) è äîïóñòèì, ÷òî bgi(s+1) < bgi(s). Òîãäà, ïî

Ëåììå 8, δ(s, g) ≠ j è bgi(s+1) = agj(s) = 
s
dπ + wg(s) − Qgj(s) − 0

gy , ïðè-

÷åì j = tsk(g) äëÿ íåêîòîðîãî øàãà k ýòàïà s. Ïî (59) bgj(s) − bgd(s) ≥
s
jπ − s

dπ  + q(g, j, s) − q(g, d, s). Òîãäà èç (58) ïðè i = j ñëåäóåò, ÷òî

wg(s) − 0
gy − q(g, d, s) ≥ s

jπ − s
dπ + q(g, j, s) − q(g, d, s) è 0 ≤ wg(s)

+ s
dπ − s

jπ − q(g, j, s) − 0
gy ≤ wg(s) + 

s
dπ − Qgj(s) − 0

gy = bgi(s+1). Ïîýòîìó

bgi(s+1) ≥ 0, åñëè bgi(s+1) ≠ bgi(1).
Q.E.D

.

Ëåììà 9. Ïóñòü g∈G, i = j(s, g) è íà ïîñëåäíåì øàãå ýòàïà s âûïîë-

íÿåòñÿ ñëó÷àé (3). Òîãäà bgi(s) − q(g, i, s) ≥ 
s
iπ , à åñëè g∈G1, òî

ygi(s, ps) ≥ 0
gy .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g∈G2(s), òîãäà ψgi(s) = ψgi. Ïðè i = 0 óòâåð-

æäåíèå î÷åâèäíî (bg0 = qg0 =
s
0π = 0). Åñëè i ≠ 0, òî i = d(g); òîãäà ëè-

áî i∉ 1
sD  (è s

iπ < ψgi ïî îïðåäåëåíèþ 1
sD ), ëèáî i∈ 1

sD \ {j(s, h) | h∈G1}

(è s
iπ ≤ ψgi ïî ñëó÷àþ (3a) EQ-ïðîöåäóðû). Ïóñòü g∈G1. Òîãäà bg0(s) =

qg0 ïî (37), ψg0 = 0, 0∈ k
sD  è i ìàêñèìèçèðóåò u(i, g, s) íà k

sD . Èç

u(i, g, s) ≥ u(0, g, s) è (33) ïîëó÷àåì ψgi(s) − s
iπ ≥ 0. Èòàê, bgi(s) −

q(g, i, s) ≥ s
iπ â ëþáîì ñëó÷àå.

Äëÿ s = 1 óñëîâèå ygi(ps) ≥ 0
gy  âûïîëíåíî ïî Ëåììå 2. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî äëÿ s−1 (s ≥ 2) è äîêàæåì åãî äëÿ s. Ïî
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îïðåäåëåíèþ i ìàêñèìèçèðóåò u(i, g, s) íà k
sD  äëÿ íåêîòîðîãî k. Åñëè

δ(s−1, g) = δ(s, g), òî d(s−1, g) = d(s, g) = d. Òîãäà d∈ k
sD , ïîýòîìó

u(i, g, s) ≥ u(d, g, s) è ψgi(s) − ψgd(s) ≥ s
iπ − s

dπ . Îòñþäà, èñïîëüçóÿ (58),

ïîëó÷àåì: ygi(s, ps) = wg(s) − s
iπ + s

dπ − q(g, i, s) ≥ bgi(s) − bgd(s) +

q(g, d, s) +
0
gy − s

iπ + s
dπ − q(g, i, s) = [ψgi(s) − ψgd(s)] − [

s
iπ − s

dπ ] +
0
gy ≥ 0

gy .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî δ(s−1, g) ≠ δ(s, g). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ygi(s, p) ìîíîòîííî óáûâàåò êàê ôóíêöèÿ îò βi(s, p). Ïîýòîìó ygi(s, p)

≥ 0
gy , åñëè βi(s, p) ≤ ∆bgi(s). Òîãäà èç ygi(s, ps) <

0
gy  ñëåäîâàëî áû

βi(s, ps) = 
s
iπ + q(g, i, s) − s

g s,d )(π − q(g, d(s,g), s) > ∆bgi(s) = bgi(s) −

bgd(s,g)(s), îòêóäà ψgi − ψgd(s,g) <
s
iπ − s

g s,d )(π , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (59).

Q.E.D
.

Ëåììà 10. Ìíîæåñòâà Al è Pr êîíå÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íà øàãå r(s) âûïîëíåí ñëó÷àé (3) EQ-
ïðîöåäóðû è i = j(s, g), òî ïî Ëåììå 9 è Ñëåäñòâèþ èç Ëåììû 8

1+s
iπ ≤ s

iπ + δ ≤ ψgi(s) + δ ≤ bgi(s) + δ ≤ bgi(1) + δ. Åñëè íà øàãå r(s) íå

âûïîëíåí ñëó÷àé (3) EQ-ïðîöåäóðû èëè i∉{δ(s+1, g) | g∈G}, òî
1+s

iπ ≤ s
iπ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëó÷àé (3) îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò íà

êàêîì-òî ýòàïå ïðîöåäóðû. Ïóñòü m — íîìåð ïåðâîãî òàêîãî ýòàïà.

Ïîëîæèì K = max{max{bgi | g∈G, i∈Jg}+δ, max{ s
iπ | i∈I, s < m}}. ßñ-

íî, ÷òî 0 ≤ s
iπ ≤ K äëÿ âñåõ i, s. Ïîñêîëüêó 1+s

iπ ∈ { s
iπ , s

iπ + δ, s
iπ −

δ, 0
iπ }, ìíîæåñòâî Pr êîíå÷íî. Êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà Al î÷åâèäíà.

Q.E.D
.

Ëåììà 11. Åñëè íà ýòàïå s EQ-ïðîöåäóðû ðåàëèçîâàíû ñäåëêè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λ = 〈g1, …, gn〉, è n > 1, òî
íàéäåòñÿ g∈ {g1, …, gn}, òàêîå ÷òî u(δ(s,g), g, s) < u(δ(s+1,g), g, s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè λ — öåïü, òî u(δ(s,g1), g1, s) <
u(δ(s+1,g1), g1, s) ïî îïðåäåëåíèþ êîððåêòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ — öèêë. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λ íå âîçíèêàëà äî
ýòàïà s (èíà÷å îíà áûëà áû ðåàëèçîâàíà). Ïóñòü k — ïåðâûé øàã
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ýòàïà s, íà êîòîðîì âîçíèê öèêë λ; tsk(gj) ≠ δ(s, gj) äëÿ âñåõ j (òàê êàê
n > 1) è tsk(gm) íå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì L(gm) â íà÷àëå øàãà k
äëÿ íåêîòîðîãî m (èíà÷å öèêë âîçíèê áû ðàíüøå). Òîãäà äëÿ g = gm

èìååì u(δ(s,g), g, s) < u(tsk(g), g, s) è δ(s+1, g) = tsk(g). 
Q.E.D

.

Ëåììà 12. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M, ÷òî åñëè EQ-ïðîöåäóðà íå
çàâåðøèò ðàáîòó çà M ýòàïîâ, òî bgi(s) − bgi(s+1) ≥ δ > 0 äëÿ íåêî-
òîðûõ g∈ G1, i è s ≤ M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè i∉ 1
sD  äëÿ âñåõ s, òî s

iπ  íå óáûâàåò ïî s. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî i∈ 1
sD  äëÿ íåêîòîðîãî s, è ïóñòü s(i) — íàèìåíüøåå òà-

êîå s. Ðàññìîòðèì t > s(i). Èç îïðåäåëåíèÿ 1
sD  ñëåäóåò, ÷òî )(is

iπ ≥ 0
iπ ;

òîãäà è t
iπ ≥ 0

iπ  (òàê êàê âñå s
iπ  êðàòíû δ), ïîýòîìó i∈ 1

tD . Ñëó÷àé (3b)

EQ-ïðîöåäóðû ãàðàíòèðóåò, ÷òî

èç s ≥ s(i) è s
iπ < 1+s

iπ  ñëåäóåò i∈{δ(s+1, g) | g∈G1}.         (61)

Ïîëîæèì Bs = {δ(s, g) | g∈G1} (ìíîæåñòâî æèëèù, çàíÿòûõ ïîòðåáè-

òåëÿìè â íà÷àëå ýòàïà s). Åñëè t
iπ > 1+t

iπ  è i∉Bt+1, òî i∉Bs äëÿ âñåõ s ≤

t (åñëè æèëèùå i îñâîáîæäàåòñÿ íà ýòàïå s, òî s
iπ = 0

iπ  ïî îïðåäåëå-

íèþ êîððåêòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîñëå ÷åãî öåíà íå ìîæåò èç-

ìåíèòüñÿ, ïîêà æèëèùå ñâîáîäíî) è, ó÷èòûâàÿ (61), 1−s
iπ ≥ s

iπ  ïðè s(i)

< s ≤ t. Ñëåäîâàòåëüíî, îáà óñëîâèÿ t
iπ > 1+t

iπ  è i∉Bt+1 ìîãóò âûïîë-

íÿòüñÿ òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýòàïîâ t. Òîãäà ñóùåñòâóåò s0 ≥
max{s(i)}, òàêîå ÷òî

èç s > s0 è s
iπ > 1+s

iπ  ñëåäóåò i∈Bs+1. (62)

Óñëîâèÿ (61) è (62) îçíà÷àþò, ÷òî íà ýòàïàõ s > s0 ìîãóò ìåíÿòüñÿ
öåíû òîëüêî äëÿ æèëèù èç Bs+1. Ó÷èòûâàÿ Ëåììó 10, ïîëîæèì M = 1
+ s0 + |Al|⋅|Pr|.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî EQ-ïðîöåäóðà íå çàâåðøèëàñü çà |Al|⋅|Pr| ýòà-
ïîâ ïîñëå ýòàïà s0. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ýòàïû a è b, ÷òî s0 < a <
b, π a

 = πb è ζ a
 = ζ b

 = ζ (íà÷àëüíûå ðàçìåùåíèÿ è öåíû íà ýòàïàõ a è
b ñîâïàäàþò). Íà÷èíàÿ ñ ýòàïà a, ïðîöåäóðà öèêëè÷åñêè ïîâòîðÿåò-
ñÿ.

Äîïóñòèì, ÷òî íà ýòàïàõ s∈[a, b) ðàçìåùåíèå íåèçìåííî, ζ s = ζ. Òî-
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ãäà Bs = Ba äëÿ s∈[a, b) è, ó÷èòûâàÿ Ëåììó 8,
bgi(s) = bgi(a)   äëÿ s∈[a, b) è âñåõ g, i.                   (63)

Åñëè s — íå ïîñëåäíèé ýòàï EQ-ïðîöåäóðû, òî ζ s ≠ ζ s+1 èëè π s ≠
π s+1. Ïîýòîìó π s

 ≠ π s+1 äëÿ s∈[a, b). Ðàññìîòðèì æèëèùå i, òàêîå
÷òî i = ζg äëÿ g∈G1, g âõîäèò â ìàêñèìàëüíóþ äîïóñòèìóþ íåêîð-
ðåêòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà ýòàïå m ≥ a è ïîñëå ýòîãî i äîðîæà-

åò íà ýòàïå n: m
iπ = 

n
iπ < 1+n

iπ . Äîïóñòèì, ÷òî öåíû æèëèù, çàíÿòûõ

÷ëåíàìè äîïóñòèìûõ íåêîððåêòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êîòîðûõ
ó÷àñòâóåò g íà ýòàïàõ s∈ [m, n), íå âîçðàñòàþò â ýòîì ïðîìåæóòêå.
Òîãäà íà êàêîì-òî øàãå ýòàïà n àãåíò g îêàæåòñÿ ïåðâûì ó÷àñòíè-
êîì ìàêñèìàëüíîé äîïóñòèìîé íåêîððåêòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê u(i, h, m) > u(δ(n,h), h, n) è i = tn(h, I) äëÿ
êàêîãî-òî h∈G1. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò i(1), m(1) è n(1), òàêèå

÷òî (1)
(1)
m
iπ = (1)

(1)
n
iπ < 1(1)

(1)
+n

iπ , [m(1), n(1)) ⊂ [m, n), i(1) = ζh(1) è àãåíò h(1)

âõîäèò â ìàêñèìàëüíóþ äîïóñòèìóþ íåêîððåêòíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íà ýòàïå m(1).

Ïîíÿòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò i, m è n, òàêèå, ÷òî a ≤ m < n è m
iπ ≥ 1+m

iπ  =

n
iπ < 1+n

iπ (öåíà æèëèùà i óáûâàåò íà ýòàïå m è âîçðàñòàåò íà ýòàïå

n). Òîãäà i = ζg è g âõîäèò â ìàêñèìàëüíóþ äîïóñòèìóþ íåêîððåêò-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà ýòàïå m. Ïî äîêàçàííîìó íàéäóòñÿ ýòà-
ïû m(1) è n(1), òàêèå ÷òî [m(1), n(1)) ⊂ [m(1), n(1)), öåíà íåêîòîðîãî
æèëèùà i = ζh(1) íåèçìåííà íà ïðîìåæóòêå [m(1), n(1)) è âîçðàñòàåò
íà ýòàïå n(1), à àãåíò h(1) âõîäèò â äîïóñòèìóþ íåêîððåêòíóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íà ýòàïå m(1). Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèå, ìû ïî-
ñòðîèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ [m(k), n(k)) ñ
öåëûìè êîíöàìè è ìîíîòîííî óáûâàþùèìè äëèíàìè, ÷òî íåâîç-
ìîæíî. Ê ïðîòèâîðå÷èþ ïðèâîäèò ïðåäïîëîæåíèå ζ s

 = ζ äëÿ âñåõ
s∈[a, b). Ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòàïàõ s∈ [a, b) ðåàëèçóþòñÿ íåòðèâè-
àëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñäåëîê.

Ïî ïðàâèëó âûáîðà æèëèùà tsk(g) èìååì u(δ(s+1,g), g, s) ≥
u(δ(s,g), g, s) äëÿ âñåõ g è s. Èç (33) è Ëåììû 11 ñëåäóåò

s
gs ) ,(δπ − s

g s )1,( +δπ ≥ ψgδ(s,g)(s) − ψgδ(s+1,g)(s)                    (64)

ñî ñòðîãèì íåðàâåíñòâîì õîòÿ áû äëÿ îäíîé ïàðû (g, s), g∈G1, s∈[a,
b). Ñóììèðóÿ íåðàâåíñòâà (64) ïî s îò a äî b−1, ïîëó÷àåì:
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∑ −
=
1b
 a s ( s

g s ),(δπ − s
g s )1,( +δπ ) ≥ ∑ −

=
1b
 a s [ψgδ(s,g)(s) − ψgδ(s+1,g)(s)].            (65)

Ïîñêîëüêó a
g a ),(δπ = b

g b ),(δπ , èìååì ∑ −
=
1b
 a s ( s

gs ) ,(δπ − s
g s )1,( +δπ ) =

a
g a ),(δπ − 1

) ,(
−b

gbδπ + ∑ −
+=

1
1

b
 a s ( s

gs ) ,(δπ − 1
) ,(

−s
gsδπ ) =∑ +=

b
 a s 1 ( s

gs ) ,(δπ − 1
) ,(

−s
gsδπ ). Ïî Ñëåä-

ñòâèþ èç Ëåììû 8, èñïîëüçóÿ δ(a, g) = δ(b, g), ïîëó÷àåì ψgδ(a,g)(a) −
ψgδ(b,g)(b−1) = ψgδ(b,g)(a) − ψgδ(b,g)(b−1) ≥ ψgδ(b,g)(b) − ψgδ(b,g)(b−1). Òî-

ãäà ∑ −
=
1b
 a s [ψgδ(s,g)(s) − ψgδ(s+1,g)(s)] ≥ ∑ +=

b
 a s 1 [ψgδ(s,g)(s) − ψgδ(s,g)(s−1)].

Åñëè i = δ(s, g), j = δ(s−1, g) è g∈G1, òî q(g, i, s) = qgi(i) = 2
giq  è

q(g, i, s−1) = qgi(j) = 2
giq + Qgi(s−1). Ïîëîæèì Rgs = ψgδ(s,g)(s) −

ψgδ(s,g)(s−1) = bgδ(s,g)(s) − bgδ(s,g)(s−1) + Qgδ(s,g)(s−1). Èç (65) ñëåäóåò,

÷òî ∑ +=
b

 a s 1 Rgs ≤ ∑ +=
b

 a s 1 ( s
gs ) ,(δπ − 1

) ,(
−s

gsδπ ) ñî ñòðîãèì íåðàâåíñòâîì õîòÿ

áû äëÿ îäíîãî g. Ñóììèðóÿ ïî g∈G1, ïîëó÷àåì:

∑ ∑ +=g
b

 a s 1 ( s
gs ) ,(δπ − 1

) ,(
−s

gsδπ ) > ∑ ∑ +=g
b

 a s 1 Rgs.                     (66)

(1) Åñëè Rgs ≥ 0 äëÿ âñåõ g è s, òî ∑ ∑ +=g
b

 a s 1 ( s
gs ) ,(δπ − 1

) ,(
−s

gsδπ ) > 0. Â ïî-

ñëåäíåé ñóììå ó÷òåíû èçìåíåíèÿ öåí íà æèëèùà èç ìíîæåñòâà Bs

íà ýòàïå s−1. Íî èç (61) è (62) ñëåäóåò, ÷òî öåíû æèëèù, íå âõîäÿ-
ùèõ â ýòî ìíîæåñòâî, íåèçìåííû íà ýòàïå s−1, åñëè s > a. Ïîýòîìó

∑i (
b
iπ − a

iπ ) = ∑ ∑ +=g
b

 a s 1 ( s
gs ) ,(δπ − 1

) ,(
−s

gsδπ ) > 0, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê

πb = π a.

(2) Ïóñòü Rgs < 0 äëÿ êàêîãî-òî g∈G1 è s∈[a+1, b]. Ïîëîæèì i = δ(s,
g). Èç Rgs < 0 ïîëó÷àåì bgi(s−1) − bgi(s) > Qgi(s−1) ≥ 0. Èç Ïðåäïîëî-

æåíèÿ 8 è EQ-ïðîöåäóðû ñëåäóåò, ÷òî s
iπ , wg(s), bgi(s) è Qgi(s−1)

ðàöèîíàëüíû è êðàòíû δ. Òåïåðü ÿñíî, ÷òî bgi(s−1) − bgi(s) ≥ δ > 0.
Q.E.D

.

Òåîðåìà 8. Ïðåäïîëîæåíèå 8 îáåñïå÷èâàåò êîíå÷íîñòü EQ-
ïðîöåäóðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè EQ-ïðîöåäóðà íå çàâåðøèëàñü çà M ýòàïîâ,
òî bgi(s) − bgi(s+1) ≥ δ > 0 äëÿ íåêîòîðûõ g∈G1, i∈I, s ≤ M (Ëåììà 12);
δ íå çàâèñèò îò g, i, s. Ïðèìåíèì Ëåììó 12 ê çàâåðøàþùåé ñèòóà-
öèè ýòàïà M. Åñëè ïðîöåäóðà íå çàâåðøèòñÿ çà ñëåäóþùèå M ýòà-
ïîâ, òî â òå÷åíèå ýòèõ M ýòàïîâ îäíà èç îòïðàâíûõ öåí óìåíüøèòñÿ
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íå ìåíåå ÷åì íà δ > 0. Îòïðàâíûå öåíû íå âîçðàñòàþò è îãðàíè÷åíû
ñíèçó ïî Ñëåäñòâèþ èç Ëåììû 8; ïîýòîìó ïðîöåäóðà êîíå÷íà.

Q.E.D
.

Ëåììà 13. Äëÿ ëþáîãî âàëüðàñîâà ðàâíîâåñèÿ (z, p) ñóùåñòâóåò
íîðìàëüíîå ðàâíîâåñèå (z0, p0), òàêîå ÷òî ζ(z0) = ζ(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (z, p) — ðàâíîâåñèå. Ïî Ëåììå 3 ñóùåñòâóåò

âåêòîð p1, òàêîé ÷òî (z, p1) — ðàâíîâåñèå è c( 1
)(gdp ) ≥ ψgd(g) äëÿ âñåõ

g∈G2. Ïóñòü π1 = c(p1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîâåñèå (z, p1) íå ÿâ-

ëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå i è j, ÷òî i ∼ j è 1
iπ > 1

jπ ≥

0. Åñëè i∉ {j(z, g) | g∈G1}, òî g(i)∈G2, òàê êàê 1
iπ > 0. Èç i ∼ j ñëåäóåò

g( j)∈G2 è 1
iπ > 1

jπ ≥ ψg( j)j = ψg(i)i, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò Ëåììå 2. Ïîýòîìó

i = j(z, h) äëÿ íåêîòîðîãî h∈G1. Åñëè δ(h)∉{i, j}, òî (ψhj − ψhi) −
( 1

jπ − 1
iπ ) = 1

iπ − 1
jπ > 0. Åñëè δ(h) = j, òî (ψhj − ψhi) − (

1
jπ − 1

iπ ) = (bhj − bhi) −

( 2
jhq − ρ⋅ 1

hiq − 2
hiq ) − (

1
jπ − 1

iπ ) = ρ⋅ 1
hiq + 1

jπ − 1
iπ > 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷à-

åì ïðîòèâîðå÷èå ñ Ëåììîé 1. Ñëåäîâàòåëüíî, j(z, h) = δ(h) = i.

Îïðåäåëèì π2∈P : 2
iπ = 1

jπ , 2
kπ = 1

kπ  äëÿ k ≠ i. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p2 âåê-

òîð öåí, îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé óñëîâèåì c(p2) = π2 è îïðåäå-

ëèì z2∈FD ñëåäóþùèì îáðàçîì: 2
gz  = (ygj(z,g)(p2), j(z,g)) äëÿ âñåõ

g∈G. Ïîêàæåì, ÷òî (z2, p2) — ðàâíîâåñèå. Óñëîâèå (10) âûïîëíåíî
äëÿ (z2, p2), òàê êàê îíî âûïîëíåíî äëÿ (z, p1) è π2 ≤ π1. Åñëè k ≠ i,
òî, ïðèìåíÿÿ Ëåììó 1 äëÿ ðàâíîâåñèÿ (z, p1), ïîëó÷àåì

2
iπ − 2

kπ < 1
iπ − 1

kπ ≤ ψhi − ψhk. Ïóñòü g∈G1 \ {h}. Òîãäà j(z, g) ≠ i è δ(g) ≠ i.

Åñëè k ≠ i, òî, ïðèìåíÿÿ Ëåììó 1 äëÿ ðàâíîâåñèÿ (z, p1), ïîëó÷àåì
2

) ,( gzjπ − 2
kπ = 1

) ,( gzjπ − 1
kπ ≤ ψgj(z,g) − ψgk. Èç i ∼ j ñëåäóåò, ÷òî ψgi = ψgj, åñëè

δ(g) ≠ j, è ψgi ≤ ψgj, åñëè δ(g) = j. Ïîýòîìó 2
) ,( gzjπ − 2

iπ = 1
) ,( gzjπ − 1

jπ ≤ ψgj(z,g)

− ψgj ≤ ψgj(z,g) − ψgi. Òàêèì îáðàçîì, (z2, p2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(9) ïðè âñåõ g∈G1 (Ëåììà 1). Åñëè g∈G2 è d(g) ≠ i, òî (9) âûïîëíåíî

äëÿ g, òàê êàê 1
kπ = 2

kπ  äëÿ âñåõ k∈Jg. Åñëè g∈G2 è d(g) = i, òî g( j)∈ G2

è ψgi = ψg( j)j ≤ 1
jπ = 2

iπ < 1
iπ ; ïîýòîìó j(z, g) = j(z2, g) = 0 è ug(z2) − vgi(p2)
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= 2
iπ − ψgi ≥ 0. Òåïåðü (9) äîêàçàíî äëÿ âñåõ g∈G. Ñëåäîâàòåëüíî,

(z2, p2) — ðàâíîâåñèå. Ïðè ýòîì ζ(z2) = ζ(z) è 2
iπ = 2

jπ . ßñíî, ÷òî ïðî-

äîëæàÿ ïðîöåäóðó ìû ïîñòðîèì èñêîìîå íîðìàëüíîå ðàâíîâåñèå.
Q.E.D.

Ëåììà 14. Ïóñòü (z, p) — íîðìàëüíîå ðàâíîâåñèå è g ≈ h. Åñëè δ(g)
∼ δ(h) è {g, h} ⊆ G1, òî ug(z) = uh(z); åñëè {g, h} ⊆ G2, òî ug(z) − uh(z) =
wg − wh.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (z, p) — íîðìàëüíîå ðàâíîâåñèå, π = c(p) è g
≈ h. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {g, h} ⊆ G1 è δ(g) ∼ δ(h). Òîãäà πδ(g) = πδ(h) è
πd(g) = πd(h). Ïóñòü i = j(z, g). Åñëè i∉{δ(g), δ(h)}, òî ug(z) = wg + πd(g) −
πi + ψgi = wh + πd(h) − πi + ψhi = vhi(p) ≤ uh(z) ïî (9). Åñëè i∈{δ(g), δ(h)},

òî bgi − 2
giq = bhi − 2

hiq = bhδ(h) − 2
)(hhq δ . Âñïîìíèì, ÷òî 1

)(ggq δ = 1
)(hhq δ = 0.

Ïîýòîìó, åñëè i = δ(g), òî ug(z) = vgδ(g)(p) = vhδ(h)(p) ≤ uh(z). Åñëè æå i

= δ(h), òî ug(z) = wg + πd(g) − πi + bgi − qgi ≤ wg + πd(h) − πi + bhi − 2
hiq =

vhi(p) ≤ uh(z). Òàêèì îáðàçîì, ug(z) ≤ uh(z) â ëþáîì ñëó÷àå. Íî g ≈ h
âëå÷åò h ≈ g, ïîýòîìó ug(z) = uh(z). Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
{g, h} ⊆ G2. Òîãäà d(g) ∼ d(h), πd(g) = πd(h) è, èñïîëüçóÿ Ëåììó 2, ìû
èìååì ug(z) − wg = max{ψgd(g), πd(g)} = max{ψhd(h), πd(h)} = uh(z) − wh.

Q.E.D
.

Òåîðåìà 9. Äëÿ âñÿêîãî íîðìàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ (z, p) ñóùåñòâóåò
ñòàíäàðòíîå ðàâíîâåñèå (z0, p), òàêîå ÷òî j(z0, g) ∼ j(z, g) äëÿ âñåõ
g∈G1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (z, p) — íîðìàëüíîå ðàâíîâåñèå (îíî ñóùå-
ñòâóåò ïî Ëåììå 13) è π = c(p). Åñëè ðàâíîâåñèå (z, p) íå ñòàíäàðò-
íî, òî δ(g) ∼ j(z, g) ≠ δ(g) äëÿ íåêîòîðîãî g∈G1. Âûáåðåì òàêîå g è

ïîëîæèì j = j(z, g), i = δ(g). Òîãäà i ≠ 0, j ≠ 0, πi = πj, bgi − 2
giq = bgj − 2

gjq  è

ug(z) = wg + πd(g) − πj + bgj − qgj ≤ wg + πd(g) − πi + bgi − 2
giq = vgi(p). Ó÷è-

òûâàÿ (9), ïîëó÷àåì ug(z) = vgi(p) (æèëèùà i è j ðàâíîöåííû äëÿ
àãåíòà g). Ïîëîæèì k(g) = i. Åñëè i = j(z, h) äëÿ íåêîòîðîãî h∈G2, òî i
= d(h) (òàê êàê Jh = {d(h), 0} è i ≠ 0) è πi ≤ ψhi (Ëåììà 2). Èç i ∼ j ñëå-
äóåò, ÷òî g( j)∈G2 è πj = πi ≤ ψhi = ψg( j)j. Íî j(z, g) = j âëå÷åò πj ≥ ψg( j)j

(Ëåììà 2). Ïîýòîìó πi = ψhi (íóëü è i ðàâíîöåííû äëÿ àãåíòà h). Ïî-
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ëîæèì k(h) = 0. Åñëè i = j(z, h) äëÿ íåêîòîðîãî h∈G1, òî èç (8) è
Ïðåäïîëîæåíèÿ 1′ ñëåäóåò, ÷òî h ≠ g è δ(h) ≠ i (ïîòîìó ÷òî i ≠ 0). Åñëè
δ(h) = j ∼ i = j(z, h), òî, êàê äîêàçàíî âûøå, uh(z) = vhj(p). Åñëè δ(h) ≠ j,
òî δ(h)∉{i, j} è ψhi = ψhj (òàê êàê i ∼ j); òîãäà uh(z) − vhj(p) = πj − πi + ψhi −
ψhj = 0. Â ëþáîì ñëó÷àå æèëèùà i è j ðàâíîöåííû äëÿ àãåíòà h. Ïî-
ëîæèì k(h) = j. Ïîëîæèì k(h) = j(z, h) äëÿ âñåõ h∈G, òàêèõ ÷òî h ≠ g è
j(z, h) ≠ i. ßñíî, ÷òî k(h) ∼ j(z, h) äëÿ âñåõ h∈G1. Ïîëîæèì z1

 =
(z1(h) | h∈G), ãäå z1(h) = (yhk(h)(p), k(h)). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (z1, p) —
íîðìàëüíîå ðàâíîâåñèå, è â ýòîì ðàâíîâåñèè ÷èñëî àãåíòîâ ðûíêà,
äëÿ êîòîðûõ íàðóøåíî óñëîâèå ñòàíäàðòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàâíî-
âåñèÿ, ìåíüøå, ÷åì â z. Ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó, ìû ïîñòðîèì ñòàí-
äàðòíîå ðàâíîâåñèå (z0, p).

Q.E.D
.

Ëåììà 15. Åñëè h∈GS, òî I(τ(h)) = {d(g) | g∈G(h, 0)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè h∈GS, òî âñå æèëèùà, ïðèíàäëåæàùèå ïî-
ñòàâùèêàì ãðóïïû h, èìåþò òèï τ(h). È îáðàòíî, åñëè i∈I(τ(h)), òî i
ïðèíàäëåæèò ïîñòàâùèêó ãðóïïû h (ñì. îïðåäåëåíèå òèïà æèëèùà). 

Q.E.D
.

Ëåììà 16. Îïðåäåëåíèå âåëè÷èí ankh êîððåêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåëè÷èíà ankh îïðåäåëåíà, {i, j}∈I(k) è
{x, y} ⊆ G(h, n); òîãäà x ≈ y, i ∼ j è {δ(x), δ(y)} ⊆ I(n). Èç x ≈ y ñëåäóåò,
÷òî ëèáî {x, y} ⊆ G1, ëèáî {x, y} ⊆ G2. Äîïóñòèì, ÷òî {x, y} ⊆ G1. Åñëè
k ≠ n, òî {i, j} ∩ {δ(x), δ(y)} = ∅; òîãäà èç x ≈ y è i ∼ j ñëåäóåò ψxi = ψyi =
ψyj. Ïîýòîìó ankh îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. Åñëè n = k, òî èç x ≈ y è

δ(x) ∼ δ(y) ñëåäóåò, ÷òî ψxδ(x) = bxδ(x) − 2
)(xxq δ = bxδ(y) − 2

)(yxq δ = byδ(y) − 2
)(yxq δ =

ψyδ(y) è îïðåäåëåíèå annh êîððåêòíî. Äîïóñòèì, ÷òî {x, y} ⊆ G2. Òîãäà
ψx0 = ψy0 = 0 ïî îïðåäåëåíèþ è ψxd(x) = ψyd(y), òàê êàê d(x) ∼ d(y).
Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíèå ankh êîððåêòíî ïðè k∈{0, τ(h)}. 

Q.E.D
.

Ëåììà 17. Åñëè h∈GS è X — äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è AT, òî
∑m∑a∈GC Xmτ(h)a ≤ X00h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h∈GS è X — äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è AT.
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ßñíî, ÷òî ∪g∈G(h,0) Jg = {d(g) | g∈G(h, 0)} ∪ {0}. Èç Ëåììû 15 ñëåäó-
åò, ÷òî ïåðåìåííûå X0kh îïðåäåëåíû òîëüêî äëÿ k∈{τ(h), 0}. Äëÿ k =
τ(h) è n = 0 óñëîâèÿ (39) è (38) ïðèíèìàþò âèä ∑m∑a∈GC Xmτ(h)a +
X0τ(h)h ≤ Cτ(h) è X0τ(h)h + X00h = Dh0. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç
Cτ(h) = Dh0 (Ëåììà 15). 

Q.E.D
.

Òåîðåìà 10.4 Åñëè (z, p) — ñòàíäàðòíîå ðàâíîâåñèå, x = x(z), Xnkh =
∑g∈G(h,n)∑i∈I(k) xgi äëÿ (n, k, h)∈U, γhn = αg(z, p) äëÿ g∈G(h, n) è πk =
c(pi) äëÿ i∈I(k), òî X è (γ, π) — îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ AT è AT*
ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè X — öåëî÷èñëåííîå (â ÷àñòíîñòè, áàçèñíîå)
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è AT, (γ, π) — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çà-
äà÷è AT*, π i = πk äëÿ i∈I(k) è π = (π i | i∈I), òî ñóùåñòâóåò áàçèñíîå

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x çàäà÷è T, òàêîå ÷òî (z(x, π ), r(π )) — ñòàí-

äàðòíîå ðàâíîâåñèå è Xnkh = ∑g∈G(h,n)∑i∈I(k) xgi.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü (z, p) — ñòàíäàðòíîå ðàâíîâåñèå è x =
x(z). Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ è Ëåììû 11 ñëåäóåò,
÷òî γ è π â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû îïðåäåëåíû êîððåêòíî. ßñíî, ÷òî
åñëè Xnkh = ∑g∈G(h,n)∑i∈I(k) xgi, òî X — äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è AT.
Ïî Òåîðåìå 2 (α(z,p), c(p)) — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå T*, ïîýòîìó
(γ, π) — äîïóñòèìîå ðåøåíèå AT*. Êðîìå òîãî, èç i ∼ δ(g) è i ≠ δ(g)
ñëåäóåò, ÷òî xgi = 0 (òàê êàê (z, p) — ñòàíäàðòíîå ðàâíîâåñèå). Ïî-
ýòîìó ∑n,k,h ankh⋅Xnkh = ∑g, i ψgi ⋅xgi = ∑g αg(z, p) + ∑i c(pi) =
∑h,n∑g∈G(h,n) αg(z, p) + ∑k∑i∈I(k) c(pi) = ∑h,n Dhn ⋅γgn + ∑k Ck ⋅πk. Ïîýòî-
ìó X è (γ, π) — îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ AT è AT*, ñîîòâåòñòâåí-
íî.

(2) Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à AT âïîëíå óíèìîäóëÿðíà, ïîýòîìó âñå åå
áàçèñíûå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ öåëî÷èñëåííû. Ïóñòü X — öåëî÷èñ-
ëåííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå AT è (γ, π) — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
AT*. Îïèøåì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà x. Âíà÷àëå âñå êîìïî-
íåíòû xgi âåêòîðà x ðàâíû íóëþ. Ïîëàãàÿ xgi = 1, áóäåì ïîäðàçóìå-
âàòü, ÷òî xgk = 0 äëÿ âñåõ k∈Jg \ {i}, è ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð xg =
(xgk | k∈Jg) îïðåäåëåí è æèëèùå i ðàñïðåäåëåíî (åñëè i ≠ 0). Äëÿ

                                                
4 Â ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàíû îïðåäåëåíèÿ èç
ðàçäåëà 2.1.



21

êàæäîé ïàðû (h, n), òàêîé ÷òî G(h, n) ≠ ∅ è h∈GC, âûáåðåì Xnnh
ïðåäñòàâèòåëåé â G(h, n), òàêèõ ÷òî xg åùå íå îïðåäåëåí äëÿ êàæäî-
ãî âûáðàííîãî àãåíòà g (âûáîð âîçìîæåí, ïîòîìó ÷òî Xnnh ≤ Dhn).
Ïîëîæèì xgδ(g) = 1 äëÿ êàæäîãî âûáðàííîãî àãåíòà g. Åñëè n = τ(b)
äëÿ íåêîòîðîãî b∈GS, òî æèëèùà, èñõîäíî çàíÿòûå âûáðàííûìè
àãåíòàìè, ïðèíàäëåæàò ïîñòàâùèêàì ãðóïïû b; äëÿ êàæäîãî òàêîãî
ïîñòàâùèêà g âåêòîð xg åùå íå îïðåäåëåí, è ìû ïîëàãàåì xg0 = 1.

Äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå ïðîèñõîäèò ïî øàãàì. Äëÿ (n, k, h)∈U îáî-

çíà÷èì ÷åðåç s
nkhX  êîëè÷åñòâî âñåõ (n, h)-àãåíòîâ g, òàêèõ ÷òî ìû

ïîëîæèëè xgi = 1 äëÿ i∈I(k) äî øàãà s. ßñíî, ÷òî s
nkhX — ýòî ñóììà ïî

g∈G(h, n) è i∈ I(k) êîìïîíåíò xgi âñåõ âåêòîðîâ xg, îïðåäåëåííûõ äî

øàãà s. Ïîëîæèì Is(k) = ∑n,h
s
nkhX  (åñëè k ≠ 0, òî Is(k) — ýòî ÷èñëî æè-

ëèù èç I(k), ðàñïðåäåëåííûõ äî øàãà s). Èç ïðåäøåñòâóþùåãî ïî-

ñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî: 1
nkhX = Xnkh, åñëè k = n è h∈GC; 1

nkhX =

∑a∈GC Xτ(h)τ(h)a ≤ X00h, åñëè n = k = 0 è h∈GS (Ëåììà 17); 1
nkhX = 0 â îñ-

òàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Êðîìå òîãî, I1(k) = ∑h∈GC Xkkh ≤ Ck ïî (39), åñëè k ≠
0, è I1(0) = ∑h∈GC X00h + ∑b∈GS∑h∈GC Xτ(b)τ(b)h ≤ ∑h X00h ≤ C0 ïî Ëåììå
17 è (39). Îïèøåì òåïåðü øàã s ≥ 1.

Äîïóñòèì, ÷òî ïåðåä øàãîì s âûïîëíåíû ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñ-

ëîâèÿ: åñëè k ≠ 0 èëè h∈GC, òî s
nkhX ∈{Xnkh, 0}; åñëè h∈GS è

k∈{τ(h), 0}, òî s
khX0 ≤ X0kh; Is(k) ≤ Ck äëÿ âñåõ k. Ýòè óñëîâèÿ âûïîë-

íåíû ïåðåä øàãîì 1. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

(a) s
nkhX = 0 äëÿ êàêîé-òî òðîéêè (n, k, h)∈U ïðè h∈GC. Òîãäà k ≠ n.

Âûáåðåì â G(h, n) Xnkh ïðåäñòàâèòåëåé òàê, ÷òî âåêòîð xg åùå íå
îïðåäåëåí äëÿ êàæäîãî âûáðàííîãî àãåíòà g (âûáîð âîçìîæåí, òàê

êàê ∑m ≠k
s
nmhX + Xnkh ≤ ∑m Xnmh = Dhn). Âûáåðåì òàêæå Xnkh åùå íå

ðàñïðåäåëåííûõ æèëèù èç I(k) (ýòî âîçìîæíî, òàê êàê Is(k) + Xnkh =

∑(m,a)≠ (n,h)
s
mkaX + Xnkh ≤ ∑m,a Xmka ≤ Ck). Óñòàíîâèì ïðîèçâîëüíîå âçà-

èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå i(g) ìåæäó âûáðàííûìè àãåíòàìè è
æèëèùàìè. Ïîëîæèì xgi(g) = 1 äëÿ âñåõ g. Åñëè k = τ(b) äëÿ íåêîòî-
ðîãî b∈GS, òî æèëèùà, ðàñïðåäåëåííûå íà øàãå s, ïðèíàäëåæàò
ïîñòàâùèêàì ãðóïïû b; äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïîñòàâùèêà g âåêòîð xg

åùå íå îïðåäåëåí (ïî ïîñòðîåíèþ ìû îïðåäåëÿåì xg äëÿ g∈G2
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òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê d(g) ðàñïðåäåëåíî), è ìû ïîëàãàåì xg0 = 1.
Øàã s çàêîí÷åí. Çàìåòèì, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âûïîëíåíû äëÿ

s + 1. Â ÷àñòíîñòè, Is+1(0) = ∑n∑h∈GC
1

0
+s
hnX  + ∑b∈GS ∑n∑h∈GC

1
)(

+s
hbnX τ ≤

∑n∑h∈GC Xn0h + ∑b∈GS ∑n∑h∈GC Xnτ(b)h ≤ ∑n,h Xn0h ≤ C0 ïî Ëåììå 17 è

(39), è 1
00
+s
hX  = ∑n∑a∈GC

1
)(

+s
ahnX τ ≤ ∑n∑a∈GC Xnτ(h)a ≤ X00h äëÿ h∈GS ïî

Ëåììå 17.

(b) Ñëó÷àé (a) íå âûïîëíåí è s
hX 00 < X00h äëÿ íåêîòîðîãî h∈GS. Òî-

ãäà ñëó÷àé (c) íå âûïîëíÿëñÿ äî øàãà s, ïîýòîìó s
hhX )(0τ = 0. Âûáåðåì

X00h − s
hX00  ïîñòàâùèêîâ â ãðóïïå h, òàêèõ ÷òî âåêòîð xg åùå íå îï-

ðåäåëåí äëÿ êàæäîãî âûáðàííîãî àãåíòà g (ýòî âîçìîæíî, òàê êàê

Dh0 − s
hX00 ≥ X00h − s

hX00 ). Ïîëîæèì xg0 = 1 äëÿ êàæäîãî âûáðàííîãî

àãåíòà g. Øàã s çàêîí÷åí. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ s + 1 âûïîëíåíû ñ
î÷åâèäíîñòüþ.

(c) Ïðåäûäóùèå ñëó÷àè íå âûïîëíåíû è s
nkhX < Xnkh äëÿ íåêîòîðîé

òðîéêè (n, k, h)∈U. Òîãäà (n, k, h) = (0, τ(h), h) äëÿ íåêîòîðîãî h∈GS,
s

hX00 = X00h è s
hhX )(0τ = 0. Dh0 = X00h + X0τ(h)h ïî (38), ïîýòîìó â ãðóïïå

h ìîæíî âûáðàòü X0τ(h)h ïîñòàâùèêîâ, òàêèõ ÷òî âåêòîð xg åùå íå
îïðåäåëåí è, ñëåäîâàòåëüíî, æèëèùå d(g) åùå íå ðàñïðåäåëåíî
äëÿ êàæäîãî âûáðàííîãî àãåíòà g. Ïîëîæèì xgd(g) = 1 äëÿ êàæäîãî
âûáðàííîãî àãåíòà g. Øàã s çàêîí÷åí è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ s + 1
âûïîëíåíû.

(d) s
nkhX = Xnkh äëÿ âñåõ (n, k, h)∈U. Ïîñòðîåíèå çàâåðøåíî.

Ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ ïîñòðîåíèå áóäåò çàâåðøåíî, âåêòî-
ðû xg áóäóò îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ g, è äîïóñòèìîå ðåøåíèå x çàäà÷è
T áóäåò ïîñòðîåíî. ßñíî, ÷òî ∑g∈G(h,n)∑i∈I(k) xgi = Xnkh äëÿ âñåõ (n, k,
h)∈U. Ïîëîæèì αg = γhn äëÿ g∈G(h, n) è iπ = πk äëÿ i∈I(k). Î÷åâèäíî,

(α,π ) — äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è T*. X è (γ, π) — îïòèìàëüíûå

ðåøåíèÿ AT è AT* ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó ∑g,i ψgi ⋅xgi =
∑n,k,h ankh ⋅Xnkh = ∑h,n Dhn ⋅γhn + ∑k Ck ⋅πk = ∑g αg + ∑i iπ ; ïîýòîìó x è

(α,π ) — îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ T è T*, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
x — áàçèñíîå (ïîòîìó ÷òî öåëî÷èñëåííîå) îïòèìàëüíîå ðåøåíèå T.
Èç Òåîðåìû 2 è îïðåäåëåíèé âåêòîðîâ x è π  ñëåäóåò, ÷òî
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(z(x, π ), r(π )) — ñòàíäàðòíîå ðàâíîâåñèå. 
Q.E.D

.

Òåîðåìà 11. max{π j | π∈Π (A2)} − ψ fj ≤ δ ≤ min{πj | π∈Π (A1)} − ψ fj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè c(p) = π∈Π (A), òî (z, p) — ñòàíäàðòíîå ðàâíî-
âåñèå äëÿ ñèòóàöèè A ïðè íåêîòîðîì z. Òîãäà (γ, π) — îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è AT* ïðè íåêîòîðîì γ (Òåîðåìà 10). Çàìåòèì, ÷òî δ
= F0(A2) − F0(A1) − wf − ψ fj = f0(A2) − f0(A1) − ψ fj. Îáîçíà÷èì AT*(k),
k∈{1, 2}, çàäà÷ó AT* â ñèòóàöèè Ak è ïóñòü Fk(γ, π) — öåëåâàÿ ôóíê-
öèÿ çàäà÷è AT*(k). ßñíî, ÷òî çàäà÷è AT*(k) èìåþò îäíî è òî æå ìíî-
æåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé D. Ïóñòü πk∈Π (Ak), (γ k, πk) — îïòè-
ìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è AT*(k). Òîãäà f0(A2) = F2(γ2, π2) ≤ F2(γ1, π1)

= F1(γ1, π1) + 1
jπ  = f0(A1) +

1
jπ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ (γ, π)∈D èìååì

F2(γ, π) = F1(γ, π) + πj ≥ F1(γ1, π1) + πj, îòêóäà ïðè (γ, π) = (γ2, π2) ïî-

ëó÷àåì f0(A2) ≥ f0(A1) +
2
jπ . Ñëåäîâàòåëüíî, 2

jπ ≤ δ + ψ fj ≤ 1
jπ . Òåîðåìà

äîêàçàíà, òàê êàê ñèñòåìû öåí πk∈Π (Ak) âûáðàíû ïðîèçâîëüíî.
Q.E.D

.

Ëåììà 18. Ïóñòü e = (z, p) — ðàâíîâåñèå äëÿ ñèòóàöèè A2 è λ =
〈 j(1), …, j(n+1)〉 — ðåàëèçîâàííàÿ â e ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. (à) Åñëè
j(s+1) ≠ j, òî δj(s)(p) ≤ δj(s+1)(p). (b) Åñëè λ — öèêë, òî δi(p) îäèíàêîâû
äëÿ âñåõ i∈I(λ). (c) Åñëè λ — öåïü, òî δi(p) ≥ 0 äëÿ i∈I(λ) \ {j}. (d) Åñëè
λ — öåïü ïåðâîãî òèïà, òî δi(p) = 0 äëÿ i∈I(λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ —
ìàêñèìàëüíàÿ ïî âëîæåíèþ ðåàëèçîâàííàÿ â e ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ïóñòü π = c(p), j(s) = j(z1, g(s)). Ïðèìåíÿÿ Ëåììó 1 ê ðàâíîâåñèÿì e1
è e, ïîëó÷àåì:

ψg(s)j(s) − ψg(s) j(s+1) ≥ 1
)(sjπ − 1

1)( +sjπ    è   ψg(s)j(s+1) − ψg(s)j(s) ≥ πj(s+1) − πj(s).

(67)

Òîãäà 1
)(sjπ − 1

1)( +sjπ ≤ πj(s) − πj(s+1), îòêóäà δj(s)(p) ≤ δj(s+1)(p). Óòâåðæäåíèå

(a) äîêàçàíî. Åñëè λ — öèêë, òî èç (a) ïîëó÷àåì δj(1)(p) ≤ δj(2)(p) ≤ … ≤
δj(n)(p) ≤ δ j(1)(p), îòêóäà ñëåäóåò (b). Ïóñòü λ — öåïü. Åñëè j(1) = 0, òî
δj(1)(p) = 0. Ïóñòü j(1) ≠ 0. Òîãäà j(1)∉{j(z, g) | g∈G}, πj(1) = 0 ïî (10) è
δj(1)(p) ≥ 0. Òåïåðü (c) ñëåäóåò èç (a).
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Ïóñòü λ — öåïü ïåðâîãî òèïà è k = j(n+1). Èç ìàêñèìàëüíîñòè λ ñëå-

äóåò, ÷òî k∈F. Òîãäà 1
kπ = 0 ïî (10) è èç Ïðåäïîëîæåíèÿ 1′ ñëåäóåò,

÷òî k∉ {d(g) | g∈G1}. Äîïóñòèì, ÷òî g(k) = g∈G2. Ïî îïðåäåëåíèþ
ðåàëèçîâàííîé â e ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k = j(z, h) äëÿ íåêîòîðîãî

h∈G. Åñëè h∈G1, òî, ïî Ëåììå 2, πk ≥ ψgk ≥ 0 =
1
kπ . Åñëè æå h∈G2, òî h

= g, λ = 〈0, k〉, j(z1, g) = 0, j(z, h) = k. Ïðèìåíÿÿ Ëåììó 2 ê ðàâíîâåñèÿì

e è e1, ïîëó÷èì 0 =
1
kπ ≥ ψgk ≥ πk, ò.å. 1

kπ = πk = 0. Åñëè k = 0, òî îïÿòü

1
kπ = πk = 0. Èòàê, â ëþáîì ñëó÷àå δk(p) ≤ 0. Òåïåðü èç (a) è (c) ïîëó-

÷àåì 0 ≤ δ j(1)(p) ≤ … ≤ δj(n+1)(p) ≤ 0, îòêóäà ñëåäóåò (d). 
Q.E.D

.

Ëåììà 19. Åñëè (z, p) — ðàâíîâåñèå äëÿ ñèòóàöèè A2 è j∉I(λg(z)), òî
vgδ(g)(p) = ug(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a = j(z1, g) = δ(g), b = j(z, g), j∉I(λg). Èç (67)

ñëåäóåò, ÷òî (ψga − ψgb) − ( 1
aπ − 1

bπ ) ≥ 0 ≥ (ψga − ψgb) − (πa − πb). Íî λg —

öåïü ïåðâîãî òèïà èëè öèêë, ïîýòîìó δa = δb (Ëåììà 18), îòêóäà
1
aπ − 1

bπ = πa − πb. Òîãäà 0 = (ψga − ψgb) − (πa − πb) = vga(p) – ug(z).

Q.E.D
.

Òåîðåìà 12. Åñëè (z, p)∈SE(λ) è gz = (ygj(z,g)( p ), j(z,g)), òî ( z , p )∈

SE(λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π  = c( p ). Ïîêàæåì, ÷òî ( z , p )∈SE(λ). Ðàâ-

íîâåñèÿ (z, p) è ( z , p ) ïîðîæäàþò îäèíàêîâûå ðàçìåùåíèÿ, ïîýòî-

ìó óñëîâèå (10) âûïîëíåíî äëÿ ( z , p ). Ïî Ëåììå 1 äîñòàòî÷íî ïðî-

âåðèòü äëÿ ( z , p ) óñëîâèå:

ψgj(z,g) − ) ,( gzjπ ≥ ψgi − iπ    äëÿ g∈G ∪ {g( j)}, i∈Kg.              (68)

Äëÿ g( j) óñëîâèå (68) âûïîëíåíî, òàê êàê iπ = πi äëÿ i∈Kg( j). Âûáåðåì

g∈G è ïîëîæèì a = j(z1, g), b = j(z, g). Ïîñêîëüêó e1 è e = (z, p) —
ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèòóàöèé A1 è A2 ñîîòâåòñòâåííî, ñïðàâåäëèâû íå-
ðàâåíñòâà

ψga − 1
aπ  ≥ ψgi − 1

iπ    äëÿ i∈Jg   è   ψgb − πb ≥ ψgi − πi    äëÿ i∈Kg. (69)
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Ïóñòü g∈G1, òîãäà Kg = I ∪ {j}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b∈I(λ). Òîãäà a∈I(λ).
Ïî Ëåììå 18 bπ = πb è aπ = πa ≤ 1

aπ . Èç (69) ïîëó÷àåì ψgb − πb ≥ ψga −

πa ≥ ψga − 1
aπ ≥ ψgi − 1

iπ  äëÿ i∈I. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ âòîðîå èç íåðà-

âåíñòâ (69), ñëåäóåò (68) äëÿ i∈I, òàê êàê iπ ∈{ 1
iπ , πi}; (68) äëÿ i = j

ñëåäóåò èç (69) è jπ = πj. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî b∉I(λ). Òîãäà b = a,

ψgb − bπ = max{ψgb − πb, ψgb − 1
bπ } ïî îïðåäåëåíèþ p . Åñëè i∈I, òî èç

(69) ñëåäóåò ψgb − bπ ≥ max{ψgi − 1
iπ , ψgi − πi} = ψgi − iπ . Ïðè i = j èç

(69) ïîëó÷àåì ψgb − bπ ≥ ψgj − πj = ψgj − jπ .

Ïóñòü g∈G2, òîãäà Jg = Kg = {0, d(g)} è ψgd(g) ≥ 0 ïî îïðåäåëåíèþ.
Åñëè j(z, g) = d(g), òî πd(g) ≤ ψgd(g) ïî (9), ïîýòîìó è )(gdπ ≤ ψgd(g). Äî-

ïóñòèì, ÷òî j(z, g) = 0, òîãäà πd(g) ≥ ψgd(g) ïî Ëåììå 2. Åñëè

d(g)∈{j(z, h) | h∈G1} ⊆ {j(z1, h) | h∈G1}, òî 1
)(gdπ ≥ ψgd(g) ïî Ëåììå 2,

ïîýòîìó )(gdπ ≥ ψgd(g). Åñëè d(g)∉{j(z, h) | h∈G1}, òî πd(g) = 0, îòêóäà

)(gdπ = ψgd(g) = 0. Â ëþáîì ñëó÷àå óñëîâèå (68) âûïîëíåíî. 

Q.E.D
.

Òåîðåìà 13. e(λ, p̂ )∈SE(λ) è ip̂ ≤ 1
ip  äëÿ i∈I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî e(λ, p̂ ) — ðàâíîâåñèå. Äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü óñëîâèÿ p̂  ≥ 0, 0p̂  = 0, (9) è (10). Åñëè g(i)∈G2, òî â ãðà-

ôå Γ åñòü ïóòü µ = 〈0, i 〉 è iπ̂ ≥ ∆(µ) = ψg(i)i ≥ 0. Åñëè g(i)∈G1, òî j(z1, g)

= i, â ãðàôå Γ åñòü ïóòü µ = 〈i, i 〉 è iπ̂ ≥ ∆(µ) = 0. Íàêîíåö, â ãðàôå Γ

åñòü ïóòü µ = 〈0, 0〉, ïîýòîìó 0π̂ ≥ ∆(µ) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, µ0 —

öåïü ïåðâîãî òèïà èëè öèêë, è 0π̂ = ∆(µ0) ≤ 0 ïî Òåîðåìå 2 (òàê êàê

(z1, p) — ðàâíîâåñèå). Ñëåäîâàòåëüíî, p̂ ≥ 0 è 0p̂ = 0.

Ïóñòü i ≠ 0 è i∉{j(λ, g) | g∈G}. Òîãäà i∈F ∪ {j(1)}. Åñëè ∆(µ j(1)) > 0, òî
ïóòü, ïîëó÷åííûé ïðèñîåäèíåíèåì µ j(1) ê λ ñëåâà, èìååò âåñ ∆(µ j(1))
+ ∆(λ) > ∆(λ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó λ. Ñëåäîâàòåëüíî,

(1)jp̂ = (1)jπ̂ = 0. Åñëè i∈ F, òî µ i — öåïü ïåðâîãî òèïà è ∆(µ i) ≤ 0, òàê êàê
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(z1, p) — ðàâíîâåñèå. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ p̂  ≥ 0, ñëåäóåò ip̂ = iπ̂ = 0.

Èòàê, óñëîâèå (10) âûïîëíåíî äëÿ e(λ, p̂ ).

Çàôèêñèðóåì g∈G è ïîëîæèì a = j(z1, g), b = ζg(λ) = j(λ, g). Ïî Ëåì-

ìå 1 óñëîâèå (9) äëÿ e(λ, p̂ ) ýêâèâàëåíòíî ψgb – bπ̂ ≥ ψgi − iπ̂  äëÿ âñåõ

i∈Kg. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: i∈Kg è

iπ̂ < bπ̂ − ψgb + ψgi.                                          (70)

Äîïóñòèì, ÷òî b∈I(λ). Òîãäà a∈I(λ) è, ïî âûáîðó λ, bπ̂ = aπ̂ + ψgb − ψga.

Òîãäà bπ̂ = aπ̂ + ψgb − ψga. Îòñþäà è èç (70) ïîëó÷àåì iπ̂ < aπ̂ + ψgi −

ψga = aπ̂ + c(a, i), ò.å. ∆(µ i) < ∆(µa) + c(a, i), ÷òî íåâîçìîæíî ïî îïðå-

äåëåíèþ µ i. Ïóñòü òåïåðü b∉I(λ). Òîãäà a = b è (70) äàåò iπ̂ < aπ̂ +

c(a, i), ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Òà-

êèì îáðàçîì, e(λ, p̂ ) — ðàâíîâåñèå è e(λ, p̂ )∈SE(λ) ïî ïîñòðîåíèþ.

Åñëè iπ̂ = 0, òî ip̂ ≤ 1
ip , â ÷àñòíîñòè, èç (1)jπ̂ = 0 (äîêàçàíî âûøå) ñëå-

äóåò (1)jπ̂ ≤ 1
(1)jπ . Ïóñòü i∈I \ {j(1)}, iπ̂ ≠ 0 è µ i = 〈i(1), i(2), …, i(n) = i 〉. Åñ-

ëè (1)iπ̂ > 0, òî â ãðàôå Γ ñóùåñòâóåò ïóòü, âåñ êîòîðîãî áîëüøå, ÷åì

∆(µ i), ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, (1)iπ̂ = 0. Íà÷àëüíûé îòðåçîê

ïóòè µ i íå ìîæåò èìåòü îòðèöàòåëüíûé âåñ, à íà÷àëüíûé îòðåçîê ñ
íóëåâûì âåñîì ìîæíî èç µ i èñêëþ÷èòü. Ïðè ýòîì )(siπ̂ =

∆(〈i(1), …, i(s)〉). Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî )(siπ̂ > 0 äëÿ s > 1 (â

÷àñòíîñòè, i(2) ≠ 0). Òîãäà i(s)∈{ζg(λ) | g∈ G} ⊆ {j(z1, g) | g∈G} äëÿ s >
1 (èíà÷å ãîâîðÿ, æèëèùå i(s) âûáðàíî êàêèì-òî àãåíòîì â ðàâíîâå-
ñèè e1). Ïóñòü i(s) = j(z1, gs), s > 1. Èç Ëåììû 1 äëÿ ðàâíîâåñèÿ e1

ñëåäóåò, ÷òî c(i(s), i(s+1)) ≤ 
1

1)( +siπ − 1
)(siπ . Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà

ïî s > 1, ïîëó÷àåì:

iπ̂ − (2)iπ̂ = ∆(µ i) − c(i(1), i(2)) ≤ 1
iπ − 1

(2)iπ .                        (71)

Åñëè i(1)∈{j(z1, g) | g∈G}, òî, êàê âûøå, èç Ëåììû 1 ñëåäóåò,

iπ̂ − (1)iπ̂ ≤ 1
iπ − 1

(1)iπ ≤ 1
iπ . Íî (1)iπ̂ = 0, ïîýòîìó iπ̂ ≤ 1

iπ . Åñëè

i(1)∉{j(z1, g) | g∈G}, òî äóãà (i(1), i(2)) èìååò âèä (0, d(g)) äëÿ íåêî-

òîðîãî g∈G2 (òàê êàê i(2) ≠ 0). Òîãäà (2)iπ̂ = c(0, d(g)) = ψgd(g) ≤ 1
(2)iπ  ïî

Ïðåäïîëîæåíèþ 10 è èç (71) ñëåäóåò iπ̂ ≤ 1
iπ . 
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Q.E.D
.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè i∈I, òî ip̂ ≤ min{pi | p∈P(A1)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p∈P(A1). Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå z
äëÿ ñèòóàöèè A1, òàêîå ÷òî ζ(z) = ζ(z1) è (z, p) — ðàâíîâåñèå äëÿ
ýòîé ñèòóàöèè (òàê êàê ëþáàÿ ðàâíîâåñíàÿ ñèñòåìà öåí óðàâíîâå-
øèâàåò âñÿêîå ðàâíîâåñíîå ðàçìåùåíèå, ñì. êîììåíòàðèé ê Òåî-
ðåìå 2). Ãðàô Γ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí ðàçìåùåíèåì ζ(z1) è íå çà-
âèñèò îò öåí p1, ïîýòîìó ìû ìîæåì â Òåîðåìå 13 çàìåíèòü p1 íà p.

Q.E.D
.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè (z, p)∈SE(λ), òî pi ≤ ip̂  äëÿ i∈I(λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e = (z, p)∈SE(λ), π = c(p). Ïîëîæèì λ(k) =
〈 j(1), …, j(k)〉 (íà÷àëüíûé îòðåçîê ïóòè λ). Ïóòü λ èìååò ìàêñèìàëü-
íûé âåñ, ïîýòîìó )(kjπ̂ = ∆(λ(k)) äëÿ k ≤ n+1. Â ðàâíîâåñèè e1 æèëèùå

j(s), s ≤ n, âûáðàíî àãåíòîì g(s): j(s) = j(z1, g(s)). Â ðàâíîâåñèè e
àãåíò g(s) âûáèðàåò j(s+1). Èç Ëåììû 1 äëÿ e ïîëó÷àåì
c( j(s), j(s+1)) ≥ πj(s+1) − πj(s). Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïî s îò 1 äî
k−1, ïîëó÷àåì πj(k) − πj(1) ≤ ∆(λ(k)) = )(kjπ̂  äëÿ k ≤ n+1. Èç

j(1)∉{ζg(λ) | g∈H} ïî (10) ñëåäóåò, ÷òî æèëèùå j(1) èìååò íóëåâóþ
öåíó â ëþáîì ðàâíîâåñèè èç SE(λ). Òîãäà πj(k) ≤ )(kjπ̂  äëÿ k > 1. È pj(1)

= (1)jp̂ = 0, òàê êàê e(λ, p̂ )∈SE(λ) (Òåîðåìà 13).

Q.E.D
.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè i∈I, k∈I(µ i) \ {i} è kp̂ < 1
kp , òî ip̂ < 1

ip .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ i = 〈i(1), i(2), …, i 〉. Ïîëîæèì µ i(s) = 〈i(1), i(2), …,
i(s)〉. Èç îïðåäåëåíèÿ ïóòè µ i ñëåäóåò, ÷òî )(siπ̂ = ∆(µ i(s)). Çíàêè ñîîò-

âåòñòâåííûõ êîìïîíåíò âåêòîðîâ p̂ − p1 è π̂ − π1 ñîâïàäàþò. Òîãäà

kπ̂ < 1
kπ , è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî iπ̂ < 1

iπ . Ïóñòü k = i(s) è ëèáî s > 1,

ëèáî k∈{j(z1, g) | g∈G}. Ïîëîæèì µ = 〈i(s), i(s+1), …, i 〉. Ðàññóæäàÿ êàê

ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà (71), ïîëó÷èì ∆(µ) ≤ 1
iπ − 1

)(siπ . Òîãäà
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iπ̂ − )(siπ̂ = ∆(µ) ≤ 1
iπ − 1

)(siπ , îòêóäà 1
iπ − iπ̂ ≥ 1

)(siπ − )(siπ̂ > 0 ïî óñëîâèþ. Åñëè

æå k = i(1) è k∉{j(z1, g) | g∈ G}, òî 1
kπ = 0 ïî (10) è kp̂ ≥ 1

kp  âîïðåêè

óñëîâèþ.
Q.E.D

.

Òåîðåìà 14. e( p~ ) — ðàâíîâåñèå äëÿ ñèòóàöèè A. Åñëè p∈P(A) è

c(pd(g)) ≥ ψgd(g) äëÿ âñåõ g∈G2, òî p~ ≤ p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèÿ p~ ≥ 0, 0p~ = 0, (9) è

(10). Åñëè g(i)∈G2, òî â ãðàôå Γ(ζ) åñòü ïóòü µ = 〈0, i 〉 è iπ~ ≥ ∆(µ) =

ψg(i)i ≥ 0. Åñëè g(i)∈G1, òî ζ(g) = i, â ãðàôå Γ(ζ) åñòü ïóòü µ = 〈i, i 〉 è
iπ~ ≥ ∆(µ) = 0. Íàêîíåö, â ãðàôå Γ åñòü ïóòü µ = 〈0, 0〉, ïîýòîìó 0π~ ≥

∆(µ) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóòü µ0, çàâåðøàþùèéñÿ â íóëå, íå ìî-
æåò èìåòü ïîëîæèòåëüíûé âåñ ïî Òåîðåìå 2 (òàê êàê ζ — ðàâíîâåñ-

íîå ðàçìåùåíèå). Ñëåäîâàòåëüíî, p~ ≥ 0 è 0p~ = 0.

Ïóñòü i ≠ 0 è i∉{ζ(g) | g∈G}. Òîãäà, êàê â ñëó÷àå i = 0, ∆(µ i) ≤ 0 ïî

Òåîðåìå 2. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ p~ ≥ 0, ñëåäóåò ip~ = 0. Óñëîâèå (10)

âûïîëíåíî äëÿ e( p~ ).

Çàôèêñèðóåì g∈G è ïîëîæèì b = ζ(g). Äëÿ ëþáîãî i∈Jg èìååì ∆(µ i)
≥ ∆(µb) + c(b, i). Òîãäà iπ~ < bπ~ − ψgb + ψgi, à ýòî ïî Ëåììå 1 ýêâèâà-

ëåíòíî óñëîâèþ (9) äëÿ e( p~ ). Òàêèì îáðàçîì, e( p~ ) — ðàâíîâåñèå.

Ïóñòü p∈P(A) è π = c(p). Âûáåðåì i∈I. Åñëè ip~ = 0, òî ip~ ≤ pi. Ïóñòü

ip~ > 0 è µ i = 〈i(1), i(2), …, i(n) = i 〉. Ïóòü, çàâåðøàþùèéñÿ â íóëå, íå

ìîæåò èìåòü ïîëîæèòåëüíûé âåñ ïî Òåîðåìå 2 (òàê êàê ζ — ðàâíî-
âåñíîå ðàçìåùåíèå), ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî i(k) ≠ 0 äëÿ k ≥ 2.
Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ãðàôà Γ(ζ), i(k)∈{ζ(g) | g∈G} äëÿ k ≥ 2.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî i(1)∈{ζ(g) | g∈G}, òîãäà i(k) = ζ(g(k)) äëÿ
k ≥ 1. Ïî Ëåììå 1 èìååì ψg(k)i(k+1) − ψg(k)i(k) ≤ πi(k+1) − πi(k). Ñóììèðóÿ
ýòè íåðàâåíñòâà ïî k îò 1 äî n−1, ïîëó÷àåì iπ~ − (1)iπ~ ≤ πi − πi(1) ≤ πi. Íî

(1)iπ~ = 0 (òàê êàê µ i — ïóòü ìàêñèìàëüíîãî âåñà ñ êîíöîì i), ïîýòîìó

iπ~ ≤ πi. Ïóñòü òåïåðü i(1)∉{ζ(g) |g∈ G}. Òîãäà (i(1), i(2)) = (0, d(g)) äëÿ
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íåêîòîðîãî g∈G2 è ζ(g) = d(g). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äóãà (i(2), 0) ñ
âåñîì (−ψgd(g)) ≤ 0 — åäèíñòâåííàÿ äóãà â ãðàôå Γ(ζ ), âûõîäÿùàÿ èç
i(2). Òîãäà µ i = 〈i(1), i(2)〉, i = i(2) è iπ~ = ∆(µ i) = ψgd(g) ≤ πi ïî óñëîâèþ. 

Q.E.D
.

Ëåììà 20. Åñëè e = (z, p) — ðàâíîâåñèå äëÿ ñèòóàöèè A2, p ≤ p1 è
g∈G1, òî ug(z1) ≤ ug(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π = c(p), g∈G1 è ε = ug(z) − ug(z1). Ïî óñëîâèþ

(10) ε ≥ vgδ(g)(p) − ug(z1) = [πd(g) − 1
)(gdπ ] − [πδ(g) − 1

)(gδπ ]. Åñëè 1
)(gdπ = 0, òî

πd(g) = 0 ïî óñëîâèþ è ε ≥ 1
)(gδπ − πδ(g) ≥ 0. Åñëè 1

)(gδπ > 0, òî d(g) ≠ 0; èç

Ïðåäïîëîæåíèÿ 1′′′′ ñëåäóåò, ÷òî d(g) = δ(g); ïîýòîìó ε ≥ vgδ(g)(p) −
ug(z1) = 0. 

Q.E.D
.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü y — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÇÐÑ. Òîãäà x(y) —
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (50) − (53). Ñ ó÷åòîì Ïðåäïîëîæåíèÿ
11 x(y) îïèñûâàåò ðàâíîâåñíîå ðàçìåùåíèå äëÿ ñèòóàöèè A(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî óñëîâèÿ (51) − (53) âûïîëíåíû äëÿ x(y).
Ïóñòü x = (xt(k)) — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (50) − (53). Ïåðâîå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ∑t,k at(k)⋅xt(k) ≤ ∑t,k (bt +
δ t)⋅xt(k) = ∑t (bt + δ t)⋅∑k xt(k) = ∑t (bt + δ t)⋅yt = ∑t,k at(k)⋅xt(k, y).

Òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç Òåîðåìû 10 è îáñóæäåíèÿ
çàäà÷è ATC â ðàçäåëå 4.

Q.E.D
.


