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ÞÍÈÒÀ 1
ÒÅÎÐÈß ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß. ÌÎÄÅËÈ ÌÈÊÐÎÝÊÎÍÎÌÈÊÈ

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ (äèäàêòè÷åñêèå åäèíèöû)
Îñíîâíûå ïðèíöèïû  ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì,

îñîáåííîñòè è òðóäíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ  ýêîíîìè÷åñêîé äåéñòâèòåëüíîñòè.
Êëàññèôèêàöèÿ ìîäåëåé ïî ðàçëè÷íûì óðîâíÿì ýêîíîìèêè.  Ìîäåëè
ìèêðîýêîíîìèêè, ñîñòàâëÿþùèå îñíîâó òåîðèè ôèðìû. Ìîäåëè  ïðîèçâîäñòâà,
ñâîäÿùèåñÿ  ê çàäà÷àì ìãíîâåííîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â
êðàòêîñðî÷íûå ïåðèîäû âðåìåíè. Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè. Ìîäåëè ñî
ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè ïðîèçâîäñòâà,  ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè.  Àíàëèç
ïðåäåëüíûõ  ýôôåêòîâ,  èõ ðîëü ïðè ìîäåëèðîâàíèè äåÿòåëüíîñòè ôèðìû. Ðåàêöèÿ
ôèðìû íà èçìåíåíèå öåí íà ðåñóðñû è ïðîèçâîäèìóþ ïðîäóêöèþ.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
* 1.  Èíòðèëèãàòîð Ì. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêàÿ

òåîðèÿ. Ì., 1975. Ñ.237-258, 259-265.
* 2. Êóëÿñîâ Â. È., Íèêîëàåâà Í.Ä., Êóëü È.Î. Ââåäåíèå â ýêîíîìè÷åñêóþ  òåîðèþ

è ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû àíàëèçà õîçÿéñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè. Ì., 1989.
Ñ.5-7, 8-17.

* 3.  Äàíöèã Äæ.  Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå.  Ì.,  1966. Ñ.9-12, 37-47, 47-54,
59-64, 473-479.

* 4.  Ëàíêàñòåð Ê.  Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêîíîìèêà. Ì., 1972. Ñ.42-44, 49-51.
* 5.  Áóêàí Äæ. ,  Êåíèãñáåðã Ý. Íàó÷íîå óïðàâëåíèå çàïàñàìè. Ì., 1967. Ñ.15-22.
* 6.  Õýíññìåíí.  Ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â óïðàâëåíèè

ïðîèçâîäñòâîì è çàïàñàìè. Ì., 1966.
7. Àøìàíîâ  Ñ. À.  Ìàòåìàòè÷åñêèå  ìîäåëè è ìåòîäû â ýêîíîìèêå. Ì., 1980.
8. Ýêîíîìè÷åñêàÿ øêîëà. Ò. 1, âûï. 1. ÑÏá., 1991.
9. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêîíîìèêà íà  ïåðñîíàëüíîì  êîìïüþòåðå.  Ì., 1991.
10. Àøìàíîâ Ñ.ë. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ýêîíîìèêó. Ì., 1984.
*11. Êàðìàíîâ Â.Ã.  Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå.  Ì.,  1980. Ñ.5-9, 11-17.
12. Àøìàíîâ Ñ.À. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Ì., 1981.
13. Êàëèõìàí È.Ë.,  Âàéòåíêî Ì.À. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå â ïðèìåðàõ

è çàäà÷àõ. Ì., 1979.
14. Þäèí Ä.Â.  Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ  íåïîëíîé

èíôîðìàöèè. Ì., 1974.
________________________________________________________________________________

Ïðèìå÷àíèå. Çíàêîì (*) îòìå÷åíû ðàáîòû,  âûäåðæêàìè èç êîòîðûõ ñîñòàâëåí ôàéë
ìàòåðèàëîâ äëÿ èçó÷åíèÿ.

ÊÓÐÑÎÂÛÅ ÇÀÄÀÍÈß
1. Ñîñòàâüòå  ëîãè÷åñêóþ  ñõåìó  áàçû çíàíèé ïî òåìå þíèòû è ñëîâàðü íîâûõ

òåðìèíîâ ñ îáúÿñíåíèåì èõ çíà÷åíèé.
2. Âîïðîñû äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíàì:

Äàéòå ïîíÿòèå ìîäåëè.
Ïðèâåäèòå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
Ïåðå÷èñëèòå òðóäíîñòè,  âîçíèêàþùèå ïðè ïîñòðîåíèè  ýêîíîìèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
Äàéòå îïðåäåëåíèå è ðàçúÿñíèòå ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë öåëè, îãðàíè÷åíèé,

ðåøåíèé â ëèíåéíîé ìîäåëè ïðîèçâîäñòâà.
Îïèøèòå ýêîíîìè÷åñêóþ  ñèòóàöèþ,  ïðèâîäÿùóþ  ê òðàíñïîðòíîé çàäà÷å.
Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìîäåëè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè ñ ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòüþ

ñáûòà, áåç äîïóùåíèÿ äåôèöèòà.

Ðàçðàáîòàíî Í.Ä.Íèêîëàåâîé, êàíä. ýêîíîìè÷. íàóê

Îäîáðåíî Ìåòîäè÷åñêèì ñîâåòîì
ÑÃÓ

ÊÓÐÑ: ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Þíèòà 1. Òåîðèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ. Ìîäåëè ìèêðîýêîíîìèêè.
Þíèòà 2. Ìîäåëèðîâàíèå ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ìîäåëè

ïîòðåáèòåëüñêîãî ïîâåäåíèÿ è ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

ÞÍÈÒÀ 1

Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ïðèíöèïû è îñîáåííîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ
ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì, ìîäåëè ìèêðîýêîíîìèêè è ìîäåëè ïðîèçâîäñòâà.

Äëÿ ñòóäåíòîâ Ñîâðåìåííîãî Ãóìàíèòàðíîãî Óíèâåðñèòåòà.
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×òî òàêîå ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ?
Óêàæèòå îáëàñòü  ïðèìåíåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé â ìîäåëÿõ ýêîíîìèêè

ôèðìû.
Äàéòå ýêîíîìè÷åñêîå ñîäåðæàíèå ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè Êîááà-Äóãëàñà.
Êàêîâû ýêîíîìè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè  Êîááà-Äóãëàñà?
Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ çàäà÷à ôèðìû â óñëîâèÿõ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè?
Ñôîðìóëèðóéòå çàäà÷ó ôèðìû â óñëîâèÿõ ìîíîïîëèè.

3. Òåìû ðåôåðàòîâ (ôàêóëüòàòèâíî):
Ïðèíöèïû è   ýòàïû  ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî  ìîäåëèðîâàíèÿ [2].
Ìîäåëü ëèíåéíîãî  ïðîãðàììèðîâàíèÿ  ïðèìåíèòåëüíî  ê  çàäà÷å ñîñòàâëåíèÿ

ïëàíà ïðîèçâîäñòâà [3].
Ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè [5, 6].
Îñíîâíûå ìîäåëè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè [6].
Ìîäåëèðîâàíèå äåÿòåëüíîñòè  ôèðìû ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé

[4].
Ìîäåëèðîâàíèå äåÿòåëüíîñòè  ôèðìû  â  êðàòêîñðî÷íîì  ïåðèîäå [1].
Ðåàêöèÿ ôèðìû,  ðàáîòàþùåé  â óñëîâèÿõ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, íà

èçìåíåíèÿ öåí íà ðåñóðñû è âûïóñêàåìóþ ïðîäóêöèþ [1].
4. Âûïîëíèòå ñëåäóþùèå çàäàíèÿ:

4.1. Â ìîäåëè âûáîðà ïëàíà ïðîèçâîäñòâà óêàæèòå öåëü ôèðìû.
4.2. Êàêîé ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë èìåþò äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå â ìîäåëè

âûáîðà ïëàíà ïðîèçâîäñòâà?
À. Îöåíêè ñòîèìîñòè  ðåñóðñîâ Â. Îáúåìû âûïóñêîâ

4.3. Â ìîäåëè âûáîðà ïëàíà ïðîèçâîäñòâà  äàéòå  ýêîíîìè÷åñêîå ñîäåðæàíèå
ïîëîæèòåëüíîñòè  îòäåëüíîé  êîìïîíåíòû âåêòîðà ðåøåíèé äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

4.4. Â ìîäåëè âûáîðà ïëàíà ïðîèçâîäñòâà äàéòå  ýêîíîìè÷åñêîå ñîäåðæàíèå
ïîëîæèòåëüíîñòè  êîìïîíåíòû  îïòèìàëüíîãî ïëàíà ïðÿìîé çàäà÷è.

4.5. Êàêîé ïîêàçàòåëü  ïðèíèìàåòñÿ  â  êà÷åñòâå  êðèòåðèÿ  â òðàíñïîðòíîé
çàäà÷å?

4.6. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,  ÷òî ñ 2-õ ñêëàäîâ ðàçâîçÿòñÿ òîâàðû ïî 3-ì ìàãàçèíàì,
ñòîèìîñòè ïåðåâîçîê åäèíèöû ïðîäóêöèè çàäàíû â âèäå òàáëèöû (òûñ.ðóá).

4.10. Ðàññìîòðèòå  ýêîíîìè÷åñêóþ ñèòóàöèþ èç ï .4.8.  Îïèøèòå äîïóùåíèÿ,
ñäåëàííûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè çàäà÷è ñîçäàíèÿ çàïàñà íåêîòîðîãî ðåñóðñà.
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû äîïóùåíèé, êîòîðûå ïðèâåäóò ê èçìåíåíèþ ìîäåëè.

4.11. Èññëåäîâàíèå ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà íåêîòîðîé ôèðìû ïîçâîëèëî
ñäåëàòü âûâîä î òîì,  ÷òî ïðîèçâîäñòâåííîé  ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Êîááà-
Äóãëàñà âèäà:

f(õ
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õ

1
) = 20õ

1
1/3 õ

2
1/3,

ãäå õ
1
 - îáúåì òðóäîâûõ ðåñóðñîâ;

õ
2
 - îáúåì êàïèòàëà ôèðìû.

Îïðåäåëèòå ïîêàçàòåëè ñðåäíåé è ïðåäåëüíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà è
ôîíäîîòäà÷è, êîýôôèöèåíòû ýëàñòè÷íîñòè ïî òðóäó è ôîíäàì, ïðåäåëüíóþ íîðìó
çàìåùåíèÿ òðóäà êàïèòàëîì.

4.12. Ñôîðìóëèðóéòå äëÿ ôèðìû óñëîâèå  ìàêñèìóìà  ïðèáûëè  â êðàòêîñðî÷íîì
ïåðèîäå âðåìåíè,  åñëè âûïóñêàåìàÿ ôèðìîé ïðîäóêöèÿ âûõîäèò íà ðûíîê
ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè.

4.13. Îáúÿñíèòå,  ÷òî  ñîáîé ïðåäñòàâëÿåò êðèâàÿ ïðåäëîæåíèÿ ôèðìû,
ïðîäóêöèÿ êîòîðîé âûõîäèò íà ðûíîê ñîâåðøåííîé  êîíêóðåíöèè.

4.14. Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè �ïðèáûëü ìîíîïîëèñòà�.

ÊÐÓÃËÛÉ ÑÒÎË
ÒÅÌÀ: Òåîðèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ. Ìîäåëè ìèêðîýêîíîìèêè.
ÖÅËÜ: Îâëàäåòü ïðèíöèïàìè è ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì, èçó÷èòü îñíîâíûå ìîäåëè ìèêðîýêîíîìèêè.
ÂÐÅÌß: 160 ìèí.
Ó×ÀÑÒÍÈÊÈ: 2 áðèãàäû ñòóäåíòîâ.

Ïîäãîòîâèòåëüíûé ýòàï (äîìàøíåå çàäàíèå)
Âûïîëíèòå â ðàáî÷åé òåòðàäè êóðñîâûå çàäàíèÿ 4.1. - 4.14.

Ïîðÿäîê ïðîâåäåíèÿ
Âñòóïèòåëüíîå ñëîâî òüþòîðà - 10 ìèí.
Ðàçáèâêà íà áðèãàäû: - 5 ìèí.
1-ÿ áðèãàäà ðåøàåò çàäàíèÿ 4.1,  4.3,  4.5, 4.7, 4.9, 4.11,4.13;
2-ÿ áðèãàäà - çàäàíèÿ 4.2,  4.4,  4.6, 4.8, 4.10, 4.12, 4.14
Ïîäãîòîâêà áðèãàä ê âûñòóïëåíèÿì,  îáñóæäåíèå äîìàøíèõ - 25 ìèí.
ðàáîò, èçëîæåíèå ìàòåðèàëà íà äîñêå
Âûñòóïëåíèÿ áðèãàä - 60 ìèí.
Âîïðîñû ê âûñòóïàþùèì - 20 ìèí.
Îòâåòû íà âîïðîñû - 30 ìèí.
Çàêëþ÷èòåëüíîå ñëîâî òüþòîðà - 10 ìèí.

Ôàéë ìàòåðèàëîâ äëÿ èçó÷åíèÿ*
[2]

Âîçíèêíîâåíèå è íà÷àëî  ïðèìåíåíèÿ  ìåòîäîâ  ìàòåìàòè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ  äëÿ  ðåøåíèÿ  ýêîíîìè÷åñêèõ  çàäà÷  îòíîñèòñÿ ê 1938 ã.,
êîãäà ïî çàäàíèþ Ëåíèíãðàäñêîãî ôàíåðíîãî òðåñòà ïðîôåññîð  Ëåíèíèãðàäñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (âïîñëåäñòâèè àêàäåìèê,  ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé
ïðåìèè) Ë.Â.Êàíòîðîâè÷  ðåøèë  ðÿä çàäà÷,  ñâÿçàííûõ  ñ  îðãàíèçàöèåé  è
ïëàíèðîâàíèåì ïðîèçâîäñòâà, ñïåöèàëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäîì,  íàçâàííûì
èì  òîãäà  ìåòîäîì ðàçðåøàþùèõ ìíîæèòåëåé.  Â 1939 ã. ïî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ
ýòèõ çàäà÷ áûëà îïóáëèêîâàíà ðàáîòà Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à ïî ïðèìåíåíèþ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îðãàíèçàöèè è ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà.

Ìàãàçèí ¹1 ¹2 ¹3
ñêëàä 1      10 18 15
ñêëàä 2      16 20 10

Ïîñòðîéòå òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó,  åñëè íà 1- ì ñêëàäå õðàíèòñÿ 100 åä. ïðîäóêöèè,
íà 2-ì - 150 åä., â 1-é ìàãàçèí òðåáóåòñÿ äîñòàâèòü 70 åä.  ïðîäóêöèè,  âî 2-é - 80,
â 3-é - 100 åä. ïðîäóêöèè ñîîòâåòñòâåííî.

4.7. Ïîñòðîéòå ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ ñëåäóþùåé ñèòóàöèè.
Ôèðìà ïðîèçâîäèò òðè âèäà ïðîäóêöèè, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî äâà âèäà ðåñóðñîâ.
Òåõíîëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà çàäàíà â âèäå òàáëèöû:

      Ïðîä. 1       Ïðîä. 2       Ïðîä. 3
ðåñóðñ 1 2 0
ðåñóðñ 2 3 1

Ôèðìà èìååò â ñâîåì  ðàñïîðÿæåíèè  20  åäèíèö  1-ãî  ðåñóðñà  è 25  åäèíèö
2-ãî  ðåñóðñà;  öåíû, ïî êîòîðûì ïðåäïîëàãàåò  ðåàëèçîâàòü    ñâîþ   ïðîäóêöèþ,
ðàâíû 15, 20, 30 òûñ.ðóá.   çà   ïåðâûé, âòîðîé è  òðåòèé òîâàð  ñîîòâåòñòâåííî.

4.8. Èçîáðàçèòå ãåîìåòðè÷åñêè êðèâóþ èçìåíåíèÿ óðîâíÿ çàïàñà íåêîòîðîãî
ðåñóðñà, ñïðîñ íà êîòîðûé íåïðåðûâåí, èìååò ïîñòîÿííóþ èíòåíñèâíîñòü à = 10,
çàêàç ðàçìåðà q = 100 ïîñòóïàåò ìãíîâåííî â ìîìåíòû âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèå
íóëåâîìó óðîâíþ çàïàñà.

4.9. Â   óñëîâèÿõ   ýêîíîìè÷åñêîé  ñèòóàöèè,  ïðèâåäåííîé  â  ï.4.8., îïðåäåëèòå
ñðåäíèé óðîâåíü çàïàñà.

_____________________________________________________________________________________________________________
* Æèðíûì øðèôòîì âûäåëåíû íîâûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî óñâîèòü. Çíàíèå ýòèõ ïîíÿòèé

áóäåò ïðîâåðÿòüñÿ ïðè òåñòèðîâàíèè.
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Â ýòîé ðàáîòå áûë äàí ìåòîä  ðåøåíèÿ  çàäà÷  îá  îïòèìàëüíîì ðàñêðîå
ëèñòîâîãî ìàòåðèàëà, î íàèâûãîäíåéøåì ðàñïðåäåëåíèè ðàáîò ìåæäó ñòàíêàìè è
ìàêñèìàëüíîì èñïîëüçîâàíèè  êîìïëåêñíîãî  ñûðüÿ, íàçâàííûõ çàòåì  ñîîòâåòñòâåííî
�ðàñêðîéíàÿ çàäà÷à� èëè �çàäà÷à î ðàñêðîå�, �ñòàíêîâàÿ çàäà÷à� è �çàäà÷à î ñìåñÿõ�.

Òàêîãî ðîäà çàäà÷è ïîçäíåå â ÑØÀ ïîëó÷èëè íàçâàíèå çàäà÷ ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Óêàçàííàÿ âûøå  ðàáîòà Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à áûëà ïåðâîé â ìèðîâîé ïðàêòèêå
ðàáîòîé â îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíûõ  ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýêîíîìèêå
è îðãàíèçàöèè ïðîèçâîäñòâà.  Îíà ïîëîæèëà íà÷àëî ïðèìåíåíèþ ìåòîäîâ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ.

Â ÑØÀ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âîçíèêëè âïåðâûå ëèøü
â 1947 ãîäó, êîãäà Äàíöèã ðàçðàáîòàë ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ,  íàçâàííûõ ñèìïëåêñ-ìåòîäîì.

Íåäîîöåíêà ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýêîíîìè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèÿõ è ïëàíèðîâàíèè ïðèâåëà ê òîìó, ÷òî ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ó íàñ ïî÷òè ïðåêðàòèëàñü, íå ãîâîðÿ óæå î
ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè èõ.  Äî 1959 ã. ìîæíî ëèøü îòìåòèòü ðàçðàáîòêó ìåòîäà
ïîòåíöèàëîâ Ë.Â.Êàíòîðîâè÷åì è Ì.Ê.Ãàâóðèíûì â 1949 ã., êàê ïåðâîãî òî÷íîãî ìåòîäà
ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíûõ çàäà÷.

Ëèøü ñ 1959 ã.,  êîãäà ïðè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ áûëà îðãàíèçîâàíà ëàáîðàòîðèÿ ïî
ïðèìåíåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ è ñòàòèñòè÷åñêèõ  ìåòîäîâ  â ýêîíîìèêå ïîä
ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêîâ Â.Ñ.Íåì÷èíîâà è Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à, íà÷àëè ðàçâåðòûâàòüñÿ
òåîðåòè÷åñêèå ðàáîòû  è  ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýêîíîìè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèÿõ è ïëàíèðîâàíèè äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ýêîíîìèêè.

Ïðè ðåøåíèè  ýêîíîìè÷åñêèõ  çàäà÷  ïðèõîäèòñÿ  èìåòü äåëî ñî çíà÷èòåëüíûì
÷èñëîì èñõîäíûõ äàííûõ,  ò.å.  ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïðåäïðèÿòèé, öåõîâ, ó÷àñòêîâ,
îáîðóäîâàíèÿ, ðàáî÷èõ ìåñò, ðàçëè÷íûõ âèäîâ ïðîäóêöèè,  ïîòðåáëÿåìîãî ñûðüÿ,
ìàòåðèàëîâ,  òîïëèâà, ýíåðãèè;  ñ áîëüøîé ÷èñëåííîñòüþ ðàáî÷èõ,  ÈÒÐ, ñëóæàùèõ
è äðóãèõ êàòåãîðèé ðàáîòíèêîâ.

Ìåæäó ýòèìè  èñõîäíûìè äàííûìè è ýêîíîìè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè ñóùåñòâóåò
ñëîæíàÿ çàâèñèìîñòü, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü óñòàíîâëåíà è êîëè÷åñòâåííî îöåíåíà.

Ýêîíîìè÷åñêèå çàäà÷è -çíà÷èòåëüíî îñëîæíÿþòñÿ åùå è òåì,  ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ
äèíàìè÷åñêèìè,  ò.å.  âñå ÿâëåíèÿ â íèõ  äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ èçìåíÿþùèìèñÿ
âî âðåìåíè,  êîãäà ðåçóëüòàòû äàííîãî ïåðèîäà îêàçûâàþò âëèÿíèå íà ðåøåíèå
çàäà÷è äëÿ ñëåäóþùåãî ïåðèîäà.

Ýêîíîìè÷åñêèå çàäà÷è  â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îòíîñÿòñÿ ê ýêñòðåìàëüíûì
çàäà÷àì,  äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî  èç  áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âîçìîæíûõ
ðåøåíèé íàéòè îäíî, ò.å. ìàêñèìèçèðóþùåå èëè ìèíèìèçèðóþùåå ñîîòâåòñòâóþùóþ
÷èñëîâóþ ôóíêöèþ.

Áîëüøèíñòâî ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ ñâÿçàíî ñ íàõîæäåíèåì óñëîâíîãî
ýêñòðåìóìà, êîãäà îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà ïðè íåêîòîðûõ
îãðàíè÷åíèÿõ. Â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé çäåñü ìîæåò áûòü íàëè÷èå òåõ èëè èíûõ
ñðåäñòâ (ðåñóðñîâ) èëè  âîçìîæíîñòü èõ ïðîèçâîäñòâà (ïîñòóïëåíèÿ).  Èòàê,  îñíîâíîé
çàäà÷åé ýêîíîìèêè ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîå âåäåíèå  õîçÿéñòâà,  ðàöèîíàëüíàÿ
äåÿòåëüíîñòü, ò.å.  ðàñïðåäåëåíèå  îãðàíè÷åííûõ  ðåñóðñîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ
ïîñòàâëåííûõ öåëåé. Âñëåäñòâèå îãðàíè÷åííîñòè ðåñóðñîâ ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü
òîò èëè èíîé âàðèàíò èõ èñïîëüçîâàíèÿ.  Ïðè ðàçóìíîì âûáîðå ìîæíî äîñòè÷ü
îïðåäåëåííûõ  öåëåé,  íå  ïðåâûøàÿ  ïðåäåëîâ, îáóñëîâëåííûõ îãðàíè÷åííîñòüþ
ðåñóðñîâ.

Ýêîíîìèêà â öåëîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü îïðåäåëåííûõ
ó÷ðåæäåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ðåøàåò ñòîÿùóþ ïåðåä íèìè ïðîáëåìó
ðàöèîíàëüíîãî âåäåíèÿ õîçÿéñòâà. Âî âñÿêîé ðåàëüíîé ýêîíîìèêå ñóùåñòâóåò ìàññà
ïîäîáíûõ îðãàíèçàöèé,  îäíàêî îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé íàóêè ÿâëÿåòñÿ
ëèøü íåñêîëüêî íàèáîëåå òèïè÷íûõ è ïðåäñòàâëåííûõ â èäåàëèçèðîâàííîì âèäå
ó÷ðåæäåíèé.

Â òàáë. 1-3 ïðåäñòàâëåí  ïðîöåññ  ðàöèîíàëüíîé  ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè
íà óðîâíå íàðîäíîãî õîçÿéñòâà,  ïðåäïðèÿòèÿ è ïîòðåáèòåëÿ.

Ïðèíÿòèå ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ - íåïðîñòàÿ  ïðîöåäóðà.  ×òîáû ïîëó÷èòü
ýôôåêòèâíûé ðåçóëüòàò,  îíà äîëæíà îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì.
Íî êàê íè î÷åâèäåí èõ ïåðå÷åíü, óïðàâëåí÷åñêàÿ ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî èìåííî
íåñîáëþäåíèå ýòèõ ïðàâèë ÷àùå âñåãî ïðèâîäèò ê ïðèíÿòèþ íåýôôåêòèâíûõ
ðåøåíèé. Ïîýòîìó ïðåæäå âñåãî  ðàññìîòðèì  îáùåìåòîäè÷åñêèå,  èñõîäíûå
ïðåäïîñûëêè ïîñòàíîâêè çàäà÷ âûáîðà ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé.

×åòêàÿ ïîñòàíîâêà  öåëè ðåøàåìîé çàäà÷è.  Ëþáîå ðåøåíèå äàåò ðÿä
ðåçóëüòàòîâ è äîñòèæåíèå ëþáîãî èç íèõ ìîæåò ñòàòü öåëüþ. Îäíàêî  îäíè èç íèõ
ðåàëèçóåìû â áîëüøåé ñòåïåíè,  äðóãèå - â ìåíüøåé.  Äà è îöåíêè ïðåèìóùåñòâ
âàðèàíòà ïî ðàçíûì ïðèçíàêàì  ìîãóò îêàçàòüñÿ íåîäèíàêîâûìè, à ÷àñòî è
ïðîòèâîïîëîæíûìè. Èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ öåëåé ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü
âàæíåéøóþ,  ñ÷èòàÿ  îñòàëüíûå ïîä÷èíåííûìè.

Ôîðìóëèðîâàòü öåëü íóæíî êîíêðåòíî,  òàê,  ÷òîáû  îíà  ìîãëà áûòü ÷èñëåííî
âûðàæåíà.  Ñòåïåíü  ñîîòâåòñòâèÿ  âàðèàíòà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè
õàðàêòåðèçóåòñÿ îöåíî÷íûì êðèòåðèåì.

Íàïðèìåð, êàêàÿ  öåëü  ñòàâèòñÿ  ïðè çàìåíå ñòàðîé ìàøèíû íà íîâóþ íà
îïðåäåëåííîì ðàáî÷åì ìåñòå?  Íîâàÿ ìàøèíà  èìååò  òó  æå ïðîèçâîäèòåëüíîñòü,
÷òî  è ñòàðàÿ,  äîðîæå åå,  íî ýêîíîìèò æèâîé òðóä. Îò ïðèíÿòîé öåëè çàâèñèò
âûáîð ëó÷øåãî âàðèàíòà. Ïóñòü èìååòñÿ ñëåäóþùèé ðÿä âàðèàíòîâ (òàáë. 4).

Òàáëèöà 1
Îðãàíû ñïåöèàëüíîé êîìïåòåíöèè êàê ó÷ðåæäåíèå

ðàöèîíàëüíîãî âåäåíèÿ õîçÿéñòâà
Öåëåâàÿ Íàðîäîõîçÿéñòâåííûå ôóíêöèè ñîöèàëüíîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ,
ôóíêöèÿ çàâèñÿùèå îò çàíÿòîñòè, ïðîèçâîäñòâà, ïîêóïàòåëüíîé

ñïîñîáíîñòè íàñåëåíèÿ, ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà
Ñðåäñòâà Ïîëèòèêà â îáëàñòè ôèíàíñîâ, íàëîãîâ, óñòàíîâëåíèÿ öåí è
(èíñòðóìåíòû) ýêîíîìè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ, êðåäèòû, ñòðóêòóðà îòðàñëåé,

êîíå÷íûé ïðîäóêò
Îãðàíè÷åíèÿ Ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå â ýêîíîìèêå ÑÑÑÐ; ïëàòåæíûé

áàëàíñ; ïðàâîâûå îãðàíè÷åíèÿ
Íîðìàòèâíûå Êðóïíûå ïðîãðàììû èëè ó÷ðåæäåíèÿ (íàïðèìåð, ïðîãðàììà
ïðàâèëà ñîöèàëüíîãî îáåñïå÷åíèÿ)

Òàáëèöà 2
Ïðåäïðèÿòèå êàê ó÷ðåæäåíèå

ðàöèîíàëüíîãî âåäåíèÿ õîçÿéñòâà
Êëàññè÷åñêàÿ  ýêîíîìè÷åñêàÿ Íåîêëàññè÷åñêèé è äðóãèå ìåòîäû
òåîðèÿ ýêîíîìè÷åñêîé  òåîðèè

Öåëåâàÿ Ôóíêöèÿ ïðèáûëè ïðåäïðèÿòèÿ Öåëåâîé ôóíêöèåé ìîæåò áûòü îáúåì
ôóíêöèÿ (âàëîâûé äîõîä ìèíóñ èçäåðæêè), ðåàëèçàöèè

çàâèñÿùàÿ îò âûïóñêà ïðîäóêöèè
è îò çàòðàòíûõ ôàêòîðîâ

Ñðåäñòâà Óðîâíè âûïóñêà ïðîäóêöèè è Òîâàðíî-ìàòåðèàëüíûå çàïàñû
(èíñòðó- çàòðàò ôàêòîðîâ  Óðîâåíü ðåêëàìíîé äåÿòåëüíîñòè
ìåíòû)
Îãðàíè÷å- Òåõíîëîãè÷åñêîå  îãðàíè÷åíèå: Çàäàíà êðèâàÿ ñïðîñà, à íå öåíû íà âûïóñ-
íèÿ âûïóñê ïðîäóêöèè çàâèñèò îò êàåìóþ ïðîäóêöèþ.

çàòðàòíûõ ôàêòîðîâ (ïðîèçâîä- Çàäàíû êðèâûå ïðåäëîæåíèÿ, à íå öåíû íà
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ) çàòðàòû ôàêòîðîâ.

Ïðèáûëü íå ìîæåò ñíèçèòüñÿ íèæå
îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ.
Äåéñòâèå äðóãèõ ïðåäïðèÿòèé.

Íîðìàòèâ- Ïðåäåëüíûå äîõîäû îò ïðîäóêöèè Äëÿ êîíêóðåíöèè èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî
íûå ïðèðàâíèâàòü öåíàì ñîîòâåòñò- öåíû, íî è äðóãèå ñïîñîáû, íàïðèìåð,
ïðàâèëà âóþùèõ ôàêòîðîâ ïî âñåì âèäàì ðåêëàìó.

çàòðàò Èñïîëüçîâàòü òîâàðíî-ìàòåðèàëüíûå çàïàñû
òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñòàáèëüíîñòü
ïðîèçâîäñòâà, íåñìîòðÿ íà êîëåáàíèÿ óðîâíÿ
ïðîäàæ.
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Ïîãîíÿ ñðàçó çà äâóìÿ öåëÿìè - çà ýêîíîìèåé çàòðàò æèâîãî  è
îâåùåñòâëåííîãî òðóäà  - ïðèâåäåò ê ÿâíî íåâûãîäíîìó íà ôîíå äðóãèõ 1 âàðèàíòó.
Ïðèíÿòèå â êà÷åñòâå öåëè ìèíèìóìà çàòðàò ïðîøëîãî òðóäà òàêæå ïðèâîäèò ê
âûáîðó 2 âàðèàíòà.  Ïðè ìèíèìèçàöèè çàòðàò æèâîãî òðóäà áóäåò âûáðàí 4 âàðèàíò.
Ïðàâèëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà öåëè - ìèíèìèçàöèÿ  îáùèõ  ñóììàðíûõ çàòðàò -
ïîçâîëÿåò îòûñêàòü äåéñòâèòåëüíî íàèâûãîäíåéøèé 3 âàðèàíò,  ïðè  êîòîðîì,   õîòÿ
çàòðàòû îâåùåñòâëåííîãî  òðóäà è âîçðàñòàþò,  â öåëîì æå äîñòèãàåòñÿ íàèáîëüøàÿ
ýêîíîìèÿ.

Ó÷åò îáúåêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è. Ëþáûå ðåøåíèÿ
ïðèõîäèòñÿ ïðèíèìàòü ïðè íàëè÷èè ðÿäà  îáúåêòèâíûõ  îãðàíè÷åíèé, ÷àñòü èç
êîòîðûõ íå ìîæåò áûòü ñðàçó óñòðàíåíà.  Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ íàäî êîíêðåòíî
ôîðìóëèðîâàòü ïðè ñàìîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Òàê, ïåðñïåêòèâíûé ïëàí
íàðîäîõîçÿéñòâåííîãî ðàçâèòèÿ íå ìîæåò íå ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åííîñòü òðóäîâûõ
ðåñóðñîâ  ñòðàíû;  îòðàñëü  íå âïðàâå  ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ,  íå âïèñûâàþùèåñÿ â

ðàìêè ôèíàíñîâûõ è ðåñóðñíûõ ëèìèòîâ,  èíâåñòèöèîííûå ïðîãðàììû îêàæóòñÿ
íåðåàëèçóåìûìè, åñëè íå ó÷òåíû âîçìîæíîñòè ñòðîèòåëüíûõ îðãàíèçàöèé. Êîíå÷íî,
ðå÷ü èäåò íå î òîì, ÷òîáû ëþáîå òàêîå îãðàíè÷åíèå ñ÷èòàòü íåçûáëåìûì.  Ìíîãèå
èç íèõ ñî âðåìåíåì ìîãóò è äîëæíû ïðåîäîëåâàòüñÿ,  íà ýòî ïî ñóùåñòâó è
íàïðàâëåíî óïðàâëåíèå ïðîèçâîäñòâîì. Íî ñòàðòîâàÿ îãðàíè÷åííîñòü èìåþùèõñÿ
ðåñóðñíûõ èñòî÷íèêîâ è íåáåñïðåäåëüíîñòü èõ ðàñøèðåíèÿ â  äàëüíåéøåì  äîëæíû
ó÷èòûâàòüñÿ  ïðè ïðèíÿòèè  ðåøåíèÿ.  Áåç ýòîãî îíî íå îòâå÷àëî áû ðåàëüíûì
âîçìîæíîñòÿì ñâîåãî îñóùåñòâëåíèÿ.

Ðàññìîòðåíèå äîñòàòî÷íîãî  ïåðå÷íÿ  àëüòåðíàòèâíûõ âàðèàíòîâ
äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè.  Âîçìîæíîñòè äîñòèæåíèÿ ëþáîé öåëè, êàê
ïðàâèëî,  ìíîãîâàðèàíòíû.  Ïîýòîìó, åñëè ïåðâûé ðàññìîòðåííûé âàðèàíò ïðèíîñèò
íåêîòîðûé ðàñ÷åòíûé ýôôåêò ïî ñðàâíåíèþ ñ áàçèñíûì, ýòî  íå  äàåò åùå
îñíîâàíèé äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî åãî ïðèíÿòèÿ. Âåäü íå èñêëþ÷åíî, ÷òî èìåþòñÿ áîëåå
âûãîäíûå âàðèàíòû. Îäíîâàðèàíòíîñòü ìûøëåíèÿ  ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷ îáúÿñíèìà
ïñèõîëîãè÷åñêè, íî íå èìååò îáúåêòèâíûõ îïðàâäàíèé. Îíà çàðàíåå ñóæàåò êðóã
âûáîðà, èñêóññòâåííî  îãðàíè÷èâàÿ  ïåðå÷åíü  èìåþùèõñÿ  âîçìîæíîñòåé.
Ïðîöåäóðà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïðè ýòîì,  õîòÿ  è  ñîõðàíÿåò  âíåøíèå ïðèçíàêè
îáúåêòèâíîñòè,  îòíþäü  íå ãàðàíòèðóåò âûáîðà íàèëó÷øåãî âàðèàíòà.

Äîñòàòî÷íî ïîëíûé ó÷åò ðàçíîîáðàçíûõ ïîñëåäñòâèé îñóùåñòâëåíèÿ
âàðèàíòà.  Ëþáîå ðåøåíèå îáû÷íî âûçûâàåò äëèííóþ öåïî÷êó ïîñëåäñòâèé.
Íåòðóäíî äàòü ýêîíîìè÷åñêóþ îöåíêó òåì èç íèõ,  êîòîðûå âîçíèêàþò íåìåäëåííî
è â ïðåäåëàõ íåïîñðåäñòâåííî ðàññìàòðèâàåìîãî ðàáî÷åãî ìåñòà. Ñëîæíåå îáñòîèò
äåëî ñ òåìè ïîñëåäñòâèÿìè, êîòîðûå ïðîÿâëÿþòñÿ çà ïðåäåëàìè äàííîãî
ïðîèçâîäñòâà è ëèøü ñïóñòÿ äëèòåëüíîå âðåìÿ.  Ïî  ñâîåìó ìàñøòàáó òàêèå
ñîïðÿæåííûå ïîñëåäñòâèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ íå ìåíüøèìè,  ÷åì ïðÿìûå ðåçóëüòàòû.
Âàæíåéøèå èç  íèõ  îáÿçàòåëüíî äîëæíû ó÷èòûâàòüñÿ ïðè îöåíêå
íàðîäíîõîçÿéñòâåííîé ýôôåêòèâíîñòè ïðèíèìàåìûõ ðåøåíèé;  áåç ýòîãî  îöåíêà
áóäåò íå ïîëíîé. Òàê, ïðè îöåíêå ïðîåêòà ñòðîèòåëüñòâà ãèäðîñòàíöèè,
ïðåäóñìàòðèâàþùåãî çàòîïëåíèå ðóäíîãî ìåñòîðîæäåíèÿ  (ïóñòü äàæå íûíå íå
ðàçðàáàòûâàåìîãî,  íî êîíäèöèîííîãî),  ê çàòðàòàì íà ñòðîèòåëüñòâî ãèäðîñòàíöèè
ñëåäóåò ïðèáàâèòü ðàñ÷åòíûé  íàðîäîõîçÿéñòâåííûé óùåðá îò ïîòåðè çàïàñîâ
ðóäû òàê,  ÷òîáû îí áûë ó÷òåí ïðè îöåíêå ýôôåêòèâíîñòè ãèäðîñòàíöèè.

Îòðàæåíèå âçàèìîñâÿçàííîñòè îòäåëüíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé
è çâåíüåâ.  Ó÷åò ïîäîáíûõ âçàèìîäåéñòâèé ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé - âñåãäà
íåëåãêàÿ çàäà÷à.  Íî îòêàç îò íåãî èñêàæàåò ñóæäåíèå îá ýôôåêòèâíîñòè âàðèàíòîâ,
îñîáåííî åñëè  óëó÷øåíèå  ðàáîòû îäíîãî ïðîèçâîäñòâåííîãî çâåíà óõóäøàåò
ðàáîòó äðóãîãî, ñìåæíîãî. Çäåñü âàæíî îòðàçèòü îáùèé áàëàíñ âçàèìîñâÿçàííûõ
çâåíüåâ è  ýëåìåíòîâ. Ó÷åò  âçàèìîñâÿçåé çàòðóäíèòåëåí,  åñëè îíè íå îòîáðàæåíû
ñîîòâåòñòâóþùèìè ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè. Ïîýòîìó ñîçäàíèå
ìîäåëåé - âàæíûé ñïîñîá êîìïëåêñíîãî ó÷åòà ïîñëåäñòâèé îñóùåñòâëåíèÿ
îöåíèâàåìûõ âàðèàíòîâ.

Ìîäåëü -  ýòî  òàêîé  ìàòåðèàëüíî  èëè ìûñëåííî ïðåäñòàâèìûé îáúåêò,
êîòîðûé â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ çàìåíÿåò îáúåêò-îðèãèíàë òàê,  ÷òî åãî
íåïîñðåäñòâåííîå èçó÷åíèå äàåò íîâûå çíàíèÿ îá îáúåêòå-îðèãèíàëå.

Ïðîöåññ ýêîíîìè÷åñêîãî  èññëåäîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëåé îïòèìèçàöèè
ìîæíî óñëîâíî ïîäðàçäåëèòü íà ðÿä ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå ôîðìóëèðóåòñÿ îáùàÿ
çàäà÷à,  â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ôèêñèðóåòñÿ îáúåêò èññëåäîâàíèÿ (íàïðèìåð,
ýêîíîìèêà ýëåêòðîííîé  ïðîìûøëåííîñòè êàê îòðàñëè ìàòåðèàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà,
ýêîíîìèêà îòäåëüíîé îðãàíèçàöèè èëè îïðåäåëåííûé àñïåêò ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì: ñïðîñ è ïîòðåáëåíèå, ðàñïðåäåëåíèå äîõîäîâ,
öåíîîáðàçîâàíèå è ò.ï.).  Äàëåå ôîðìèðóþòñÿ òðåáîâàíèÿ ê õàðàêòåðó èñõîäíîé
èíôîðìàöèè,  êîòîðàÿ  ìîæåò áûòü ñòàòèñòè÷åñêîé (ïîëó÷àåìîé â ðåçóëüòàòå
íàáëþäåíèé çà õîäîì ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ) èëè  íîðìàòèâíîé (êîýôôèöèåíòû
çàòðàò-âûïóñêà, ðàöèîíàëüíûå íîðìû ïîòðåáëåíèÿ). Çàòåì èçó÷àþòñÿ íàèáîëåå

Òàáëèöà 3
Ïîòðåáèòåëü êàê ó÷ðåæäåíèå

ðàöèîíàëüíîãî âåäåíèÿ õîçÿéñòâà
Êëàññè÷åñêàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ Íåîêëàññè÷åñêèé è äðóãèå
òåîðèÿ ìåòîäû ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè

Öåëåâàÿ Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè Ïîëåçíîñòü çàâèñèò  è îò
ôóíêöèÿ ïîòðåáèòåëÿ, çàâèñÿùàÿ áóäóùåãî, è îò òåêóùåãî

îò óðîâíåé ïîòðåáëåíèÿ ïîòðåáëåíèÿ, äîñóãà è ò.ä.
âñåõ òîâàðîâ è óñëóã

Ñðåäñòâà Óðîâíè ïîòðåáëåíèÿ âñåõ Ñáåðåæåíèÿ.
(èíñòðó- òîâàðîâ è óñëóã Âûáîð ïðîôåññèè
ìåíòû)
Îãðàíè÷å- Ôèíàíñîâûå îãðàíè÷åíèÿ: Çàäàíû êðèâûå ïðåäëîæåíèÿ,
íèÿ îáùèå ðàñõîäû íà òîâàðû à íå öåíû

è óñëóãè íå ìîãóò ïðå-
âûøàòü ñóììó äîõîäà:
öåíû íà òîâàðû è óñëóãè
è îáúåì äîõîäà çàäàíû

Íîðìàòèâ- Ðàñïðåäåëÿòü äîõîä ìåæ- Ñëåäóåò îáåðåãàòü â çàâèñè-
íûå äó òîâàðàìè è óñëóãàìè ìîñòè îò òåêóùåãî äîõîäà è
ïðàâèëà òàê, ÷òîáû îòíîøåíèå îæèäàåìîãî áóäóùåãî äîõîäà,

ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè à òàêæå ïîòðåáëåíèÿ â íàñ-
ê öåíå áûëî îäíèì è òåì òîÿùåì è â áóäóùåì â çàâè-
æå äëÿ âñåõ âèäîâ òîâà- ñèìîñòè îò áóäóùèõ öåí
ðîâ è óñëóã

Òàáëèöà 4
Ïîêàçàòåëè ïî âàðèàíòàì

Çàòðàòû ïî âàðèàíòó, ðóá. íà åä. ïðîäóêöèè
Âàðèàíòû æèâîãî ïðîøëîãî (îñóùåñò- îáùèå

 òðóäà âëåííîãî òðóäà)

I âàðèàíò 10 1 11
(ñòàðàÿ òåõíèêà)
Âàðèàíòû íîâîé
òåõíèêè
II 9,5 0,5 10
III 7 1,5 8,5
IV 6 3 9



10 11

ïðîñòûå (èñõîäíûå) ñâîéñòâà  ìîäåëèðóåìîãî îáúåêòà è âûäâèãàþòñÿ ãèïîòåçû î
õàðàêòåðå åãî ðàçâèòèÿ. Òàê, äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ ýôôåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ
ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìîé  ôóíäàìåíòàëüíîå  çíà÷åíèå  èìåþò òàêèå ñâîéñòâà, êàê
îãðàíè÷åííîñòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìàòåðèàëüíûõ  òðóäîâûõ è ïðèðîäíûõ
ðåñóðñîâ,  äîñòèãíóòûé óðîâåíü íàóêè è òåõíèêè, îïðåäåëÿþùèé íàáîð
òåõíîëîãè÷åñêèõ ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ íóæíûõ  ïðîäóêòîâ  èç èìåþùèõñÿ ðåñóðñîâ,
à òàêæå ìíîãîâàðèàíòíîñòü äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ.

Èíôîðìàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ  íà ïåðâîì ýòàïå,  íóæíà äëÿ ñîçäàíèÿ ìîäåëè
ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû,  êîòîðàÿ  è  ñîñòàâëÿåò  ñîäåðæàíèå âòîðîãî ýòàïà.  Äëÿ
èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ àñïåêòîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì
èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå ìîäåëè.  Íàèáîëåå  îáùèå çàêîíîìåðíîñòè ðàçâèòèÿ
ýêîíîìèêè èññëåäóþòñÿ ïðè ïîìîùè íàðîäíîõîçÿéñòâåííûõ ìîäåëåé (áàëàíñîâûõ,
îïòèìèçàöèîííûõ, ðàâíîâåñíûõ, èãðîâûõ  è äð.).  Äëÿ àíàëèçà è ïðîãíîçîâ äèíàìèêè
è ñîîòíîøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèíòåòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé (íàöèîíàëüíîãî äîõîäà,
çàíÿòîñòè,  ïðîöåíòà íà ôîíäû ïîòðåáëåíèÿ,  ñáåðåæåíèé,  èíâåñòèöèé è ò.ï.)
ïðèìåíÿþòñÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèå ìîäåëè, à èññëåäîâàíèå êîíêðåòíûõ
õîçÿéñòâåííûõ ñèòóàöèé ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìèêðîýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé
ïðîèçâîäñòâà,  òðàíñïîðòà, òîðãîâëè, ñíàáæåíèÿ è ñáûòà  è  ò.ï.  Äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñëîæíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè,  èáî îíè  ëó÷øå âñåãî  ïðèñïîñîáëåíû äëÿ àíàëèçà ïðîñòåéøèõ
ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ (íàïðèìåð,  íà òðàíñïîðòå),  òàê íàçûâàåìûå àíàëîãîâûå
ìîäåëè (ýëåêòðè÷åñêèå, ìåõàíè÷åñêèå, ãèäðàâëè÷åñêèå). Çäåñü æå ìîæíî âûäåëèòü
èìèòàöèîííûå ìîäåëè,  èñïîëüçóåìûå äëÿ  èçó÷åíèÿ  ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ  ýêîíîìè÷åñêèõ  ñèñòåì â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èõ ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç çàòðóäíåí èëè íåâîçìîæåí.

Ýêîíîìè÷åñêèå ìîäåëè  êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî ñëåäóþùèì îñíîâíûì
êðèòåðèÿì: öåëÿì è çàäà÷àì, îáúåêòó, ïðèìåíÿåìîìó àïïàðàòó èññëåäîâàíèÿ,
õàðàêòåðó èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñëåäíåãî êðèòåðèÿ ðàçëè÷àþòñÿ
ñòàòèñòè÷åñêèå è íîðìàòèâíûå ìîäåëè. Âñå ýòè êëàññèôèêàöèè, ðàçóìååòñÿ,  âåñüìà
óñëîâíûå, òàê êàê ðåàëüíûå ìîäåëè ìîãóò çàíèìàòü ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå
(íàïðèìåð,  ÷àñòü èíôîðìàöèè çàäàåòñÿ íîðìàòèâíî,  à ÷àñòü èç ñòàòèñòè÷åñêîãî
àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû).  Êðîìå òîãî, áîëåå îáùèå ìîäåëè
ìîãóò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ÷àñòíûå.  Íàïðèìåð, ýëåìåíòîì ìîäåëè íàðîäíîãî õîçÿéñòâà
ñòðàíû ìîãóò áûòü ìîäåëè îòðàñëåé,  ïðåäïðèÿòèé  è ò.ä. (ñóáìîäåëè),  è íàîáîðîò,
â ëîêàëüíûå ìîäåëè ââîäÿòñÿ òðåáîâàíèÿ, âûòåêàþùèå èç àíàëèçà âñåé ýêîíîìèêè.

Íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðåçóëüòàòû ýìïèðè÷åñêîãî
èññëåäîâàíèÿ ïåðåâîäÿòñÿ ñî ñïåöèôè÷åñêîãî ÿçûêà èññëåäóåìîãî  îáúåêòà  íà
óíèâåðñàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê,  âûáèðàåòñÿ ñõåìà (êîíñòðóêöèÿ) ìîäåëè,
ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïåðåìåííûå,  ïàðàìåòðû  è ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè.
Çàòåì ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñ óæå èìåþùèìèñÿ.  Åñëè îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ìîäåëè äàííîãî êëàññà äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû è ñóùåñòâóþò ãîòîâûå
ìåòîäû èõ àíàëèçà,  òî ìîæíî ðåøàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçíèêàåò âîïðîñ, íåëüçÿ ëè òàê óïðîñòèòü  ïðåäïîñûëêè ìîäåëè,
÷òîáû îíà íå óòðàòèëà ñóùåñòâåííûõ  ñïåöèôè÷åñêèõ ÷åðò èññëåäóåìîãî îáúåêòà,
è â òî æå âðåìÿ ïîäâåñòè åå ïîä êëàññ ñòðóêòóð,  óæå èçó÷åííûõ ìàòåìàòèêîé. Â
ñâîþ î÷åðåäü, ïîñòðîåíèå  ìîäåëåé ñ åùå íå èçó÷åííûìè ñâîéñòâàìè ñòèìóëèðóåò
ðàçâèòèå íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé.

Òðåòèé ýòàï - ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ìîäåëåé, ñëóæàùèé ñðåäñòâîì ïîëó÷åíèÿ
íå òîëüêî êîëè÷åñòâåííûõ,  íî è êà÷åñòâåííûõ âûâîäîâ. Êà÷åñòâåííûå âûâîäû,
ïîëó÷àåìûå èç àíàëèçà ýêîíîìè÷åñêîé ìîäåëè, ïîçâîëÿþò îáíàðóæèòü íåèçâåñòíûå
ðàíåå ñâîéñòâà ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû: åå ñòðóêòóðó, äèíàìèêó ðàçâèòèÿ,
óñòîé÷èâîñòü, ñîîòíîøåíèÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ,  ñâîéñòâà öåííîñòíûõ
ïîêàçàòåëåé è ò.ï.  Íàïðèìåð, íà îñíîâå òàê íàçûâàåìîé ìîäåëè ñáàëàíñèðîâàííîãî
ðîñòà óäàëîñü âûÿñíèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà  ýôôåêòèâíûõ  ýêîíîìè÷åñêèõ

òðàåêòîðèé  - òåíäåíöèþ ê ñòàöèîíàðíîìó ðàçâèòèþ ñ ìàêñèìàëüíûì òåìïîì.  Ñ
ïîìîùüþ  ìîäåëè  îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èññëåäóþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå
ïðîáëåìû öåíîîáðàçîâàíèÿ.

Ê êîëè÷åñòâåííûì âûâîäàì èç ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé  îòíîñÿòñÿ
îïòèìàëüíûå ïëàíû ðàçâèòèÿ òåõ èëè èíûõ ïðîöåññîâ ïðîèçâîäñòâà íà ðàçíûõ
óðîâíÿõ èåðàðõèè, ïðîãíîçû ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè, ðàñ÷åòû öåí è  ò.ä.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ýêîíîìè÷åñêèå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ âàæíûì ýëåìåíòîì
àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Òðåáîâàíèÿ ê ðàçíûì ìîäåëÿì ðàçëè÷íû.
Îò òåîðåòè÷åñêèõ (àáñòðàêòíûõ) ìîäåëåé òðåáóåòñÿ îòîáðàæåíèå ëèøü ñàìûõ îáùèõ
ñâîéñòâ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ çäåñü
äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ýôôåêòèâíîãî (ðàâíîâåñíîãî,  îïòèìàëüíîãî)
ñîñòîÿíèÿ (òðàåêòîðèè) ñèñòåìû, à çàòåì èçó÷àþòñÿ åãî ñâîéñòâà. Åñëè âîçìîæíî,
îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå àëãîðèòì îòûñêàíèÿ ýôôåêòèâíîãî ñîñòîÿíèÿ  ýêîíîìè÷åñêîãî
ÿâëåíèÿ. Ìîäåëè, èñïîëüçóåìûå äëÿ êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòîâ, èìåþò â êà÷åñòâå ñâîåé
òåîðåòè÷åñêîé áàçû àáñòðàêòíûå ìîäåëè è  ðåçóëüòàòû èõ àíàëèçà. Êîíêðåòíûå
ìîäåëè äîñòàòî÷íî ïîëíî îòðàæàþò ñïåöèôè÷åñêèå îñîáåííîñòè èññëåäóåìîãî
îáúåêòà, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàñ÷åòû, îñóùåñòâëÿåìûå íà èõ îñíîâå, íå ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû íà ïðàêòèêå.  Ðàññìàòðèâàåìûé ýòàï çàâåðøàåòñÿ
ýêîíîìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ: ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ
ïåðåâîäÿòñÿ íà ÿçûê èçó÷àåìîãî îáúåêòà. Êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû
èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ñâîéñòâà è çàêîíîìåðíîñòè ðàçâèòèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû,
àëãîðèòì - êàê ìåõàíèçì åå ïëàíèðîâàíèÿ è ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, ÷èñëîâûå
ðåçóëüòàòû - êàê ïëàí èëè ïðîãíîçû.

Ïðåæäå ÷åì èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå âûâîäû â  òåîðèè  èëè  íà ïðàêòèêå,
íåîáõîäèìî  ïðîâåñòè ÷åòâåðòûé ýòàï èññëåäîâàíèÿ �ìîäåëèðîâàíèÿ� - ïðîâåðêó
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.  Çäåñü ïåðåä èññëåäîâàòåëåì âñòàþò îãðîìíûå òðóäíîñòè.
Îáû÷íûå ñïîñîáû åñòåñòâåííûõ íàóê - ýêñïåðèìåíò, ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ - ïðèìåíèìû äàëåêî íå âñåãäà.
Íàïðèìåð, åñëè ïðîãðàììà ðàçâèòèÿ õîçÿéñòâåííîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííàÿ ñ
ïîìîùüþ ìîäåëè,  ïîêàçûâàåò âîçìîæíîñòè óëó÷øåíèÿ ïðàêòèêè,  òî åùå íå ÿñíî,
âûçâàíî ëè ýòî äåéñòâèòåëüíî íåñîâåðøåíñòâîì ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ
ïëàíèðîâàíèÿ, óïðàâëåíèÿ è ñòèìóëèðîâàíèÿ èëè òåì, ÷òî â èñõîäíîé ìîäåëè íå
áûëè ó÷òåíû íåêîòîðûå  ñóùåñòâåííûå  ðåàëüíûå óñëîâèÿ,  è  íàìå÷åííûå
óëó÷øåíèÿ íåîñóùåñòâèìû.  Ïîýòîìó îñîáî âàæíà òåîðåòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà
ïðàâèëüíîñòè èñõîäíûõ  ïðåäïîñûëîê ìîäåëè, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè åùå
íà ïåðâîì ýòàïå èññëåäîâàíèÿ. Ãîðàçäî ðåæå ïðèìåíÿåòñÿ ýêñïåðèìåíò íà îáúåêòå
èëè íà èìèòèðóþùåé åãî ìîäåëè (íàïðèìåð, àíàëîãîâîì óñòðîéñòâå), äàþùåé
âîçìîæíîñòü ïðîâåðèòü ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, òàê êàê îíî ñâÿçàíî ñ
áîëüøèìè çàòðàòàìè, à íàòóðàëüíûé ýêñïåðèìåíò - åùå è ñ ðÿäîì òðóäíîñòåé
ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Ïîñëåäíèé, ïÿòûé ýòàï - âíåäðåíèå - äîëæåí ïðèâîäèòü ê ñîâåðøåíñòâîâàíèþ
ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè è ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ ýêîíîìè÷åñêèìè ïðîöåññàìè, öåí,
ïëàíîâ õîçÿéñòâåííîãî ðàçâèòèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî óòî÷íèòü
èñõîäíûå ïðåäïîñûëêè ìîäåëè, ò.å. âíîâü ïðîéòè âñå ïåðå÷èñëåííûå ýòàïû. Òàêèì
îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ ìîäåëåé íîñèò
êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð.

Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëåé â ýêîíîìèêå èìååò îïðåäåëåííûå ãðàíèöû
ïðèìåíåíèÿ: íå âñÿ èíôîðìàöèÿ îá ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ÿâëÿåòñÿ äîñòóïíîé
è ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ ôîðìàëèçîâàíà, íå âñÿêàÿ ìîäåëü ïîääàåòñÿ
òåîðåòè÷åñêîìó àíàëèçó. Êðîìå òîãî, äàæå ñàìûå ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå
ñðåäñòâà íå ìîãóò ñïðàâèòüñÿ ñ ãðîìàäíûì îáúåìîì âû÷èñëåíèé, êîòîðûå
íåîáõîäèìî ïðîâåñòè, ÷òîáû ðåøèòü íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ýêîíîìè÷åñêèå çàäà÷è.
Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ìîäåëåé äîëæíî äîïîëíÿòüñÿ äðóãèìè ìåòîäàìè, â òîì ÷èñëå
èñïîëüçîâàíèåì îïûòà õîçÿéñòâåííûõ ðóêîâîäèòåëåé. Â ñâîþ î÷åðåäü, ðåçóëüòàòû
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ðàñ÷åòîâ, ïðîâåäåííûõ íà îñíîâå ìîäåëåé, ìîãóò îêàçàòü ñóùåñòâåííóþ ïîìîùü
õîçÿéñòâåííûì ðóêîâîäèòåëÿì â äåëå óïðàâëåíèÿ.

[11]
Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â îáùåñòâå, ñâÿçàíî ñ óïðàâëÿåìûìè

ÿâëåíèÿìè, ò. å. ñ ÿâëåíèÿìè, ðåãóëèðóåìûìè íà îñíîâå ñîçíàòåëüíî ïðèíèìàåìûõ
ðåøåíèé. Ïðè òîì îãðàíè÷åííîì îáúåìå èíôîðìàöèè, êîòîðûé áûë äîñòóïåí íà
ðàííèõ ýòàïàõ ðàçâèòèÿ îáùåñòâà, ïðèíèìàëîñü îïòèìàëüíîå â íåêîòîðîì ñìûñëå
ðåøåíèå íà îñíîâàíèè èíòóèöèè è îïûòà, à çàòåì, ñ âîçðàñòàíèåì îáúåìà
èíôîðìàöèè îá èçó÷àåìîì ÿâëåíèè,- ñ ïîìîùüþ ðÿäà ïðÿìûõ ðàñ÷åòîâ. Òàê
ïðîèñõîäèëî, íàïðèìåð, ñîçäàíèå êàëåíäàðíûõ ïëàíîâ ðàáîòû ïðîìûøëåííûõ
ïðåäïðèÿòèé.

Ñîâåðøåííî èíàÿ êàðòèíà âîçíèêàåò íà ñîâðåìåííîì ïðîìûøëåííîì
ïðåäïðèÿòèè ñ ìíîãîñåðèéíûì è ìíîãîíîìåêëàòóðíûì ïðîèçâîäñòâîì, êîãäà  îáúåì
âõîäíîé èíôîðìàöèè ñòîëü âåëèê, ÷òî åãî îáðàáîòêà ñ öåëüþ ïðèíÿòèÿ
îïðåäåëåííîãî ðåøåíèÿ íåâîçìîæíà áåç ïðèìåíåíèÿ ñîâðåìåííûõ ýëåêòðîííûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí. Åùå áîëüøèå òðóäíîñòè âîçíèêàþò â ñâÿçè ñ çàäà÷åé î
ïðèíÿòèè íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ.

1.1.3. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé. Ïîä ïðèíÿòèåì ðåøåíèé â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé
ïîíèìàþò ñëîæíûé ïðîöåññ, â êîòîðîì ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå îñíîâíûå
ýòàïû:

1-é ýòàï. Ïîñòðîåíèå êà÷åñòâåííîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû, ò.å.
âûäåëåíèå ôàêòîðîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ íàèáîëåå âàæíûìè, è óñòàíîâëåíèå
çàêîíîìåðíîñòåé, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

Îáû÷íî ýòîò ýòàï âûõîäèò çà ïðåäåëû ìàòåìàòèêè.
2-é ýòàï. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû, ò.

å. çàïèñü â ìàòåìàòè÷åñêèõ òåðìèíàõ êà÷åñòâåííîé ìîäåëè. Òàêèì îáðàçîì,
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü - ýòî çàïèñàííàÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ñèìâîëàõ àáñòðàêöèÿ
ðåàëüíîãî ÿâëåíèÿ, òàê êîíñòðóèðóåìàÿ, ÷òîáû àíàëèç åå äàâàë âîçìîæíîñòü
ïðîíèêíóòü â ñóùíîñòü ÿâëåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óñòàíàâëèâàåò ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ñîâîêóïíîñòüþ ïåðåìåííûõ - ïàðàìåòðàìè óïðàâëåíèÿ ÿâëåíèåì.

Ýòîò ýòàï âêëþ÷àåò òàêæå ïîñòðîåíèå öåëåâîé ôóíêöèè ïåðåìåííûõ, ò. å.
òàêîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè, áîëüøåìó (èëè ìåíüøåìó) çíà÷åíèþ êîòîðîé
ñîîòâåòñòâóåò ëó÷øàÿ ñèòóàöèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèíèìàþùåãî ðåøåíèÿ.

Èòàê, â ðåçóëüòàòå ýòèõ äâóõ ýòàïîâ ôîðìèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à.

Âòîðîé ýòàï óæå òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé.
3-é ýòàï. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïåðåìåííûõ íà çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.
Ýòîò ýòàï ïðåäóñìàòðèâàåò âëàäåíèå ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì äëÿ ðåøåíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ íà âòîðîì ýòàïå ïðîöåññà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ.
Øèðîêèé êëàññ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñîñòàâëÿþò òàêèå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è, â

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ êîòîðûõ óñëîâèÿ íà ïåðåìåííûå çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè
è íåðàâåíñòâàìè.

Íà òðåòüåì ýòàïå, ïîëüçóÿñü ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì, íàõîäÿò ðåøåíèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî çàäà÷è
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì ïðàêòè÷åñêèõ
âîïðîñîâ, êàê ïðàâèëî, èìåþò áîëüøîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé. Îáúåì
âû÷èñëèòåëüíûõ ðàáîò äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé ñòîëü âåëèê,
÷òî âåñü ïðîöåññ íå ìûñëèòñÿ áåç ïðèìåíåíèÿ ñîâðåìåííûõ ýëåêòðîííûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí (ÝÂÌ), à çíà÷èò, òðåáóåò ëèáî ñîçäàíèÿ ïðîãðàìì äëÿ
ÝÂÌ, ðåàëèçóþùèõ òå èëè èíûå àëãîðèòìû, ëèáî èñïîëüçîâàíèÿ óæå èìåþùèõñÿ
ñòàíäàðòíûõ ïðîãðàìì.

4-é ýòàï. Ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé, ïîëó÷åííûõ íà 3-ì ýòàïå, ñ
ìîäåëèðóåìûì îáúåêòîì, ò. å. ýêñïåðòíàÿ ïðîâåðêà ðåçóëüòàòîâ (êðèòåðèé

ïðàêòèêè).
Òàêèì îáðàçîì, íà ýòîì ýòàïå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòåïåíü àäåêâàòíîñòè ìîäåëè

è ìîäåëèðóåìîãî îáúåêòà â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè èñõîäíîé èíôîðìàöèè.
Çäåñü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1-é ñëó÷àé. Åñëè ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíèÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíû (îáû÷íàÿ

ñèòóàöèÿ íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ïðîöåññà ìîäåëèðîâàíèÿ), òî ïåðåõîäÿò êî âòîðîìó
öèêëó ïðîöåññà: óòî÷íÿåòñÿ âõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ î ìîäåëèðóåìîì îáúåêòå è â
ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè óòî÷íÿåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (1-é ýòàï), óòî÷íÿåòñÿ èëè
ñòðîèòñÿ çàíîâî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (2-é ýòàï), ðåøàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à (3-é ýòàï) è, íàêîíåö, ñíîâà ïðîâîäèòñÿ ñîïîñòàâëåíèå
(4-é ýòàï).

2-é ñëó÷àé.  Åñëè ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíû, òî ìîäåëü
ïðèíèìàåòñÿ. Êîãäà ðå÷ü èäåò î íåîäíîêðàòíîì èñïîëüçîâàíèè íà ïðàêòèêå
ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé, âîçíèêàåò çàäà÷à ïîäãîòîâêè ìîäåëè ê ýêñïëóàòàöèè.
Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî öåëüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå
êàëåíäàðíûõ ïëàíîâ ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè ïðåäïðèÿòèÿ. Òîãäà
ýêñïëóàòàöèÿ ìîäåëè âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñáîð è îáðàáîòêó èíôîðìàöèè, ââîä
îáðàáîòàííîé èíôîðìàöèè â ÝÂÌ, ðàñ÷åòû íà îñíîâå ðàçðàáîòàííûõ ïðîãðàìì
êàëåíäàðíûõ ïëàíîâ è, íàêîíåö, âûäà÷ó ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé (â óäîáíîì äëÿ
ïîëüçîâàòåëåé âèäå) äëÿ èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ñôåðå ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè.

Ïîäãîòîâêà ìîäåëè ê ýêñïëóàòàöèè ïðåäóñìàòðèâàåò ðàçðàáîòêó ñïåöèàëüíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ, áåç êîòîðîãî íåâîçìîæíî ïðàêòè÷åñêîå
èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè: äîëæíà áûòü ñîçäàíà ãèáêàÿ ñèñòåìà ïðîãðàìì,
îáåñïå÷èâàþùàÿ ïîëüçîâàòåëÿì óäîáíûé êîíòàêò ñ ÝÂÌ è íå òðåáóþùàÿ ïðè åå
ýêñïëóàòàöèè âûñîêîé ìàòåìàòè÷åñêîé êâàëèôèêàöèè ïîëüçîâàòåëåé.

Â òî æå âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå, âïðî÷åì, òàê æå êàê è ñàìà
ìîäåëü, äîëæíû äîïóñêàòü ìîäåðíèçàöèþ â ñâÿçè ñ íîâûìè òðåáîâàíèÿìè, êîòîðûå
æèçíü ïîñòîÿííî ïðåäúÿâëÿåò ê ïðîèçâîäñòâó. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èìåííî
ìîäåðíèçàöèþ, à íå ñîçäàíèå êàæäûé ðàç íîâîé ñèñòåìû ïðîãðàìì. Òîëüêî ïðè
ýòèõ óñëîâèÿõ âîçìîæíî ðåãóëÿðíîå èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è
ÝÂÌ â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ.

×àñòî ïîÿâëÿåòñÿ æåëàíèå ïîñòðîèòü òàêóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, â êîòîðîé
ó÷èòûâàëîñü áû îãðîìíîå ÷èñëî âõîäíûõ äàííûõ. Îäíàêî ïðè òùàòåëüíîì àíàëèçå
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âëèÿíèå ìíîãèõ èç íèõ íà ðåøåíèå ëèáî íåçíà÷èòåëüíî, ëèáî
ïðîñòî îòñóòñòâóåò èç-çà íåâûñîêîé òî÷íîñòè âõîäíûõ äàííûõ. Êðîìå òîãî, íåëüçÿ
íå ó÷èòûâàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ áîëüøèì ÷èñëîì
ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè ôóíêöèé ñòîëü áîëüøîãî ÷èñëà
ïåðåìåííûõ, ÷òî íàéòè ÷èñëåííîå åå ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ, ñîãëàñîâàííîé ñ
òî÷íîñòüþ âõîäíîé èíôîðìàöèè, îêàçûâàåòñÿ â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ äåëîì
áåçíàäåæíûì.

Òàêèì îáðàçîì, öåëûé ðÿä óñëîâèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê ìàòåìàòè÷åñêèì
ìîäåëÿì, òðåáóåò ó÷àñòèÿ ìàòåìàòèêîâ â ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ óæå íà âòîðîì
ýòàïå ïðîöåññà ìîäåëèðîâàíèÿ.

1.4.2. Çàäà÷à î ðàöèîíå. Ïî çàäàííîìó àññîðòèìåíòó ïðîäóêòîâ, ïðè
èçâåñòíîì ñîäåðæàíèè â êàæäîì èç íèõ ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ è èçâåñòíîé ñòîèìîñòè
ïðîäóêòîâ, ñîñòàâèòü ðàöèîí, óäîâëåòâîðÿþùèé íåîáõîäèìûì ïîòðåáíîñòÿì, ñ
ìèíèìàëüíûìè äåíåæíûìè çàòðàòàìè.

Ïóñòü èìååòñÿ n ðàçëè÷íûõ ïðîäóêòîâ è m ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ (íàïðèìåð,
æèðîâ, áåëêîâ, óãëåâîäîâ, âèòàìèíîâ è äð.). Îáîçíà÷èì ÷åðåç a

ij
 ñîäåðæàíèå (â

âåñîâûõ åäèíèöàõ) j - ãî ïèòàòåëüíîãî âåùåñòâà â åäèíèöå âåñà i-ãî ïðîäóêòà;
÷åðåç b

i
 îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíóþ (â âåñîâûõ åäèíèöàõ) ñóòî÷íóþ ïîòðåáíîñòü â j-

ì ïèòàòåëüíîì âåùåñòâå. Íàêîíåö, ÷åðåç õ
i 
îáîçíà÷èì èñêîìîå ñóòî÷íîå

ïîòðåáëåíèå i-ãî ïðîäóêòà. Î÷åâèäíî, ÷òî x i ≥ 0 .
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Âåëè÷èíà a xij i
i

n

=
∑

1

 åñòü îáùåå ñîäåðæàíèå i-ãî ïèòàòåëüíîãî âåùåñòâà â

ðàöèîíå, êîòîðîå íå äîëæíî áûòü ìåíüøå ìèíèìàëüíîé ïîòðåáíîñòè b
j
:

a x bij i
i

n

j
=

∑ ≥
1

  ( )mj ,1=

Åñëè ñ
i
 - ñòîèìîñòü åäèíèöû âåñà i-ãî ïðîäóêòà, òî ñòîèìîñòü âñåãî ðàöèîíà

îïðåäåëÿåò ëèíåéíàÿ ôîðìà

c xi i
i

n

=
∑

1

.

Èòàê, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è âûáîðà ðàöèîíà ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì:

íàéòè

m in c xi i
i

n

=
∑

1

ïðè óñëîâèÿõ

a x bij i
i

n

j
=
∑ ≥

1
 ( )mj ,1=

x i ≥ 0  ( )ni ,1=
Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òèïè÷íûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è âîâñå íå îáÿçàòåëüíî áûëî óêàçûâàòü, ÷òî ýòî çàäà÷à î

ðàöèîíå. Äîñòàòî÷íî ÿñíî, ÷òî òàêèì æå îáðàçîì ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû
ìíîãî÷èñëåííûå çàäà÷è îá îïòèìàëüíûõ ñìåñÿõ (ñëîâî �ñìåñü� çäåñü ñëåäóåò
ïîíèìàòü â îáîáùåííîì ñìûñëå: ýòî è ñîáñòâåííî ñìåñü, è ñïëàâ, è ðàöèîí, è
ò. ä.).

1.4.3. Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à. Äðóãèì òèïè÷íûì ïðèìåðîì çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à. Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü ïëàí
ïåðåâîçîê îäíîðîäíîãî ãðóçà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáùàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê
áûëà ìèíèìàëüíîé.

Èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ:

à
i
 - êîëè÷åñòâî åäèíèö ãðóçà â i-ì ïóíêòå îòïðàâëåíèÿ, i m= 1, ;

___

b
j
 - ïîòðåáíîñòü â j-ì ïóíêòå íàçíà÷åíèÿ, j n= 1,

___

 (â åäèíèöàõ ãðóçà);

c
ij
 - ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè åäèíèöû ãðóçà èç i-ãî ïóíêòà â j-é.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç x

ij
 ïëàíèðóåìîå êîëè÷åñòâî åäèíèö ãðóçà äëÿ ïåðåâîçêè èç

i-ãî ïóíêòà â j-é.

Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

i

m

=
∑

1

c xij ij
j

n

=
∑

1

 - îáùàÿ (ñóììàðíàÿ) ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê;

x ij
j

n

=
∑

1

 - êîëè÷åñòâî ãðóçà, âûâîçèìîãî èç i-ãî ïóíêòà;

x ij
i

m

=
∑

1

 - êîëè÷åñòâî ãðóçà, äîñòàâëÿåìîãî â j-é ïóíêò.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå óñëîâèÿ:

x aij i
j

n

=
=

∑
1

  ( )mi ,1=

x bij j
i

m

=
=

∑
1

  ( )nj ,1=

a bi j
j

n

i

m

=
==

∑∑
11

.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è áóäåò:
íàéòè

m in c xij ij
j

n

i

m

==
∑∑

11

ïðè óñëîâèÿõ

x aij i
j

n

=
=

∑ ,
1

x bij
i

m

j
=

∑ =
1

,

x ij ≥ 0   ( )i m= 1, ; . j = 1,n
Ýòà çàäà÷à íîñèò íàçâàíèå çàìêíóòîé òðàíñïîðòíîé ìîäåëè.
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå

a bi j
j

n

i

m

=
==

∑∑
11
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ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè çàìêíóòîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è.
Áîëåå îáùåé òðàíñïîðòíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ îòêðûòàÿ

òðàíñïîðòíàÿ ìîäåëü:
íàéòè

m in c xij ij
j

n

i

m

==
∑∑

11

ïðè óñëîâèÿõ

x aij i
j

n

≤
=

∑
1

,

x bij j
i

m

=
=

∑
1

,

x ij ≥ 0   ( )njmi ,1;,1 ==
ßñíî, ÷òî â ýòîé çàäà÷å íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåñü ãðóç, íàêîïëåííûé â i-ì

ïóíêòå, äîëæåí áûòü âûâåçåí.
Â ñõåìó òðàíñïîðòíîé çàäà÷è óêëàäûâàþòñÿ è íåêîòîðûå äðóãèå çàäà÷è

òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ, íàïðèìåð, òàê íàçûâàåìàÿ �çàäà÷à î âûáîðå�:
çàäà÷à î íàèáîëåå ýêîíîìíîì (â ñìûñëå ñóììàðíûõ çàòðàò âðåìåíè)
ðàñïðåäåëåíèè n ðàáîò ìåæäó n èñïîëíèòåëÿìè ïðè èçâåñòíîì âðåìåíè,
çàòðà÷èâàåìîì êàæäûì èñïîëíèòåëåì íà êàæäîé ðàáîòå. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíîé ìîäåëüþ çàìêíóòîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ïðè m = n è âñåõ à

i
  = b

j
 = 1.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíûõ çàäà÷ îáëàäàþò ñâîéñòâàìè
öåëî÷èñëåííîñòè, è ïîýòîìó ýòè çàäà÷è îòíîñÿò ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðûõ öåëî÷èñëåííîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì.

1.4.4. Çàäà÷à î ðåæèìå ðàáîòû ýíåðãîñèñòåìû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷è
âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ñðåäè çàäà÷ îá
îïòèìàëüíîì  âåäåíèè ðåæèìà ðàáîòû ýíåðãîñèñòåìû.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èçîëèðîâàííàÿ ýíåðãîñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç
òåïëîýëåêòðîñòàíöèé, ñâÿçàííûõ ëèíèÿìè ïåðåäà÷ ñ óçëîì, â êîòîðîì ñîñðåäîòî÷åíà
íàãðóçêà. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ àêòèâíûõ ìîùíîñòåé ìåæäó
ýëåêòðîñòàíöèÿìè â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ðàñïðåäåëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïî êðèòåðèþ ìèíèìèçàöèè ñóììàðíûõ òîïëèâíûõ çàòðàò íà ãåíåðàöèþ àêòèâíîé
ìîùíîñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x
i
 àêòèâíóþ ìîùíîñòü, ãåíåðèðóåìóþ íà i-é ñòàíöèè.

Ìîùíîñòè õ
i
 çàêëþ÷åíû â ïðåäåëàõ a

i
 è b

i
, îïðåäåëÿåìûõ òåõíè÷åñêèìè óñëîâèÿìè:

α βi i ix≤ ≤ .  Êðîìå òîãî, äîëæíî ñîáëþäàòüñÿ óñëîâèå áàëàíñà ìîùíîñòåé,

ò. å. ãåíåðèðóåìàÿ îáùàÿ ìîùíîñòü äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü ïîòðåáëÿåìîé
ìîùíîñòè Ð ñ ó÷åòîì îáùèõ ïîòåðü p  â ëèíèÿõ ïåðåäà÷:

x Pi
i

m

=
∑ = +

1

π.

Òîïëèâíûå çàòðàòû íà ãåíåðàöèþ ìîùíîñòè x
i
 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèþ

T
i
(x

i
), âûïóêëóþ íà îòðåçêå α βi i, .

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä:
íàéòè

( )∑
=

m

i
ii xT

1

min

ïðè óñëîâèÿõ

x Pi
i

m

=
∑ = +

1

π ,

α βi i ix≤ ≤  ( )mi ,1=
Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé çàäà÷åé âûïóêëîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåò
âåñüìà ãðóáîå ïðèáëèæåíèå ê äåéñòâèòåëüíî îïòèìàëüíîìó ðåæèìó ðàáîòû
ýíåðãîñèñòåìû. Â ðåàëüíîé ñèòóàöèè íåëüçÿ ñ÷èòàòü âñþ íàãðóçêó ñîñðåäîòî÷åííîé
â îäíîì óçëå, à ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü n óçëîâ. Êðîìå òîãî, ïîòåðè â ñèñòåìå,
åñòåñòâåííî, íå ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòîé, à çàâèñÿò îò âåëè÷èí ïåðåäàâàåìûõ
ìîùíîñòåé è ïàðàìåòðîâ ëèíèé ïåðåäà÷.

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó, â êîòîðîé

p ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèåé x
ij
  ( )njmi ,1;,1 == , ãäå ïàðàìåòðû óïðàâëåíèÿ

x
ij
 îçíà÷àþò êîëè÷åñòâî àêòèâíîé ìîùíîñòè, ïåðåäàâàåìîå èç i-é ñòàíöèè â j-é

óçåë.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîé íîâîé ìîäåëè óñëîâèÿ áóäóò ñîäåðæàòü íåëèíåéíîñòè

(p(x
ij
) â óðàâíåíèè áàëàíñà).
Ýòà çàäà÷à òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íî áîëåå

ñëîæíîãî òèïà, ÷åì ïðåäûäóùàÿ.
Ïðèìåðîì ìíîãîýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à î

ðàçìåùåíèè.
1.4.5. Çàäà÷à î ðàçìåùåíèè. Äàíû m ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ (1, 2, ..., j, ..., m)

ñ çàäàííûì îáúåìîì ïîòðåáëåíèÿ b
i
 â êàæäîì ïóíêòå. Èìåþòñÿ p âîçìîæíûõ

ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà (1, 2, ..., i, ..., n), ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî i-ãî ïóíêòà èçâåñòíà
çàâèñèìîñòü ñòîèìîñòè ïðîèçâîäñòâà f

i
 îò îáúåìà ïðîèçâîäñòâà õ

i
. (Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî â ñòîèìîñòü ïðîèçâîäñòâà f
i
(x

i
) âêëþ÷åíû êàïèòàëüíûå çàòðàòû.) Íàêîíåö, çàäàíà

ìàòðèöà òðàíñïîðòíûõ ðàñõîäîâ a
ij
 (a

ij
 - ñòîèìîñòü

ïåðåâîçêè åäèíèöû ïðîäóêöèè èç i-ãî ïóíêòà
ïðîèçâîäñòâà â j-é ïóíêò ïîòðåáëåíèÿ). Òðåáóåòñÿ íàéòè
òàêèå îáúåìû ïåðåâîçîê õ

ij
 èç i-ãî â j-é ïóíêò è òàêèå

îáúåìû ïðîèçâîäñòâà x xi ij
j

= ∑  , êîòîðûå

ìèíèìèçèðóþò ñóììàðíûå ðàñõîäû; èíà÷å ãîâîðÿ,
èùåòñÿ
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( ) ( )







+= ∑ ∑

ji i
iiijijij xfxaxL

,

min

ïðè óñëîâèÿõ

x bij j
i

=∑ ,
 
x ij ≥ 0.

Ïîñêîëüêó ñåáåñòîèìîñòü åäèíèöû ïðîäóêöèè îáû÷íî óáûâàåò ïðè óâåëè÷åíèè
îáúåìà ïðîèçâîäñòâà, òî ôóíêöèè f

i
(x

i
), êàê ïðàâèëî, ìîíîòîííî âîçðàñòàþò è

âûïóêëû ââåðõ. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé x
ij
, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è,

îáðàçóåò âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, âåðøèíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ëîêàëüíûõ
ìèíèìóìîâ ôóíêöèè L(x

ij
) (ðèñ. 1.1). Îòñþäà è íàçâàíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ -

ìíîãîýêñòðåìàëüíûå.

[3]
Ïðîìûøëåííîå ïðîèçâîäñòâî, ïîòîê ðåñóðñîâ â ýêîíîìèêå, íàïðÿæåíèå

ñèë íà òåàòðå âîåííûõ äåéñòâèé - âñå ýòî êîìïëåêñû ìíîãî÷èñëåííûõ
âçàèìîñâÿçàííûõ ïðîöåññîâ. Ðàçëè÷èÿ çäåñü ìîãóò èìåòü ìåñòî ëèøü â öåëÿõ,
êîòîðûå äîëæíû áûòü îñóùåñòâëåíû â ïðèðîäå ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîöåññîâ è â
îáúåìå íåîáõîäèìûõ óñèëèé. Òåì íå ìåíåå â óïðàâëåíèè ýòèìè ñîâåðøåííî
ðàçëè÷íûìè ÿâëåíèÿìè, èëè, êàê äàëåå áóäåò ãîâîðèòüñÿ, ñèñòåìàìè, ìîæíî
âûäåëèòü ñóùåñòâåííûå ÷åðòû ñõîäñòâà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî óÿñíèòü ñòðóêòóðó
ï ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, à òàêæå öåëü, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü äîñòèãíóòà; ýòî íóæíî
äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ äåéñòâèé,  êîòîðûå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü, èõ ðàñïðåäåëåíèÿ
âî âðåìåíè è èõ êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê (òî, ÷òî íàçûâàåòñÿ �ïðîãðàììîé�,
èëè �ãðàôèêîì�), ÷òî ïîçâîëèò ñèñòåìå ïåðåéòè îò çàäàííîãî ñîñòîÿíèÿ ê
îïðåäåëåííîé öåëè.

Åñëè â èññëåäóåìîé ñèñòåìå îáíàðóæèâàåòñÿ ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
ìàòåìàòè÷åñêè îïèñàíà (ýòî îïèñàíèå íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ) è åñëè
öåëü ìîæåò áûòü òàêæå êîëè÷åñòâåííî âûðàæåíà, òî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
èñïîëüçîâàòü òîò èëè èíîé âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä äëÿ âûáîðà èç âñåõ âîçìîæíûõ
àëüòåðíàòèâ ëó÷øåãî ïëàíà äåéñòâèé. Òàêîå èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé è íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì. Óñòàíîâëåíèå òîãî,
÷òî ìíîãèå âîåííûå, ýêîíîìè÷åñêèå è ïðîèçâîäñòâåííûå çàäà÷è ìîãóò áûòü
ìàòåìàòè÷åñêè îïèñàíû (õîòÿ áû ïðèáëèæåííî) ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
è óðàâíåíèé1, ñîäåéñòâîâàëî èíòåíñèâíîìó ðàçâèòèþ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ñëåäóþùèå òðè ïðèìåðà ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè çàäà÷àìè ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
ïîääàþùèìèñÿ ëèíåéíîé ôîðìóëèðîâêå.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì îñâîèòü ýòè ïðèìåðû, ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê
ðàññìîòðåíèþ îáùèõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â ñèñòåìàõ, ðàññìàòðèâàåìûõ â êàæäîì èç òðåõ ïðèìåðîâ, öåëü ñîñòîèò â
ìèíèìèçàöèè ïîëíûõ çàòðàò, âûðàæåííûõ â äåíåæíûõ åäèíèöàõ. Îäíàêî â äðóãèõ
ïðèëîæåíèÿõ öåëüþ ìîæåò áûòü èëè ìèíèìèçàöèÿ òðóäîâûõ çàòðàò, èëè
ìàêñèìèçàöèÿ ÷èñëà ñîáðàííûõ äåòàëåé, èëè ìàêñèìèçàöèÿ êîëè÷åñòâà îáó÷åííûõ
ñòóäåíòîâ ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè èõ ïî êâàëèôèêàöèÿì è ò. ä.

1. Ïðèìåð èç îáëàñòè êîíñåðâíîãî ïðîèçâîäñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
Ïîðòëåíäå (øòàò Ìýí), Ñèýòëå è Ñàí-Äèåãî íàõîäÿòñÿ òðè êîíñåðâíûõ çàâîäà. Ýòè

êîíñåðâíûå çàâîäû ìîãóò ïðîèçâîäèòü ñîîòâåòñòâåííî 250, 500 è 750 ÿùèêîâ
êîíñåðâîâ çà äåíü. Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîäóêöèè â ñòðàíå èìååòñÿ ïÿòü ñêëàäîâ
îïòîâîé òîðãîâëè: â Íüþ-Éîðêå, ×èêàãî, Êàíçàñ-Ñèòè, Äàëëàñå è Ñàí-Ôðàíöèñêî.
Êàæäûé ñêëàä ìîæåò ïðîäàòü 300 ÿùèêîâ çà äåíü. Ñïåöèàëèñò, çàíÿòûé
ðàñïðåäåëåíèåì ïðîäóêöèè, õî÷åò îïðåäåëèòü ÷èñëî ÿùèêîâ, êîòîðîå äîëæíî áûòü
äîñòàâëåíî îò òðåõ êîíñåðâíûõ çàâîäîâ ê ïÿòè ñáûòîâûì ñêëàäàì òàê, ÷òîáû êàæäûé
ñêëàä ñìîã áû ïîëó÷èòü ñòîëüêî ÿùèêîâ, ñêîëüêî ìîæåò ïðîäàòü åæåäíåâíî, à
ïîëíûå òðàíñïîðòíûå èçäåðæêè áûëè áû ìèíèìàëüíûìè.

Â çàäà÷å èìååòñÿ 15 âîçìîæíûõ ïðîöåññîâ ïî äîñòàâêå ÿùèêîâ îò êàæäîãî
çàâîäà ê êàæäîìó ñêëàäó (ðèñ. 1-2-1). Òåì ñàìûì èìååòñÿ 15 íåèçâåñòíûõ
èíòåíñèâíîñòåé ïðîöåññîâ (êîòîðûå ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ), âûðàæàþùèõ
êîëè÷åñòâà ãðóçîâ, êîòîðûå äîëæíû áûòü ïåðåâåçåíû ïî ýòèì 15 ïóòÿì. Òàêîå
ðàñïðåäåëåíèå ïåðåâîçîê îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ïðîãðàììîé. Èìååòñÿ ðÿä
îãðàíè÷åíèé, êîòîðûì äîëæåí óäîâëåòâîðèòü äîïóñòèìûé ïëàí ïåðåâîçîê, à
èìåííî: ñîãëàñíî ïëàíó, êàæäûé ñêëàä îïòîâîé òîðãîâëè ïîëó÷èò òðåáóåìîå
êîëè÷åñòâî ÿùèêîâ è êàæäûé çàâîä îòïðàâèò ÿùèêîâ íå áîëüøå òîãî, ÷òî îí ìîæåò
ïðîèçâåñòè çà äåíü. (Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ îäíî îãðàíè÷åíèå äëÿ êàæäîãî ñêëàäà
è îäíî - äëÿ êàæäîãî êîíñåðâíîãî çàâîäà.) Ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî
äîïóñòèìûõ ïëàíîâ ïåðåâîçîê, êîòîðûå áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ýòèì îãðàíè÷åíèÿì,
íî íåêîòîðûå èç íèõ áóäóò òðåáîâàòü áîëüøèõ òðàíñïîðòíûõ ðàñõîäîâ, ÷åì äðóãèå.
Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò ïîýòîìó â îïðåäåëåíèè òàêîãî ïëàíà ïåðåâîçîê, íàçûâàåìîãî
îïòèìàëüíûì, êîòîðûé ñâÿçàí ñ íàèìåíüøèìè ðàñõîäàìè.

_______________________________________________________________________________
1 ×èòàòåëþ ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìû ïîëüçóåìñÿ ñëîâîì íåðàâåíñòâî. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ

íåðàâåíñòâ ÿâëÿþòñÿ âåñüìà îáùèìè; âûðàæàåìûå ëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè ñâÿçè âèäà x ³ 0,
x + y £ 7ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ îáùèõ îãðàíè÷åíèé, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê òî,
÷òî êîëè÷åñòâî çàêóïîê õ íå äîëæíî áûòü îòðèöàòåëüíûì, èëè òî, ÷òî ïîëíîå êîëè÷åñòâî çàêóïîê õ + ó íå
äîëæíî ïðåâîñõîäèòü 7, è ò. ä.

Ðèñ. 1-2-1. Çàäà÷à: íàéòè ïëàí äîñòàâêè êîíñåðâíûõ ÿùèêîâ ê ñêëàäàì ñ
ìèíèìàëüíûìè èçäåðæêàìè (ñòîèìîñòü òðàíñïîðòèðîâêè êàæäîãî ÿùèêà,

íàëè÷èå è ïîòðåáíîñòü â ïðîäóêöèè óêàçàíû íà ñõåìå).

2. Çàäà÷à äîìàøíåé õîçÿéêè. Ñåìüÿ èç ïÿòè ÷åëîâåê æèâåò íà ñêðîìíóþ
çàðàáîòíóþ ïëàòó ãëàâû ñåìüè. Ïîñòîÿííîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå
åæåíåäåëüíîãî ìåíþ ïîñëå íàäëåæàùåãî ðàññìîòðåíèÿ ïîòðåáíîñòåé è âêóñîâ
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ñåìüè è öåí íà ïðîäóêòû. Ìóæ äîëæåí ïîëó÷àòü 3000 êàëîðèé â äåíü, æåíà - 1500
êàëîðèé (äèåòà äëÿ ïîõóäàíèÿ), à äåòÿì òðåáóåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî 3000, 2700 è
2500 êàëîðèé â äåíü. Ñîãëàñíî ïðåäïèñàíèþ äîìàøíåãî âðà÷à, ýòè êàëîðèè äîëæíû
áûòü ïîëó÷åíû êàæäûì ÷ëåíîì ñåìüè â ðåçóëüòàòå óïîòðåáëåíèÿ îãðàíè÷åííîãî
ñâåðõó êîëè÷åñòâà æèðîâ è óãëåâîäîâ è îãðàíè÷åííîãî ñíèçó êîëè÷åñòâà áåëêîâ.
Â óêàçàííîé äèåòå îñîáîå çíà÷åíèå èìåþò áåëêè. Ïîìèìî ýòîãî, êàæäûé ÷ëåí
ñåìüè äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñâîè åæåäíåâíûå ïîòðåáíîñòè â âèòàìèíàõ. Çàäà÷à
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû, èñõîäÿ èç öåí íà ïðîäóêòû â ÷åòâåðã, ñîñòàâèòü íåäåëüíîå
ìåíþ, ìèíèìèçèðóþùåå èçäåðæêè.

Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:
äîïóñòèìûå ïðîöåññû ñîñòîÿò â ïîêóïêå ïðîäóêòîâ ðàçëè÷íûõ âèäîâ; ïðîãðàììîé
ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïðîäóêòîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü êóïëåíû;
îãðàíè÷åíèÿìè â çàäà÷å ÿâëÿþòñÿ ïîòðåáíîñòè ÷ëåíîâ ñåìüè â êàëîðèÿõ è
âèòàìèíàõ, à òàêæå ïðåäïèñàííûå âðà÷îì âåðõíèå è íèæíèå ïðåäåëû êîëè÷åñòâ
óãëåâîäîâ, áåëêîâ è æèðîâ, êîòîðûå ìîãóò ïîòðåáëÿòüñÿ êàæäûì èç ÷ëåíîâ ñåìüè.
Êîëè÷åñòâî ïèùåâûõ êîìáèíàöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì îãðàíè÷åíèÿì, âåëèêî.
Îäíàêî íåêîòîðûå èç ýòèõ äîïóñòèìûõ ïëàíîâ ñâÿçàíû ñ áîëåå âûñîêèìè çàòðàòàìè,
÷åì äðóãèå. Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè êîìáèíàöèè, èìåþùåé ìèíèìàëüíóþ
ïîëíóþ ñòîèìîñòü.

3. Îáó÷åíèå â ïðîöåññå ðàáîòû. Ïðîìûøëåííîå ïðåäïðèÿòèå çàêëþ÷àåò
äîãîâîð íà âûïóñê íåêîòîðîé ïðîäóêöèè. Ïðåäïðèÿòèå ðàñïîëàãàåò ñóùåñòâåííî
ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ðàáî÷åé ñèëû, ÷åì ýòî íåîáõîäèìî äëÿ âûïóñêà íåêîòîðîãî
òîâàðà â ïðåäåëàõ, ïðåäóñìîòðåííûõ âûðàáîòàííûì ïëàíîì íà íåñêîëüêî íåäåëü

êâàëèôèöèðîâàííûõ ðàáî÷èõ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: äëÿ âûïóñêà ïðîäóêöèè èëè äëÿ
îáó÷åíèÿ íîâûõ ðàáî÷èõ, à òàêæå ïðèåì íîâûõ ðàáî÷èõ êàæäóþ íåäåëþ. Èíòåíñèâíîñòè
ýòèõ ïðîöåññîâ îãðàíè÷åíû ÷èñëîì ðàáî÷èõ, èìåþùèõñÿ â íà÷àëå êàæäîé íåäåëè, è
îòíîøåíèåì ÷èñëà èíñòðóêòîðîâ ê ÷èñëó îáó÷àåìûõ. Ñóììàðíûé âûïóñê ïðîäóêöèè,
ïðîèçâåäåííîé âñåìè ðàáî÷èìè çà äîãîâîðíûé ïåðèîä, äîëæåí áûòü íå ìåíüøå,
÷åì òðåáóåìûé îáúåì. Îäíà èç âîçìîæíûõ ïðîãðàìì ïðîèçâîäñòâà  è îáó÷åíèÿ
èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1-2-II. Òåïåðü çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà áîëåå òî÷íî:
îïðåäåëèòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷èñëîì íàíÿòûõ è îáó÷àåìûõ ðàáî÷èõ, ìåæäó ÷èñëîì
èíñòðóêòîðîâ è ÷èñëîì ðàáî÷èõ, çàíÿòûõ íà ïðîèçâîäñòâå, ìåæäó ðàçìåðàìè ïåðå- è
íåäîïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè, ñ òåì ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ïîëíûå çàòðàòû.

ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÌÎÄÅËÈ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß
3-1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà (êîòîðàÿ ìîæåò ëèáî ñóùåñòâîâàòü â
äåéñòâèòåëüíîñòè, ëèáî ëèøü â ïðîåêòå) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïëåêñ ìàøèí,
ëþäåé, âñïîìîãàòåëüíîãî îáîðóäîâàíèÿ è ñûðüÿ. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîé ñèñòåìû
èìåþòñÿ òå èëè èíûå ïðè÷èíû: îíà äîëæíà îáåñïå÷èâàòü ýôôåêòèâíûå äåéñòâèÿ
âîéñê èëè æå â ïðîìûøëåííîñòè ïðîèçâîäèòü îïðåäåëåííûå âèäû ïðîäóêòîâ.

Îñíîâàííûé íà ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó â âèäå ñîâîêóïíîñòè íåñêîëüêèõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé,
íàçûâàåìûõ òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè. Òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ ìûñëèòñÿ
çäåñü êàê ñâîåãî ðîäà �÷åðíûé ÿùèê�, äëÿ êîòîðîãî íà âõîä ïîäàþòñÿ ìàòåðèàëüíûå
ðåñóðñû (ëþäè, ñûðüå, îáîðóäîâàíèå), à âûõîäîì îêàçûâàþòñÿ ïðîäóêòû
ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà èëè îáó÷åííûå âîåííûå ïîäðàçäåëåíèÿ. ×òî
ïðîèñõîäèò ñ ðåñóðñàìè âíóòðè "ÿùèêà" - äåëî èíæåíåðà èëè ñîîòâåòñòâåííî ëèöà,
ïðîèçâîäÿùåãî îáó÷åíèå; ÷òî æå êàñàåòñÿ ëèöà, ôîðìóëèðóþùåãî çàäà÷ó, òî åãî
èíòåðåñóþò â ýòîì òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå òîëüêî âåëè÷èíû çàòðàò è âûïóñêà.
Ðàçëè÷íûå âèäû çàòðàò è âûïóñêà íàçûâàþòñÿ èíãðåäèåíòàìè.

Êîëè÷åñòâåííûé ïîêàçàòåëü èñïîëüçîâàíèÿ êàæäîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî
ïðîöåññà íàçûâàåòñÿ åãî èíòåíñèâíîñòüþ. Äëÿ òîãî ÷òîáû èçìåíèòü èíòåíñèâíîñòü
òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà, íåîáõîäèìî èçìåíèòü åãî çàòðàòû è âûïóñê.

ÏÐÅÄÏÎËÎÆÅÍÈÅ 1: ÏÐÎÏÎÐÖÈÎÍÀËÜÍÎÑÒÜ

Â ìîäåëè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âåëè÷èíû çàòðàò è âûïóñêà ðàçëè÷íûõ
èíãðåäèåíòîâ òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà âñåãäà ïðîïîðöèîíàëüíû åãî
èíòåíñèâíîñòè. Åñëè ìû õîòèì îñóùåñòâèòü ïðîöåññ ñ äâîéíîé èíòåíñèâíîñòüþ,
òî ìû ïðîñòî óäâàèâàåì âñå çàòðàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå åäèíè÷íîé èíòåíñèâîñòè.
Òàê, â ïðèìåðå 3 § 1-2, åñëè áû ìû õîòåëè óäâîèòü ÷èñëî ðàáî÷èõ, îáó÷åííûõ â
òå÷åíèå ïåðèîäà îáó÷åíèÿ, òî ìû äîëæíû áûëè áû óäâîèòü íà ýòîò ïåðèîä ÷èñëî
èíñòðóêòîðîâ è ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî íàíÿòûõ ðàáî÷èõ. Ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
ñâîéñòâî ìîäåëè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

ÏÐÅÄÏÎËÎÆÅÍÈÅ 2: ÍÅÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÎÑÒÜ

Â òî âðåìÿ êàê äîïóñêàþòñÿ ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå êðàòíûå íåêîòîðîãî
òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà, îòðèöàòåëüíûå èõ èíòåíñèâíîñòè íåâîçìîæíû. Òàê, â
ïðèìåðå 1 § 1-2 íåëüçÿ ïîãðóçèòü îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ÿùèêîâ. Äðóãîé ïðèìåð
èìååòñÿ â õîðîøî èçâåñòíîé êëàññè÷åñêîé ëèòåðàòóðå: Áåçóìíûé Øëÿïî÷íèê, êàê
âû ìîæåòå âñïîìíèòü, â �Ïðèêëþ÷åíèÿõ Àëèñû â ñòðàíå ÷óäåñ� óáåæäàë Àëèñó

âïåðåä. Â ñâÿçè ñ ýòèì òðåáóåòñÿ
íàíÿòü äîïîëíèòåëüíîå êîëè÷åñòâî
ðàáî÷èõ, îáó÷èòü èõ è èñïîëüçîâàòü
íà ðàáîòå. Èìåþùàÿñÿ íà
ïðåäïðèÿòèè ðàáî÷àÿ ñèëà ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíà ëèáî äëÿ
ïðîèçâîäñòâà îïðåäåëåííîãî
îáúåìà ïðîäóêöèè, ëèáî äëÿ
îáó÷åíèÿ íà ðàáî÷èõ ìåñòàõ
îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà íîâûõ
ðàáî÷èõ,  ëèáî äëÿ âûïîëíåíèÿ
îäíîâðåìåííî îáîèõ ýòèõ âèäîâ
ðàáîò â óñëîâèÿõ çàäàííîãî
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âûðàáîòêîé
îäíîãî ðàáî÷åãî è ÷èñëîì
îáó÷àåìûõ èì íîâè÷êîâ.  Äàæå ïðè
íàçíà÷åíèè âñåé áðèãàäû íà
îáó÷åíèå íîâûõ ðàáî÷èõ â òå÷åíèå
ïîëíîé íåäåëè îíà íå áûëà áû â
ñîñòîÿíèè îáó÷èòü òðåáóåìîå
êîëè÷åñòâî. Íà ñëåäóþùåé íåäåëå
äàííàÿ áðèãàäà âìåñòå ñ âíîâü

Ðèñ. 1-2-II. Çàäà÷à: îïðåäåëèòü
ïðîãðàììó íàéìà, ïðîèçâîäñòâà è
îáó÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùóþ òðåáóåìûì
óñëîâèÿì è ìèíèìèçèðóþùóþ èçäåðæêè.
îáó÷åííûìè ðàáî÷èìè ìîæåò èëè ðàáîòàòü, èëè îáó÷àòü âíîâü ïðèíÿòûõ ðàáî÷èõ,
èëè îäíîâðåìåííî ðàáîòàòü è îáó÷àòü è ò. ä.  Ïðîäóêöèÿ îòíîñèòñÿ ê ðàçðÿäó
ñêîðîïîðòÿùèõñÿ; ïîýòîìó ïðè õðàíåíèè ðàíåå ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè ïðèäåòñÿ
íåñòè îïðåäåëåííûå çàòðàòû. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ïðîãðàììû íàéìà
ðàáî÷èõ, âûïóñêà ïðîäóêöèè è õðàíåíèÿ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì ïîëíûõ
èçäåðæåê.

Ýòî òàêæå çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, õîòÿ è îòëè÷àþùàÿñÿ îò äâóõ
ðàíåå ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ. Åå ìîæíî íàçâàòü çàäà÷åé íà ïëàíèðîâàíèå ðàáîòû
âî âðåìåíè. Ïðîöåññàìè â ýòîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èìåþùèõñÿ
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âûïèòü åùå íåìíîãî ÷àþ, à Àëèñà âîçðàæàëà, ÷òî åé íå ÿñíî, êàê, ñîáñòâåííî, îíà
ìîãëà áû âûïèòü åùå, åñëè îíà íå ïèëà âîîáùå. �Âû èìååòå â âèäó, ÷òî âàì íå
ÿñíî, êàê âû ìîæåòå âûïèòü åùå ìåíüøå ÷àþ,- ñêàçàë Øëÿïî÷íèê,- íî âåäü ñîâñåì
íå òðóäíî âûïèòü áîëüøå, ÷åì íè÷åãî�. Ýòà òîíêîñòü Ëüþèñà Êàðîëëà áûëà,
âåðîÿòíî, îñòàâëåíà áåç âíèìàíèÿ åãî ÷èòàòåëÿìè, íå èìåâøèìè ïðåäñòàâëåíèÿ
î ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè, èáî ñ êàêîé ñòàòè íóæíî ïîä÷åðêèâàòü òîò
î÷åâèäíûé ôàêò, ÷òî òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ �÷àåïèòèå� íå ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ
â îòðèöàòåëüíîì êîëè÷åñòâå? Âîçìîæíî, ýòèì Êýððîë õîòåë ñêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòèêè
â òå÷åíèå ñòîëåòèé áûëè òàê çàíÿòû îáîáùåíèåì ÷èñëîâîé ñèñòåìû ñ öåëûõ ÷èñåë
íà äðîáè,  îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ìíèìûå ÷èñëà, ÷òî îíè ìàëî äóìàëè î òîì, êàê
óäåðæèâàòü ó÷àñòâóþùèå â çàäà÷àõ ïåðåìåííûå â èõ ïåðâîíà÷àëüíîé îáëàñòè
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïåðåìåííûõ ìîäåëè
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èçâåñòíî êàê óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè.

ÏÐÅÄÏÎËÎÆÅÍÈÅ 3: ÀÄÄÈÒÈÂÍÎÑÒÜ
Ñëåäóþùèé øàã â ïîñòðîåíèè ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêàÿ

ñîâîêóïíîñòü òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîëíûé
ðàñ÷åò òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà ìîæåò áûòü ñäåëàí ïî êàæäîìó èíãðåäèåíòó.
Ãîâîðÿ òî÷íî, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îáùåå êîëè÷åñòâî êàæäîãî èíãðåäèåíòà,
îïðåäåëåííîå ñèñòåìîé êàê öåëûì, áûëî ðàâíî ñóììå êîëè÷åñòâ, ïîñòóïàþùèõ â
ðàçëè÷íûå òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû, ìèíóñ ñóììà êîëè÷åñòâ, âûõîäÿùèõ èç íèõ.
Òàêèì îáðàçîì, â íàøåé àáñòðàêòíîé ñèñòåìå êàæäûé èíãðåäèåíò õàðàêòåðèçóåòñÿ
óðàâíåíèåì ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà, ðàçëè÷íûå ÷ëåíû êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé çàòðàòû èëè âûïóñê ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Â ïðèìåðå,
ñâÿçàííîì ñ êîíñåðâíûì çàâîäîì, ÷èñëî ÿùèêîâ, îòïðàâëåííûõ íà ñêëàä, äîëæíî
áûòü ïîëíîñòüþ ñáàëàíñèðîâàíî ñ êîëè÷åñòâàìè, ïîñòóïàþùèìè îò ðàçëè÷íûõ;
çàâîäîâ (âêëþ÷àÿ, âîçìîæíî, õðàíåíèå èëè èñïîëüçîâàíèå êàêèõ-ëèáî èçëèøêîâ).

ÏÐÅÄÏÎËÎÆÅÍÈÅ 4: ËÈÍÅÉÍÀß ÖÅËÅÂÀß ÔÓÍÊÖÈß
Îäèí èç èíãðåäèåíòîâ íàøåé ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê �öåííîñòíûé� â

òîì ñìûñëå, ÷òî îáùåå åãî êîëè÷åñòâî, ïðîèçâåäåííîå ñèñòåìîé, èçìåðÿåò
âûèãðûø ñèñòåìû. Ýòèì èíãðåäèåíòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ êâàëèôèöèðîâàííûé òðóä,
çàâåðøåííûå àãðåãàòû, èñïîëüçóåìûå ðåñóðñû, çàïàñû êîòîðûõ äåôèöèòíû,
ïîäîáíî îãðàíè÷åííîìó äåíåæíîìó áþäæåòó. Âêëàä êàæäîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî
ïðîöåññà â îáùèé âûèãðûø åñòü êîëè÷åñòâî öåííîñòíîãî èíãðåäèåíòà, êîòîðîå
ïîòðåáëÿåòñÿ èëè âûïóñêàåòñÿ â ýòîì òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü äîõîä, òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû,
êîòîðûå òðåáóþò äåíåã, âíîñÿò â îáùèé äîõîä îòðèöàòåëüíóþ âåëè÷èíó, à òå
òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû, êîòîðûå ïðîèçâîäÿò äåíüãè, âíîñÿò â îáùèé äîõîä
ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó. Ðàñõîäû äîìàøíåé õîçÿéêè íà êàæäûé èç âèäîâ ïèùè
â ïðèìåðå 2 § 1-2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòðèöàòåëüíûé âêëàä â îáùèé �äîõîä�
ñåìüè; â ýòîì ïðèìåðå íåò òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå áû âíîñèëè
ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó. Ýòà ÷åðòà ìîäåëè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèè.

ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß
Îïðåäåëåíèå òàêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ èíòåíñèâíîñòåé òåõíîëîãè÷åñêèõ

ïðîöåññîâ, ïðè êîòîðûõ êîëè÷åñòâà êàæäîãî èíãðåäèåíòà (äëÿ ýòèõ èíòåíñèâíîñòåé
òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà, à
âåëè÷èíà âûèãðûøà ìàêñèìàëüíà, íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé çàäà÷åé ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ðåàëüíîé ñèñòåìû, êàê â ëþáîì èç òðåõ ïðèìåðîâ
§ 1-2, â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîé ñèñòåìû, îáëàäàþùåé ïåðå÷èñëåííûìè âûøå
õàðàêòåðèñòèêàìè, íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çàäà÷à
ïëàíèðîâàíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ðåàëüíîé ñèñòåìû ïðåîáðàçîâàíà, òàêèì
îáðàçîì, â çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

3-2. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ
Ââèäó òîãî ÷òî ïîñòðîåíèå ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóùåñòâåííûé àñïåêò

ïëàíèðîâàíèÿ, òåïåðü áóäóò ñèñòåìàòèçèðîâàíû îòäåëüíûå øàãè, êîòîðûå äîëæíû
áûòü ïðåäïðèíÿòû ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîñëå
ýòîãî ìû ïîêàæåì, êàê ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü îïðåäåëÿåò çàäà÷ó ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñèìïëåêñ-ìåòîä êàê ñðåäñòâî ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ãë. 5. Â íàñòîÿùåé æå ãëàâå
ìû ïðèìåíèì ê äâóì òèïè÷íûì ïðèìåðàì ìåíåå îáùèé ãðàôè÷åñêèé ìåòîä.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü
ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò äîïóñòèìûå â ñèñòåìå ïëàíû. Ïîä äîïóñòèìûìè
ïëàíàìè äàëåå ïîíèìàþòñÿ òàêèå ïëàíû, êîòîðûå ìîãóò áûòü îñóùåñòâëåíû ïðè
ñîáëþäåíèè îãðàíè÷åíèé ñèñòåìû. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÷àñòî äàåò
âîçìîæíîñòü ñòîëü ãëóáîêîãî ïðîíèêíîâåíèÿ â ñèñòåìó è ïîëó÷åíèÿ ñâåäåíèé î
íåé, ÷òî åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áîëåå âàæíóþ çàäà÷ó, ÷åì òà çàäà÷à
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðîé îíî ïðåäøåñòâóåò. Ïîñòðîåíèå
ìîäåëè ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì ââèäó áîãàòñòâà, ðàçíîîáðàçèÿ è
íåîïðåäåëåííîñòè ðåàëüíîãî ìèðà. Òåì íå ìåíåå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
íåêîòîðûå ïðèíöèïû, âûäåëÿþùèå ïîñëåäîâàòåëüíûå øàãè â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ
ìîäåëè.

Èçëàãàåìàÿ äàëåå ñõåìà ýòîãî ïðîöåññà îñíîâàíà íà îñíîâíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
à) ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, á) íåîòðèöàòåëüíîñòè, â) àääèòèâíîñòè è ã) ëèíåéíîñòè
öåëåâîé ôóíêöèè, êîòîðûå ïîëîæåíû â îñíîâó ìîäåëè ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. ×èòàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîñìîòðåòü ýòè ïîíÿòèÿ è â
äàëüíåéøèõ ïðèìåðàõ âûÿâëÿòü ýòè õàðàêòåðèñòèêè ìîäåëåé.

Øàã 1. Îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ðàçëîæèòü âñþ
èçó÷àåìóþ ñèñòåìó íà âñå åå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû,
è äëÿ êàæäîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà âûáðàòü åäèíèöó, êîòîðîé ìîæíî
èçìåðèòü åãî îáúåì èëè èíòåíñèâíîñòü.

Øàã 2. Îïðåäåëèòü ñèñòåìó èíãðåäèåíòîâ. Îïðåäåëèòü êëàññû îáúåêòîâ,
èíãðåäèåíòîâ, êîòîðûå ïîòðåáëÿþòñÿ èëè ïðîèçâîäÿòñÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè
ïðîöåññàìè, è âûáðàòü åäèíèöó äëÿ èçìåðåíèÿ êàæäîãî èç íèõ. Âûáðàòü îäèí
èíãðåäèåíò òàê, ÷òîáû ÷èñòîå êîëè÷åñòâî åãî, ïðîèçâåäåííîå âñåé ñèñòåìîé,
èçìåðÿëî �çàòðàòû� (èëè òàê, ÷òîáû ýòî êîëè÷åñòâî ñî çíàêîì ìèíóñ èçìåðÿëî
�äîõîä�) âñåé ñèñòåìû.

Øàã 3. Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû çàòðàò - âûïóñêà. Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî
êàæäîãî èíãðåäèåíòà, ïîòðåáëåííîå èëè ïðîèçâåäåííîå ïðè èñïîëüçîâàíèè
êàæäîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà â óñëîâèÿõ åãî åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè. Ýòè
÷èñëà, êîýôôèöèåíòû çàòðàò-âûïóñêà, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ñâÿçûâàþùèå èíòåíñèâíîñòè ïðîèçâîäñòâåííûõ ñïîñîáîâ è
ïîòîêè èíãðåäèåíòîâ.

Øàã 4. Îïðåäåëèòü ýêçîãåííûå ïîòîêè. Îïðåäåëèòü ÷èñòûå çàòðàòû èëè âûïóñêè
èíãðåäèåíòîâ ìåæäó ñèñòåìîé, ðàññìàòðèâàåìîé êàê öåëîå, è âíåøíèì ìèðîì.

Øàã 5. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà. Âñåì òåõíîëîãè÷åñêèì
ïðîöåññàì ïðèïèñàòü íåèçâåñòíûå íåîòðèöàòåëüíûå èíòåíñèâíîñòè x

1
, x

2
, ...; çàòåì

äëÿ êàæäîãî èíãðåäèåíòà âûïèñàòü óðàâíåíèå ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà, êîòîðîå
óòâåðæäàåò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà ðàñõîäîâ ýòîãî èíãðåäèåíòà â êàæäîì
òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå (âûðàæåííûõ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ åãî èíòåíñèâíîñòè
íà ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò çàòðàò - âûïóñêà) ðàâíà ýêçîãåííîìó ïîòîêó
ýòîãî  èíãðåäèåíòà.

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ïîëó÷àåòñÿ ñîâîêóïíîñòü
ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, îïèñûâàþùèõ âñå äîïóñòèìûå ïëàíû ñèñòåìû. Ýòà
ñîâîêóïíîñòü è åñòü ìîäåëü ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïîñëå òîãî êàê ìîäåëü ïîñòðîåíà, çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â ìàòåìàòè÷åñêèõ òåðìèíàõ. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî
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èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïëàí äëÿ ñèñòåìû - ðàñïèñàíèå âðåìåíè è îáúåìà äåéñòâèé,
êîòîðûå äîëæíû áûòü âûïîëíåíû íàõîäÿùåéñÿ â çàäàííîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè
ñèñòåìîé äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ çàäàííîé öåëè.

ÇÀÄÀ×À ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß
Îïðåäåëèòü èíòåíñèâíîñòè âñåõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñèñòåìû, êîòîðûå

à) íåîòðèöàòåëüíû, á) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà è
â) ìèíèìèçèðóþò îáùóþ ñòîèìîñòü.

Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñîñòàâëÿåò
îñíîâíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðîé
ïîñâÿùåíû ìíîãèå èç ïîñëåäóþùèõ ãëàâ.

Â ïðèâåäåííûõ íèæå ïðèìåðàõ ïðè âûïîëíåíèè íàìè øàãîâ ïîñòðîåíèÿ
ìîäåëè íåîáõîäèìî îòìåòèòü îäíî îáñòîÿòåëüñòâî: ìû íå âñåãäà áóäåì çàâåðøàòü
ìîäåëü çà îäíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ. ×àñòî ñëó÷àåòñÿ, ÷òî íà íåêîòîðûå
òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû, îáû÷íî ñâÿçàííûå ñ óïðàâëåíèåì èñïîëüçóåìûìè
ðåñóðñàìè èëè ïåðåâûïîëíåíèåì òðåáîâàíèé, íå îáðàùàþò âíèìàíèÿ äî òåõ ïîð,
ïîêà óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà íå ïîòðåáóþò èõ âêëþ÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,
âîçâðàùåíèå îò øàãà 5 ê øàãó 1 èíîãäà áóäåò íåîáõîäèìî, ïðåæäå ÷åì áóäåò
çàâåðøåíî ïîñòðîåíèå ìîäåëè.

3-3. ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÀß ÇÀÄÀ×À
Â ïðèìåðå § 1-2 ñ êîíñåðâíûìè çàâîäàìè ìû ïîòðåáîâàëè, ÷òîáû ïëàí

ïåðåâîçîê ÿùèêîâ ìèíèìèçèðîâàë îáùóþ ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê îò çàâîäîâ ê
ñêëàäàì. Äëÿ òîãî ÷òîáû óïðîñòèòü ýòó çàäà÷ó, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äâà
çàâîäà, çàâîä I è çàâîä II, è òðè ñêëàäà, îáîçíà÷åííûå ÷åðåç À, Â è Ñ. Íàëè÷èå
ÿùèêîâ ñ êîíñåðâàìè íà çàâîäàõ è èõ ïîòðåáíîñòè íà ñêëàäàõ ñëåäóþùèå:

I â À, ïîòðåáóþò â êà÷åñòâå çàòðàò 1. õ ÿùèêîâ è 2,5. õ äîëë. ðàñõîäîâ; â êà÷åñòâå
âûïóñêà áóäåò ïðîèçâåäåíî 1. õ ÿùèêîâ â À.

Êàêèì îáðàçîì ýòîò òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ îñóùåñòâëÿåòñÿ è ÷òî èìåííî
ïðîèñõîäèò ñ ÿùèêîì ìåæäó åãî ïóíêòàìè îòïðàâëåíèÿ è íàçíà÷åíèÿ, íå âõîäèò â
çàäà÷ó ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ýòîì ñìûñëå òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ äåéñòâèòåëüíî
ñòàíîâèòñÿ �÷åðíûì ÿùèêîì�, â êîòîðûé íåêîòîðûå èíãðåäèåíòû ïîñòóïàþò, à
äðóãèå âûõîäÿò; â íàøåì ñëó÷àå âûïóñê åñòü àíàëîãè÷íûé èíãðåäèåíò, íî â äðóãîì
ìåñòå.

Èçëèøêè ïðîèçâîäñòâà (100 ÿùèêîâ) äîëæíû íå ïåðåâîçèòüñÿ, à îñòàâàòüñÿ
íà ìåñòå. Ñòîèìîñòè ïåðåâîçêè êàæäîãî ÿùèêà îò ëþáîãî çàâîäà äî êàæäîãî ñêëàäà
ïðèâåäåíû â òàáëèöå ñòîèìîñòåé ïåðåâîçîê (1). Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
îïðåäåëèòü ÷èñëî ÿùèêîâ, êîòîðîå íóæíî ïåðåâåçòè ñ êàæäîãî çàâîäà íà êàæäûé
ñêëàä äëÿ ìèíèìèçàöèè îáùèõ òðàíñïîðòíûõ ðàñõîäîâ.

Íàëè÷èå ÿùèêîâ Ïîòðåáíîñòè â ÿùèêàõ
350 íà çàâîäå I 300 íà ñêëàäå À
650 íà çàâîäå II 300 íà ñêëàäå Â

300 íà ñêëàäå Ñ
1000 îáùåå íàëè÷èå 900 îáùàÿ ïîòðåáíîñòü

Òàáëèöà ñòîèìîñòåé ïåðåâîçîê
(â äîëë. çà ÿùèê)

Ñêëàäû
Êîíñåðâíûå çàâîäû Íüþ-Éîðê ×èêàãî Êàíçàñ-Ñèòè

(À) (Â) (Ñ) (1)
Ñèýòë (I) 2,5 1,7 1,8
Ñàí-Äèåãî (II) 2,5 1,8 1,4

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü ìîäåëü, êîòîðàÿ îïèñûâàåò âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó
íàëè÷èÿìè ÿùèêîâ íà çàâîäàõ è ïîòðåáíîñòÿìè íà ñêëàäàõ, ìû íà÷íåì ñ àíàëèçà
îäíîé èç ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, à èìåííî ñ òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà,
ñîñòîÿùåãî â ïåðåâîçêå ñ îäíîãî çàâîäà íà îäèí ñêëàä. Ïåðåâîçêà ÿùèêà ñ çàâîäà
I íà ñêëàä À (ò. å. èç Ñèýòëà â Íüþ-Éîðê) ïîêàçàíà íà äèàãðàììå (2). Â êà÷åñòâå
çàòðàò îíà òðåáóåò äâóõ èíãðåäèåíòîâ: îäèí ÿùèê â Ñèýòëå è 2,5 äîëë. ðàñõîäîâ. Â
êà÷åñòâå âûïóñêà îíà ïðîèçâîäèò îäèí èãðåäèåíò: îäèí ÿùèê â Íüþ-Éîðêå. Îñíîâíîå
ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî õ ÿùèêîâ, êîòîðûå äîëæíû áûòü îòïðàâëåíû èç

Ñõåìà �÷åðíîãî ÿùèêà� òðàíñïîðòíîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà

Ïðèìåð ñ êîíñåðâíûìè çàâîäàìè ñîäåðæèò øåñòü òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ,
êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øåñòü âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïåðåâîçêè ÿùèêîâ îò
äâóõ çàâîäîâ ê òðåì ñêëàäàì. Ìîæíî òàêæå õðàíèòü ïðîäóêöèþ íà çàâîäàõ, ÷òî
ïðèâîäèò ê äðóãîãî ðîäà âîçìîæíîé ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè, òåõíîëîãè÷åñêîìó
ïðîöåññó, ñîñòîÿùåìó â õðàíåíèè. Õðàíåíèå ïîòðåáëÿåò èíãðåäèåíò è ñòîèìîñòü
(èçìåðåííûå â ýòîì ïðèìåðå â äîëëàðàõ); â íåêîòîðûé ìîìåíò t è ïðîèçâîäèò
ýòîò èíãðåäèåíò â íåêîòîðûé áîëåå ïîçäíèé ìîìåíò t + 1.

Ñõåìà �÷åðíîãî ÿùèêà� òèïè÷íîãî ïðîöåññà õðàíåíèÿ

Ñõîäñòâî òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îïèñàííûõ íà ñõåìàõ (2) è (3), ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ïåðåâîçêà åñòü ïðåîáðàçîâàíèå â ïðîñòðàíñòâå, à õðàíåíèå -
ïðåîáðàçîâàíèå âî âðåìåíè. Ââèäó òîãî ÷òî â íàøåé êîíêðåòíîé çàäà÷å ìû íå
áóäåì ðàññìàòðèâàòü íè âûïóñêè â áîëåå ïîçäíèå ìîìåíòû âðåìåíè, íè
ïðèïèñûâàíèå êàêèõ-ëèáî ñòîèìîñòåé õðàíåíèþ, ýòè äâà ïðîöåññà õðàíåíèÿ ïðèìóò
óïðîùåííóþ ôîðìó (4).

(4)

(2)

(3)
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Øàã 1. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðâûé øàã ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè. Ìû íà÷íåì ñ
ñîñòàâëåíèÿ (5) ñïèñêà âîñüìè âîçìîæíûõ ïðîöåññîâ ïåðåâîçêè è õðàíåíèÿ. Äëÿ
óäîáñòâà ñëåâà îò ýòèõ ñïîñîáîâ âûïèñàíû íîìåðà äëÿ ññûëîê; òàê,
òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ �4� åñòü �ïåðåâîçêà èç II â À�. Â êà÷åñòâå åäèíèöû äëÿ
èçìåðåíèÿ îáúåìà ïåðåâîçêè èëè õðàíåíèÿ åñòåñòâåííî âûáðàòü îäèí ÿùèê; îäíàêî
äëÿ êàæäîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà ìîæíî áûëî áû âûáðàòü ñâîþ åäèíèöó
èçìåðåíèÿ. Íàïðèìåð, åäèíèöåé ïåðâîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà ìîãëè áû
áûòü äåñÿòêè ïåðåâåçåííûõ ÿùèêîâ, à âòîðîé ìîã áû èçìåðÿòüñÿ â äîëëàðàõ
òðàíñïîðòíûõ ðàñõîäîâ è ò. ä.

Ïåðå÷åíü òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
1. Ïåðåâîçêà îò I äî À 5. Ïåðåâîçêà îò II äî Â
2.     "    "        I äî Â 6.      "      " II äî Ñ (5)
3.     "     "          I äî Ñ 7. Õðàíåíèå èçëèøêîâ â I
4.     "     "          II äî À 8.    "        "     â II

Øàã 2. Ìîæíî áûëî áû ïîëàãàòü, ÷òî, êðîìå ñòîèìîñòåé, èìååòñÿ åùå òîëüêî
îäèí âèä èíãðåäèåíòà, à èìåííî ÿùèê. Îäíàêî ýêîíîìèñòû óêàçûâàþò, ÷òî
àíàëîãè÷íûå èíãðåäèåíòû â ðàçíûõ ìåñòàõ  èëè æå â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè
ÿâëÿþòñÿ â ñóùíîñòè ðàçëè÷íûìè èíãðåäèåíòàìè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèìè öåëÿìè
ìû èãíîðèðóåì èçìåíåíèå âðåìåíè è ñîñðåäîòî÷èìñÿ òîëüêî íà ïåðåìåùåíèÿõ
èç îäíèõ ìåñò â äðóãèå. Ñîãëàñíî ýòîìó, ïîëó÷èòñÿ ñïèñîê èç øåñòè èíãðåäèåíòîâ,
îòðàæàþùèõ äâà çàâîäà, òðè ñêëàäà è èíãðåäèåíò ñòîèìîñòè (äåíüãè). Ñëåâà ê
èíãðåäèåíòàì, âûïèñàííûì â (6), ïðèïèñàíû íîìåðà äëÿ ññûëîê; òàê, èíãðåäèåíò 4
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �ÿùèêè â Â�. Äëÿ êàæäîãî èç èíãðåäèåíòîâ 1-5 â êà÷åñòâå
åäèíèöû èçìåðåíèÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îäèí ÿùèê, à äëÿ èíãðåäèåíòà 6, ò. å.
ñòîèìîñòè - îäèí äîëëàð.

Ïåðå÷åíü èíãðåäèåíòîâ
1. ßùèêè â I 4. ßùèêè â Â (6)
2.    "   " II 5.    "    " Ñ
3.    "   " À 6. Ñòîèìîñòè (äîëë.)

Øàã 3. Ïðè âûïèñûâàíèè êîýôôèöèåíòîâ çàòðàò - âûïóñêà â ìîäåëè áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå îá àëãåáðàè÷åñêîì çíàêå êîýôôèöèåíòà:
çàòðàòû áóäóò ñ÷èòàòüñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, à âûïóñê - îòðèöàòåëüíûì. Ñèìâîëè÷åñêè:

(7)

Ìû íå áóäåì, îäíàêî, çàïèñûâàòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â òàêîì âèäå, à
ðàñïîëîæèì èõ â ôîðìå òàáëèöû (ñì. òàáë. 3-3-I).

Êàæäîìó òåõíîëîãè÷åñêîìó ïðîöåññó â ýòîé òàáëèöå ñîîòâåòñòâóåò
âåðòèêàëüíûé ñòîëáåö, à êàæäîìó èíãðåäèåíòó - ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòðîêà; íà
ïåðåñå÷åíèè êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà ìû ïîìåùàåì êîýôôèöèåíò çàòðàò
- âûïóñêà ñî çíàêîì äëÿ òîãî èíãðåäèåíòà, êîòîðûé òðåáóåòñÿ åäèíè÷íîé
èíòåíñèâíîñòüþ òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà.

Òàêèì îáðàçîì, òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ 4, ïðèìåíåííûé ñ åäèíè÷íîé
èíòåíñèâíîñòüþ äëÿ ïåðåâîçêè (îäíîãî ÿùèêà) èç II â À, èìååò â êà÷åñòâå çàòðàò
îäèí ÿùèê â II (êîýôôèöèåíò +1 â ñòðîêå 2, ñòîëáöå 4) è 2,5 äîëë. (êîýôôèöèåíò
+2,5 â ñòðîêå 6, ñòîëáöå 4); â êà÷åñòâå âûïóñêà îí èìååò îäèí ÿùèê â À
(êîýôôèöèåíò -1 â ñòðîêå 3, ñòîëáöå 4). Ñîñòàâëåíèå ýòîé òàáëèöû ëåãêî
êîíòðîëèðóåòñÿ ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ êàæäîé ñòðîêè äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü,
ïðîèçâåäåí èëè íåò ïîëíûé ðàñ÷åò ïî êàæäîìó èíãðåäèåíòó; òàê, â ñòðîêå 1
èíãðåäèåíò 1 (ÿùèêè â I) âõîäèò  òîëüêî â êà÷åñòâå çàòðàò, è ýòè çàòðàòû
ïîòðåáëÿþòñÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè 1, 2, 3 è 7; à â ñòðîêå 3 èíãðåäèåíò 3
(ÿùèêè â À) âûñòóïàåò òîëüêî êàê âûïóñê òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ 1 è 4.

Øàã 4. Ýêçîãåííûå (âíåøíèå) ïîòîêè, ïîñòóïàþùèå â ñèñòåìó è òðåáóåìûå
îò ñèñòåìû êàê öåëîãî, ïîêàçàíû íà ñõåìå (8) â âèäå �÷åðíîãî ÿùèêà�. Çàòðàòû
ñóòü ÿùèêè, èìåþùèåñÿ â ðàñïîðÿæåíèè ñèñòåìû â I è II, à âûïóñêè ñóòü ïîòîêè,
òðåáóåìûå îò ñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî ïîêà åùå íå áûëè îïðåäåëåíû äåíåæíûå
çàòðàòû. Îíè äîëæíû áûòü êàê ìîæíî ìåíüøå. Äî òåõ ïîð, ïîêà îíè íå îïðåäåëåíû,
îíè áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç z.

Òàáëèöà 2-3-I
Òàáëèöà êîýôôèöèåíòîâ - òðàíñïîðòíàÿ ìîäåëü

(8)

Ïîëåçíî âûïèñàòü ýòè ýêçîãåííûå ïîòîêè â ñòîëáåö, óïîðÿäî÷åííûé ïî
èíãðåäèåíòàì, àíàëîãè÷íî ñòîëáöó äëÿ êàæäîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà â òàáë.
3-3-I. Ýòî ñäåëàíî â òàáë. (9), ãäå äîëæíî èñïîëüçîâàòüñÿ òî æå ñàìîå ñîãëàøåíèå
îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷åñêîãî çíàêà ýêçîãåííûõ ïîòîêîâ, êîòîðîå ïðèíÿòî
îòíîñèòåëüíî ïîòîêîâ â êàæäûé òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ âíóòðè ñèñòåìû, ïîòîìó
÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà ïîòîêà ïî âñåì òåõíîëîãè÷åñêèì ïðîöåññàì áóäåò
ïðèðàâíåíà ê ýêçîãåííûì ïîòîêàì. Ñëåäîâàòåëüíî, ýêçîãåííûå çàòðàòû áóäóò
ïîëîæèòåëüíû, à ýêçîãåííûå âûïóñêè îòðèöàòåëüíû. Òàêèì îáðàçîì:

(9)
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Øàã 5. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó èç òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ 1, 2, ......, 8
íåèçâåñòíóþ è ïîäëåæàùóþ îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
èíòåíñèâíîñòü ýòîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà. Îáû÷íî ìû îáîçíà÷àåì
èíòåíñèâíîñòü òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà 1 ÷åðåç x

1
, òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà

2 ÷åðåç x
2
, ..., òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà 8 ÷åðåç õ

8
.

Èñïîëüçóÿ òàáëèöó êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷åííóþ íà øàãå 3, òåïåðü ëåãêî
çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà äëÿ ñèñòåìû, ïî êàæäîìó èíãðåäèåíòó.

Äëÿ èíãðåäèåíòà 1 (ÿùèêè â I) òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû, ïîòðåáëÿþùèå
åãî, ñóòü 1, 2, 3 è 7 (ïåðåâîçêè, õðàíåíèå â I). Ââèäó òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíòû çàòðàò
- âûïóñêà, ñâÿçàííûå ñ èíãðåäèåíòîì 1, âñå ðàâíû +1, ÷èñòûé ïîòîê èíãðåäèåíòà
1 â òî÷íîñòè ðàâåí

1* x
1
+1* x

2
+1*x

3
+1* x

7
.

Ýòîò ïîòîê äîëæåí áûòü ðàâåí ýêçîãåííîìó ïîòîêó â ñèñòåìó èíãðåäèåíòà
1, êîòîðûé ðàâåí 350. Ýòî äàåò íàì ïåðâîå óðàâíåíèå ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà

x
1
 + x

2
 + x

3
 + õ

7
 = 350.

Òî÷íî òàê æå óðàâíåíèå ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà äëÿ èíãðåäèåíòà 2 (ÿùèêè â
II) åñòü

x
4
 + x

5
 + x

6
 + õ

8
 = 650.

Äëÿ èíãðåäèåíòà 3 (ÿùèêè â À) óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò èíîé âèä. Çäåñü
òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû 1 è 4, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïåðåâîçêè â À, èìåþò
êîýôôèöèåíòû -1 è íèêàêèå äðóãèå òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû íå âêëþ÷àþò
èíãðåäèåíò 3. ×èñòûé ïîòîê ðàâåí

-1*x
1 
- 1*x

4
,

è ââèäó òîãî, ÷òî ýêçîãåííûé ïîòîê åñòü âûïóñê -300, óðàâíåíèå áóäåò òàêèì:
-x

1 
- x

4
 = -300.

Îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå èíãðåäèåíòàì 4 è 5, äàþò àíàëîãè÷íûé
ðàñ÷åò ÿùèêîâ â Â è Ñ, ò.å. ñîîòâåòñòâåííî:

-x
2 
- x

5
 = - 300,

-x
3 
- x

6
 = -300.

Ýòè óðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè çàïèñàíû â âèäå òàáë. 3-3-II è â ôîðìå
ñèñòåìû óðàâíåíèé (11).

Íàêîíåö, ïîòîê â ñèñòåìó èíãðåäèåíòà 6, î÷åâèäíî, îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì
2,5x

1
 +1,7x

2
+1,8x

3
+ 2,5x

4
+1,8x

5
+1,4x

6
.

Ìû ïðèâåäåì ýòî âûðàæåíèå ê âèäó óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà,
ïðèðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ê íåîïðåäåëåííûì äåíåæíûì çàòðàòàì z.  (Íàïîìíèì
ïðè ýòîì, ÷òî ìû åùå íå çíàåì, êàêîå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå äîëæíî èìåòü z.)

2,5x
1
 +1,7x

2
+1,8x

3
+2,5x

4
+1,8x

5
+1,4x

6
 = z.

Òåïåðü øàã 5 çàâåðøåí.

ÌÎÄÅËÜ Â ÔÎÐÌÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Ñèñòåìà óðàâíåíèé ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà, ïîëó÷åííàÿ çäåñü, âìåñòå ñ

óñëîâèÿìè íåîòðèöàòåëüíîñòè èíòåíñèâíîñòåé x
1
, . . . , x

8
 âñåõ òåõíîëîãè÷åñêèõ

ïðîöåññîâ ñîñòàâëÿåò ìîäåëü ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ýòîé òðàíñïîðòíîé
çàäà÷è. Ýòè óðàâíåíèÿ âûðàæåíû íåðàâåíñòâàìè (10) è ðàâåíñòâàìè (11), êîòîðûå
âìåñòå è ñîñòàâëÿþò òî, ÷òî íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ â ôîðìå óðàâíåíèé.

ÒÀÁËÈÖÀ
Òàáëèöà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äàåò êàê êîìïàêòíóþ ôîðìó äëÿ çàïèñè

äàííûõ ìîäåëè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàê è ìåòîä ïîëó÷åíèÿ èç ýòèõ äàííûõ
óðàâíåíèé ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà, ìèíóÿ ïîäðîáíûå ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå
òåì, êîòîðûå ìû ïðîâîäèëè íà øàãå 5.

Òàáëèöåé äëÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òàáë. 3-3-II.

à) Ñïèñîê òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñèñòåìû è èõ íåèçâåñòíûõ èíòåíñèâíîñòåé.
á) Ñïèñîê èíãðåäèåíòîâ ñèñòåìû.

Êîýôôèöèåíòû çàòðàò - âûïóñêà ñèñòåìû ðàñïîëîæåíû â ñòîëáöàõ ïî
òåõíîëîãè÷åñêèì ïðîöåññàì è â ñòðîêàõ ïî èíãðåäèåíòàì, êàê â �òàáëèöå
êîýôôèöèåíòîâ� 3-3-I è çàòåì â �òàáëè÷íîé ôîðìå� 3-3-II.

â) Ýêçîãåííûå ïîòîêè â ñèñòåìó, â ñòîëáöå, êàê â (9).
Ñîîòíîøåíèå â òàáë. 3-3-II ìåæäó ìîäåëüþ â ôîðìå óðàâíåíèé è åå òàáëè÷íîé

ôîðìîé äîëæíî áûòü âíèìàòåëüíî èçó÷åíî. Òàáëèöà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç
óðàâíåíèé âûïèñûâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïðè èíòåíñèâíîñòÿõ òåõíîëîãè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ õ

1
, ..., õ

8
, ò. å. îòáðàñûâàíèåì áóêâ, îáîçíà÷àþùèõ âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ

íåèçâåñòíûå. Åñëè ìîäåëü ïðåäñòàâëåíà â òàáëè÷íîé ôîðìå, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ,

Òàáëèöà 3-3-II
Ìîäåëü ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è

Òàáëè÷íàÿ ôîðìà
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÷òî óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè (10) âûïîëíåíû â òàáë. 3-3-II; ñ äðóãîé ñòîðîíû,
óðàâíåíèÿ (II) ìîãóò áûòü ñðàçó âîññòàíîâëåíû èç òàáëèöû îáðàçîâàíèåì â êàæäîé
ñòðîêå, ñîîòâåòñòâóþùåé èíãðåäèåíòó, ïðîèçâåäåíèé êîýôôèöèåíòîâ çàòðàò -
âûïóñêà íà ñîîòâåòñòâóþùèå íåèçâåñòíûå èíòåíñèâíîñòè òåõíîëîãè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ, ñóììèðîâàíèåì âäîëü âñåé ñòðîêè è ïðèðàâíèâàíèåì ýòîãî âûðàæåíèÿ
äëÿ ÷èñòîãî ïîòîêà ýêçîãåííîìó ïîòîêó èíãðåäèåíòà.

ÇÀÄÀ×À ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß
Íàêîíåö, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó äëÿ íàøåãî êîíêðåòíîãî ïðèìåðà.

Îíà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü èíòåíñèâíîñòè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
õ

1
, õ

2
, ..., õ

8
, êîòîðûå à) íåîòðèöàòåëüíû (ñîîòíîøåíèÿ (10), òàáë. 3-3-II), á)

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà (11) è â) ìèíèìèçèðóþò Z.

3-4. ÏÐÈÌÅÐÛ ÑÌÅØÈÂÀÍÈß
×àñòî âñòðå÷àåòñÿ îäèí òèï çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðûé

âõîäèò ñìåøèâàíèå. Òèïè÷íûì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåð, ñâÿçàííûé ñ çàêóïêîé ðàçëè÷íûõ
òîâàðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò èçâåñòíûå õàðàêòåðèñòèêè è öåíû. Çàäà÷à ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû äàòü ðåöåïò, óêàçûâàþùèé, êàêîå êîëè÷åñòâî êàæäîãî òîâàðà ñëåäóåò
çàêóïèòü ñ òåì, ÷òîáû ïîñëå ñìåøèâàíèÿ âñåõ êóïëåííûõ òîâàðîâ õàðàêòåðèñòèêè
ñìåñè ëåæàëè â ïðåäåëàõ çàäàííûõ ãðàíèö, à îáùàÿ çàêóïî÷íàÿ öåíà áûëà
ìèíèìàëüíà.

Â ïðèìåðå, êîòîðûé ìû çäåñü ïðèâîäèì, õàðàêòåðèñòèêè ñìåñè îïðåäåëåíû
òî÷íî. Êàê áóäåò âèäíî ïîçæå, â ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòèêè ñìåñè äîëæíû ëåæàòü
ìåæäó íåêîòîðûìè íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàìè, äîñòàòî÷íû ëèøü íåáîëüøèå
èçìåíåíèÿ ìîäåëè.

ÇÀÄÀ×À Î ÑÌÅÑßÕ I
Ïðåäïðèíèìàòåëü ñîáèðàåòñÿ ïðîèçâîäèòü ñïëàâ, ñîäåðæàùèé 30% ñâèíöà,

30% öèíêà è 40% îëîâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ðûíêå èìåþòñÿ ñïëàâû À, Â, Ñ, ...,
ñîñòàâû è öåíû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â òàáë. (1). Êàêîå êîëè÷åñòâî ñïëàâà êàæäîãî
òèïà ñëåäóåò çàêóïèòü íà êàæäûé ôóíò ïðîèçâîäèìîé ñìåñè äëÿ ìèíèìèçàöèè
çàòðàò?

Î÷åâèäíî, ïðåäïðèíèìàòåëü ìîæåò îãðàíè÷èòüñÿ ïîêóïêîé òîëüêî ñïëàâà Å,
íî îí ñòîèò 7,60 äîëë. çà ôóíò. Åñëè îí êóïèò ïî 1/4 ôóíòà êàæäîãî èç ñïëàâîâ À, Â,
Ñ è D, òî îí òàêæå ïîëó÷èò îäèí ôóíò ñìåñè â 30 - 30 - 40%, íî óæå çà 5,05 äîëë.;
1/4 ôóíòà À, 1/4 ôóíòà Â è 1/2 ôóíòà Í ñíîâà äàäóò îäèí ôóíò ñìåñè ñ íóæíîé
ïðîïîðöèåé, íî çà 5,55 äîëë. Ïîñëå íåáîëüøîãî ÷èñëà ïîäîáíûõ ïðîá
ïðåäïðèíèìàòåëü âïîëíå ìîæåò íàéòè áîëåå îáùèé ïîäõîä ê ýòîé çàäà÷å.

äàííûå îòíîñèòåëüíî ýêçîãåííûõ ïîòîêîâ, ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû áûëî ïðîèçâåäåíî
íåêîòîðîå îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî ñïëàâà. ßñíî, ÷òî ðåöåïò, äàþùèé íàèáîëåå
ýêîíîìè÷íûé ïëàí çàêóïêè íà îäèí ôóíò âûïóñêà ñïëàâà, ìîæåò áûòü ñðàçó
ïðåâðàùåí â ðåöåïò, äàþùèé ñàìûé ýêîíîìè÷íûé ïëàí çàêóïêè íà n ôóíòîâ
âûïóñêà ïóòåì óìíîæåíèÿ íà n âñåõ èíòåíñèâíîñòåé, ó÷àñòâóþùèõ â ìîäåëè
òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òàêèì îáðàçîì, ìû îãðàíè÷èì îáúåìû
òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ òåìè êîìáèíàöèÿìè, êîòîðûå ïðîèçâîäÿò îäèí ôóíò
ñïëàâà. Ýòî îãðàíè÷åíèå âûðàæåíî ïîçæå íåÿâíî ïðè ñîñòàâëåíèè ýêçîãåííûõ
ïîòîêîâ (6), à çàòåì ÿâíî â óðàâíåíèÿõ  ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà (8).

Ýòî ñîãëàøåíèå èìååò åùå îäíî ïîëåçíîå ñëåäñòâèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî
òðåáîâàíèå ïðîöåíòíîãî ñîñòàâà â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è òåïåðü ñòàíîâèòñÿ
áîëåå êîíêðåòíûì: ñìåñü äîëæíà ñîäåðæàòü 0,3 ôóíòà ñâèíöà, 0,3 ôóíòà öèíêà è
0,4 ôóíòà îëîâà. (×àñòî íà÷èíàþùèé ïûòàåòñÿ ôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó, íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùåå ïðîèçâåäåííîå êîëè÷åñòâî, è â ýòîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ òðóäíî
èíòåðïðåòèðîâàòü óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà, êîãäà îíè çàïèñûâàþòñÿ â
òåðìèíàõ ïðîöåíòíîãî ñîñòàâà, à íå â àáñîëþòíûõ êîëè÷åñòâàõ.)

Øàã 1. Îïðåäåëåíèå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Åäèíñòâåííûå òåõíîëîãè÷åñêèå
ïðîöåññû, êîòîðûå íàì íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü, ñóòü çàêóïêè êàæäîãî èç äåâÿòè
ñïëàâîâ, òàê êàê ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåñü çàêóïëåííûé ìåòàëë ïîäâåðãíåòñÿ
ñìåøèâàíèþ. Åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòüþ äëÿ êàæäîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà
áóäåò çàêóïêà îäíîãî ôóíòà ñïëàâà.

Ïåðå÷åíü òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
1. Çàêóïêà ñïëàâà À;   èíòåíñèâíîñòü õ

1
2. "        " Â; " x

2
3. " " Ñ; " x

3
4. " " Â; " x

4
(2)

5. " " Å; " õ
5

6. " " F; " õ
6

7. " " G; " õ
7

8. " " Í; " x
8

9. " " I; " x
9

Øàã 2. Îïðåäåëåíèå èíãðåäèåíòîâ. Òåïåðü ìîæíî âûïèñàòü ðàññìàòðèâàåìûå
â ñèñòåìå èíãðåäèåíòû:

Ïåðå÷åíü èíãðåäèåíòîâ
1. Îáùåå êîëè÷åñòâî ìåòàëëà â ôóíòàõ
2. Êîëè÷åñòâî ñâèíöà "   "
3.     " öèíêà "    " (3)
4.     " îëîâà "   "
5. Ñòîèìîñòü (äîëë.)

Øàã 3. Êîýôôèöèåíòû çàòðàò - âûïóñêà. Â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè ìû ïðèìåì
ïåðâóþ èç òðåõ òî÷åê çðåíèÿ, ïåðå÷èñëåííûõ â ñíîñêå1. Òèïè÷íûé òåõíîëîãè÷åñêèé
ïðîöåññ - ñêàæåì, ñïîñîá 1, çàêóïêà ñïëàâà À, åñëè èñïîëüçîâàòü äàííûå òàáë. (1),
èìååò âèä

Ïðè ôîðìóëèðîâêå ìîäåëè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ýòîãî ïðèìåðà
ìû äîëæíû ïðåæäå âñåãî çàìåòèòü, ÷òî çàäà÷à î ñìåñÿõ íå áûëà ïîñòàâëåíà â
ñòîëü æå èñ÷åðïûâàþùåì âèäå, êàê, ñêàæåì, òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à èç ïðåäûäóùåãî
ïàðàãðàôà. Çäåñü íå áûëè îïðåäåëåíû êîëè÷åñòâà ñâèíöà, öèíêà è îëîâà â
îêîí÷àòåëüíîé ñìåñè, à áûëè óêàçàíû ëèøü èõ äîëè è òðåáîâàëîñü ìèíèìèçèðîâàòü
ñòîèìîñòü êàæäîãî ôóíòà âûïóñêà.  Ââèäó òîãî ÷òî íàì íåîáõîäèìû îïðåäåëåííûå

Äàííûå äëÿ çàäà÷è î ñìåñÿõ I
Òðåáóåìàÿ

Ñïëàâ À Â Ñ    D Å F G Í I      ñìåñü
% ñâèíöà 10 10 40 60 30 30 30 50 20 30
% öèíêà 10 30 50 30 30 40 20 40 30 30(1)
% îëîâà 80 60 10 10 40 30 50 10 50 40
Ñòîèìîñòè çà 4,1 4,3 5,8 6,0 7,6 7,5 7,3 6,9 7,3 min
ôóíò â äîëë.

________________________________________________________________________________
1 Èìåþòñÿ òðè òî÷êè çðåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïðèíÿòü ïðè ôîðìóëèðîâêå ýòîé ìîäåëè: 1) òî÷êà çðåíèÿ

ïîêóïàòåëÿ ñïëàâà, êîòîðàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ïîëó÷àåò äîëëàðû è âûïóñêàåò âêëàäû â ôóíòû ãîòîâîé
ñìåñè è â õàðàêòåðèñòèêè ñâèíöà,  îëîâà, öèíêà; 2) òî÷êà çðåíèÿ ïðîèçâîäÿùåãî ñìåñü, êîòîðàÿ ñîñòîèò â
òîì, ÷òî îí ïîëó÷àåò âêëàäû â õàðàêòåðèñòèêè ñâèíöà, îëîâà, öèíêà è âûïóñêàåò äîëëàðû è ôóíòû ãîòîâîé
ñìåñè; 3) òî÷êà çðåíèÿ ïîëó÷àòåëÿ ãîòîâîé ñìåñè, êîòîðàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ïîëó÷àåò ãîòîâûé ìåòàëë è
âêëàäû â õàðàêòåðèñòèêè ñâèíöà, îëîâà, öèíêà è âûïóñêàåò äåíüãè.

(4)
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Àíàëîãè÷íî êàæäûé èç äåâÿòè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ èìååò îäèí âõîä è
÷åòûðå âûõîäà. Êàæäûé òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ èìååò, êîíå÷íî, â êà÷åñòâå
âûïóñêà îäèí ôóíò ìåòàëëà; îñòàëüíûå ýëåìåíòû òàáë. 3-4-I, êîýôôèöèåíòû çàòðàò
- âûïóñêà, ïîëó÷åíû íåïîñðåäñòâåííî èç äàííûõ òàáë. (1).

ÇÀÄÀ×À Î ÑÌÅÑßÕ II
Ðàññìîòðåííàÿ âûøå ÷àñòíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåñêîëüêî

òðóäíà äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî ðåøåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäóò èçëîæåíû â ãë.
5 ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäû. (Ýòà çàäà÷à ïðåäëîæåíà â âèäå ïðèìåðà 2 ýòîé ãëàâû.)
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åå ðåøåíèå åñòü õ

1
 = 0, x

2
 = 3/5, õ

4
 = 2/3, à âñå îñòàëüíûå

òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû ïðèìåíÿþòñÿ ñ íóëåâîé èíòåíñèâíîñòüþ. Ìèíèìàëüíàÿ
ñòîèìîñòü îäíîãî ôóíòà ìåòàëëà ðàâíà 4,98 äîëë. Ðàññìîòðèì, îäíàêî, âìåñòî
ýòîé çàäà÷è äðóãóþ, áîëåå ëåãêóþ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû óïðîñòèòü çàäà÷ó î ñìåñÿõ äî òàêîé ñòåïåíè, ÷òîáû åå ìîæíî
áûëî ðåøèòü ãðàôè÷åñêè, ïîïûòàåìñÿ íàéòè ñàìóþ äåøåâóþ ñìåñü ñïëàâîâ, êîòîðàÿ
áóäåò èìåòü 0,4 ôóíòà îëîâà â êàæäîì ôóíòå ìåòàëëà (îñòàëüíûå 0,6 ôóíòà ìåòàëëà
ìîãóò ñîñòîÿòü èç ñâèíöà è öèíêà â ëþáîì ñîîòíîøåíèè). Ýòî, êîíå÷íî, íå òà

Òàáëèöà 3-4-I
Òàáëèöà êîýôôèöèåíòîâ: çàäà÷à î ñìåñÿõ I

Øàã 4. Ýêçîãåííûå ïîòîêè. Îíè ïîêàçàíû â ôîðìå "÷åðíîãî ÿùèêà" íà
äèàãðàììå (5) è â âèäå ñïèñêà â (6):

Ýêçîãåííûå ïîòîêè - çàäà÷à î ñìåñÿõ I

(5)

Èíãðåäèåíòû Ýêçîãåííûå ïîòîêè
1. Ìåòàëë -1,0
2. Ñâèíåö -0,3 (6)
3. Öèíê -0,3
4. Îëîâî -0,4
5. Ñòîèìîñòè (äîëë.) z(min)

Øàã 5. Óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà. Ìîäåëü â ôîðìå óðàâíåíèé ìîæåò
áûòü ñîáðàíà íåïîñðåäñòâåííî èç ðåçóëüòàòîâ øàãîâ 3 è 4. Êîìáèíèðóÿ òàáëèöó
êîýôôèöèåíòîâ (òàáë. 3-4-I) è ñïèñîê ýêçîãåííûõ ïîòîêîâ (6), ìû ïðèõîäèì ê
òàáëè÷íîé ôîðìå íàøåé ìîäåëè, ïîêàçàííîé â òàáë. 3-4-II.

Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ìîäåëè ñìåøèâàíèÿ I. Îïðåäåëèòü
èíòåíñèâíîñòè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ õ

1
, õ

2
, ..., x

9
, êîòîðûå à) íåîòðèöàòåëüíû

(ñîîòíîøåíèÿ (7), òàáë. 3-4-II), á) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà
(8) è â) ìèíèìèçèðóþò z.

Òàáëèöà 3-4-II
Ìîäåëü ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è î ñìåñÿõ I

Òàáëè÷íàÿ ôîðìà
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çàäà÷à, êîòîðóþ ìû ñôîðìóëèðîâàëè ðàíüøå, íî äëÿ åå ôîðìóëèðîâêè ñîâñåì íå
îáÿçàòåëüíî îñóùåñòâëÿòü çàíîâî âåñü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè. Âñå, ÷òî ìû
äîëæíû ñäåëàòü, ýòî îïóñòèòü òðåáîâàíèÿ, íàëîæåííûå â (6) íà èíãðåäèåíòû 2
(ñâèíåö) è 3 (öèíê); îñòàëüíûå òðåáîâàíèÿ, òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû è
êîýôôèöèåíòû çàòðàò - âûïóñêà íå äîëæíû èçìåíÿòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ýòîé áîëåå
ïðîñòîé ìîäåëè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü óïðîùåííóþ ìîäåëü â ôîðìå
óðàâíåíèé, ïðîñòî âû÷åðêèâàÿ âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ (8), êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê
ñâèíöó è öèíêó. Íàì îñòàþòñÿ ïåðâîå, ÷åòâåðòîå è ïÿòîå óðàâíåíèÿ (8).

Ðàññóæäåíèå ñòàíåò åùå ïðîùå, åñëè ìû èçìåíèì çíàêè ïðè âñåõ ÷ëåíàõ
óðàâíåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê �ìåòàëëó� è �îëîâó�.

Çàäà÷à, ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ìîäåëè ñìåøèâàíèÿ II. Îïðåäåëèòü
èíòåíñèâíîñòè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ õ

1
, õ

2
, . . ., õ

9
, êîòîðûå à) íåîòðèöàòåëüíû,

á) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì
x

1
+x

2
+x

3
+x

4
+x

5
+x

6
+x

7
+x

8
+x

9
=1, (9)

0,8x
1
 + 0,6x

2
 + 0,1x

3
 + 0,1x

4
 + 0,4x

5
 + 0,3õ

6
 + 0,5x

7
 + 0,1x

8
 + 0,5x

9
 = 0,4    (10)

4,1x
1
 +4,3x

2
+5,8x

3
+6,0x

4
+7,6x

5
+7,5x

6
+ 7,3x

7
 + 6,9x

8
+7,3x

9
 = z           (11)

è â) ìèíèçèðóþò z.
Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå. Óñëîâèÿ çàäà÷è î ñìåñÿõ ïîääàþòñÿ  òåïåðü

ãðàôè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ, êîòîðîå ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3-4-I. Äëÿ êàæäîãî èç
äåâÿòè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ìû áåðåì ñîîòâåòñòâóþùèå äâà êîýôôèöèåíòà
èç óðàâíåíèé (10) è (11) è ïðåäñòàâëÿåì òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ òî÷êîé, èìåþùåé
ýòè äâà ÷èñëà ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà À, ïðåäñòàâëÿþùàÿ
ñïëàâ À, èìååò êîîðäèíàòû (0,8, 4,1), êîòîðûå èçîáðàæàþò êîëè÷åñòâî îëîâà â
ñïëàâå À è ñòîèìîñòü êàæäîãî åãî ôóíòà; àíàëîãè÷íî òî÷êà Â èìååò êîîðäèíàòû
(0,6, 4,3), êîëè÷åñòâî îëîâà è ñòîèìîñòü êàæäîãî ôóíòà äëÿ ñïëàâà Â è ò.ä. Ïóñòü (u,
v) - êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè.

Ýòî ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå öåííî íå ñòîëüêî òåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû
çàòðàò - âûïóñêà ëþáîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
òî÷êîé, ñêîëüêî òåì, ÷òî ÷èñòûé ýêçîãåííûé ïîòîê â ñèñòåìó òàêæå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü òî÷êîé äëÿ ëþáîãî ïëàíà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè èíòåíñèâíîñòÿìè õ

1
, . .

. , x
9
, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïëàí  õ

1
 = õ

2
 =1/2,  õ

3
= õ

4
 = ... = 0, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè êàæäîãî èç ñïëàâîâ À è Â â

êîëè÷åñòâå ïîëóôóíòà. Ýòîò ïëàí äàåò 0,8*1/2+0,6*1/2 = 0,7 ôóíòà îëîâà, à
ñòîèìîñòü åãî 4,1*1/2+4,31*1/2 = 4,2. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ïëàí ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí íà             ðèñ. 3-4-I òî÷êîé P

1
, ðàñïîëîæåííîé ïîñðåäèíå ìåæäó

òî÷êàìè À è Â. Äðóãîé ïëàí, x
1
 = 1/2, õ

2
 = x9 = 1/4, èñïîëüçóþùèé ïîëôóíòà À è ïî

÷åòâåðòè ôóíòà êàæäîãî èç ñïëàâîâ Â è I, èìååò êîîðäèíàòû 0,8*1/2 + 0,6*1/4 +
0,5*1/4 = 0,675 äëÿ îëîâà è 4,1*1/2+4,3*1/4+7,3*1/4 = 4,95 äëÿ ñòîèìîñòè è ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí òî÷êîé Ð

2
.

Â ëþáîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû òî÷êè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñìåñü, ñóòü âçâåøåííûå
ñðåäíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò òî÷åê, ïðåäñòàâëÿþùèõ ÷èñòûå ñïëàâû; òàê,
ìû ãîâîðèì, ÷òî òî÷êà Ð

1
 åñòü âçâåøåííîå ñðåäíåå òî÷åê À è Â ñ âåñàìè

ñîîòâåòñòâåííî 1/2 è 1/2, à Ð
2
 åñòü âçâåøåííîå ñðåäíåå òî÷åê À, Â è I ñ âåñàìè

ñîîòâåòñòâåííî 1/2, 1/4 è 1/4. (Â ôèçèêå Ð
1 
íàçûâàåòñÿ öåíòðîì òÿæåñòè ñèñòåìû,

ñîñòîÿùåé èç âåñà â 1/2 åäèíèöû â òî÷êå À è 1/2 åäèíèöû â òî÷êå Â, àíàëîãè÷íî
Ð

2
 åñòü öåíòð òÿæåñòè ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç âåñîâ 1/2, 1/4, 1/4, ðàñïîëîæåííûõ

ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ À, Â è I.)
Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïëàíîâ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (9), ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3-4-I çàøòðèõîâàííîé
îáëàñòüþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ âîçìîæíûõ âçâåøåííûõ ñðåäíèõ
äåâÿòè òî÷åê À, ..., I. Äîïóñòèìûìè, ïëàíàìè, îäíàêî, ÿâëÿþòñÿ òå ïëàíû, êîòîðûå
äàþò â òî÷íîñòè 0,4 ôóíòà îëîâà; îíè ïðåäñòàâëåíû òåìè òî÷êàìè çàøòðèõîâàííîé
îáëàñòè, êîòîðûå ëåæàò íà âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé ñ àáñöèññîé 0,4. Òî÷êà Å äàåò
èìåííî òàêîé ïëàí, òî÷íî òàê æå êàê è òî÷êà R = (0,4, 5,55), êîòîðàÿ åñòü âçâåøåííîå
ñðåäíåå òî÷åê À, Â è Í ñîîòâåòñòâåííî ñ âåñàìè 1/4, 1/4 è 1/2. Î÷åâèäíî, îäíàêî,
íè îäíà èç ýòèõ òî÷åê íå äàåò ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ íàèìåíüøèì Z; òî÷êà, êîòîðàÿ äàåò
òàêîå ðåøåíèå, åñòü íàèíèçøàÿ òî÷êà íà âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, íàõîäÿùàÿñÿ â
çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ìîæåò áûòü ãðàôè÷åñêè èíòåðïðåòèðîâàíà êàê çàäà÷à ïðèïèñûâàíèÿ âåðøèíàì
ôèãóðû íåîòðèöàòåëüíûõ âåñîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âçâåøåííîå ñðåäíåå âåðøèí
ëåæàëî íà âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé ñ àáñöèññîé 0,4 è èìåëî êàê ìîæíî ìåíüøóþ
îðäèíàòó Z. Èç ÷åðòåæà ìû ìîæåì óñìîòðåòü, ÷òî òðåáóåìîå âçâåøåííîå ñðåäíåå
R* ðàñïîëîæåíî íà ïðÿìîé ÂÑ, ò. å. îíî åñòü ñðåäíåå, ïîëó÷åííîå ïðèïèñûâàíèåì
íåêîòîðûõ âåñîâ x

2
 è õ

3
 òî÷êàì Â è Ñ è íóëåâûõ âåñîâ âñåì îñòàëüíûì òî÷êàì. Äëÿ

òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü x
2
 è õ

3
, ïîëîæèì â (9) è (10) âñå õ

j
, êðîìå x

2
 è x

3
, ðàâíûìè

íóëþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñìåñåé, â êîòîðûå âõîäÿò
òîëüêî Â è Ñ; òîãäà ìû äîëæíû èìåòü

x
2
 +x

3
 = 1,

0,6x
2
+0,1x

3
 = 0,4,

÷òî äàåò
x

2 
= 0,6, x

3
=0,4

è
min Z =4,3x

2
+5,8x

3
=4,9.

Îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî íàèëó÷øåé ÿâëÿåòñÿ ñìåñü, ïðè êîòîðîé áåðóòñÿ
0,6 ôóíòà ñïëàâà Â è 0,4 ôóíòà ñïëàâà Ñ. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ ñàìîãî äåøåâîãî
ñïëàâà, ñîäåðæàùåãî 40% îëîâà. Ýòà ñìåñü áóäåò ñòîèòü 4,9 äîëë. çà ôóíò.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ïðîâåðêà - äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìû ìîæåì ïðîâåðèòü àëãåáðàè÷åñêè, ïðàâèëåí ëè íàø âûáîð
òî÷åê Â è Ñ íà ðèñ. 3-4-I, îïðåäåëÿÿ ñíà÷àëà ïðÿìóþ, ñîåäèíÿþùóþ Â è Ñ, è çàòåì
èññëåäóÿ, èìååò ëè êàæäàÿ òî÷êà çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè îðäèíàòó n, áîëüøóþ,

Ðèñ. 3-4-I. Èëëþñòðàöèÿ òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè
íà ìîäåëè ñìåøèâàíèÿ II
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÷åì òî÷êà íà ýòîé ïðÿìîé ñ òîé æå ñàìîé àáñöèññîé u. Åñëè ýòî òàê, òî ìû ñêàæåì,
÷òî çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü ëåæèò "íàä" ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé Â è Ñ. Äàëåå,
óðàâíåíèå ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé â ïëîñêîñòè u, n åñòü

n = p
1
 + p

2
u

ãäå p
1
 - äëèíà îòðåçêà, îòñåêàåìîãî íà îñè n, à p

2 
- íàêëîí ïðÿìîé ê îñè u. Äëÿ

òîãî ÷òîáû çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü ëåæàëà âûøå ýòîé ïðÿìîé, êàæäàÿ èç òî÷åê À,
Â, Ñ, ..., I (êîòîðûå ïîðîæäàþò çàøòðèõîâàííóþ îáëàñòü) äîëæíà ëåæàòü âûøå ýòîé
ïðÿìîé èëè íà íåé. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî óðàâíåíèå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû u = 0,8
òî÷êè À, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå  n = p

1
 + p

2
*0,8  íå äîëæíî ïðåâîñõîäèòü

êîîðäèíàòû n òî÷êè À. Òàêèì îáðàçîì, íàøà ïðîâåðêà äëÿ òî÷êè À ñâîäèòñÿ ê
íåðàâåíñòâó p

1
 + p

2
*0,8 £ 4,1 , òàê ÷òî äëÿ âñåé ñèñòåìû òî÷åê À, Â, Ñ, ... ìû äîëæíû

èìåòü

       (12)

Ïóñòü ( )υ;4,0=S  - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé u = 0,4 ñ ïðÿìîé

n = p
1
 + p

2
u; òîãäà ïðÿìàÿ, êîòîðóþ ìû èùåì (è êîòîðàÿ, êàê ìû íàäååìñÿ, áóäåò

ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé Â è Ñ), åñòü ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ íèæå çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè,

äëÿ êîòîðîé êîîðäèíàòà υ υ=
_

 òî÷êè S ìàêñèìàëüíà, ò. å.

( ).max4,021 υππ =⋅+         (13)

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ p
1
p

2
, è màõ n , óäîâëåòâîðÿþùèõ (12) è (13), èçâåñòíà ïîä

íàçâàíèåì äâîéñòâåííîé çàäà÷è ïî îòíîøåíèþ ê íàøåé èñõîäíîé (ïðÿìîé) çàäà÷å

(9), (10) è (11). Òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ýòèõ äâóõ çàäà÷ màõ υ
_

m in ,= z  , åñòü ÷àñòíûé

ñëó÷àé âàæíîé òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Åñëè ìû äîãàäàëèñü, ÷òî íåêîòîðàÿ ñìåñü ïàðû òî÷åê, ïîäîáíî Â, Ñ (ïîëó÷åííàÿ
âèçóàëüíûì èçó÷åíèåì ÷åðòåæà èëè êàê-íèáóäü èíà÷å), äàåò îïòèìàëüíûé âûáîð,
òî ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü, âûÿñíèâ, âî-ïåðâûõ, ðàñïîëîæåíî ëè ïåðåñå÷åíèå S ìåæäó
âûáðàííûìè äâóìÿ òî÷êàìè è, âî-âòîðûõ, ðàñïîëîæåíû ëè âñå òî÷êè À, Â, Ñ, ... íà
ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé âûáðàííûå äâå òî÷êè, èëè âûøå íåå. Äëÿ òîãî ÷òîáû
ïðîâåðèòü ïåðâûé ôàêò, ìû ðåøàåì ñèñòåìó

x
2 
+ x

3
 = 1,

0,6x
2
+0,1x

3
 = 0,4,        (14)

ïîëó÷àÿ x
2
 = 0,6, x

3
 = 0,4, êîòîðûå ïîëîæèòåëüíû, òàê ÷òî S ëåæèò ìåæäó Â è Ñ.

Òàêèì îáðàçîì, ýòè çíà÷åíèÿ ñ îñòàëüíûìè x
i
, ðàâíûìè íóëþ, óäîâëåòâîðÿþò ïðÿìîé

ñèñòåìå (9), (10) è (11). Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîâåðèòü âòîðîé ôàêò, ìû íàõîäèì

óðàâíåíèå ïðÿìîé, ôîðìóëèðóÿ óñëîâèÿ ïðîõîæäåíèÿ ýòîé ïðÿìîé ÷åðåç òî÷êè Â
è Ñ:

π π1 2 0 6 4 3+ ⋅ =, , ,

     π π1 2 0 1 5 8+ ⋅ =, , .        (15)

Ýòî äàåò çíà÷åíèÿ  p
1
 = 6,1,  p

2
 = -3 , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò äâîéñòâåííîé

ñèñòåìå (12).

3-6. ÏÐÎÑÒÀß ÇÀÄÀ×À Î ÑÊËÀÄÅ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñîçäàíèÿ çàïàñîâ íåêîòîðîãî òîâàðà íà ñêëàäå ñ öåëüþ
ïðîäàæè â áóäóùåì. Ñêëàä ìîæåò âìåñòèòü òîëüêî 100 åäèíèö òîâàðà. Çàòðàòû íà
õðàíåíèå êàæäîé åäèíèöû òîâàðà â òå÷åíèå êâàðòàëà ðàâíû 1,00 äîëë. Â êàæäîì
êâàðòàëå çàêóïî÷íàÿ öåíà ðàâíà ïðîäàæíîé. Ýòà öåíà ìåíÿåòñÿ îò êâàðòàëà ê êâàðòàëó
ñîãëàñíî òàáë. (1):

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî èçâëå÷ü ïðèáûëü, ïîêóïàÿ òîâàð ïî íèçêîé öåíå
è ïðîäàâàÿ åãî ïî âûñîêîé. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé
ïëàí ïðîäàæè, õðàíåíèÿ è ïîêóïêè ïî êâàðòàëàì â òå÷åíèå îäíîãî ãîäà, ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî íà÷àëüíûé çàïàñ íà ñêëàäå ñîñòàâëÿåò 50 åäèíèö.

Â òå÷åíèå êàæäîãî ïåðèîäà (êâàðòàëà) t ìû ðàçëè÷àåì ÷åòûðå òèïà
òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ:

      Êîëè÷åñòâî
1. Ïðîäàæà çàïàñà õ

t1

2. Õðàíåíèå çàïàñà õ
t2

3. Ïîêóïêà çàïàñà õ
t3

4. Íå èñïîëüçîâàòü âîçìîæ- õ
t4

íîñòè (ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå)

è òðè òèïà èíãðåäèåíòîâ:

1. Çàïàñû
2. Îáúåì ñêëàäà
3. Çàòðàòû

Ýòè òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû èìåþò õàðàêòåðèñòèêè çàòðàò - âûïóñêà,
ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåííûå â (2).

Â òå÷åíèå ÷åòûðåõ ïåðèîäîâ âðåìåíè êàæäûé èíãðåäèåíò è êàæäûé
òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ ïîâòîðÿþòñÿ ÷åòûðå ðàçà, ÷òî ïðèâîäèò ê òàáë. 3-6-I,
êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ òàáëèöåé çàäà÷è î ñêëàäèðîâàíèè. Çàäà÷à ñîñòîèò çäåñü â òîì,

÷òîáû íàéòè çíà÷åíèÿ xti ≥ 0,  , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì, âûòåêàþùèì

èç òàáëèöû, è êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò îáùóþ ñòîèìîñòü.

   Êâàðòàë (t) Öåíà åäèíèöû òîâàðà (äîëë.)
1 10 (1)
2 12
3 8
4 9
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3-7. ÎÁÓ×ÅÍÈÅ ÍÀ ÐÀÁÎÒÅ
Öåëü ýòîãî ïðèìåðà ñîñòîèò â ðàçúÿñíåíèè òîãî, ÷òî ìîäåëü ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæåò îõâàòûâàòü ìíîãî ðàçíîîáðàçíûõ óñëîâèé, êîòîðûå òàê
õàðàêòåðíû äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé.

Çàäà÷à. Ñîãëàñíî êîíòðàêòó, çàâîä äîëæåí ïðîèçâåñòè 1200 åäèíèö íåêîòîðîãî
òîâàðà Ñ, ïðè÷åì ðàñïèñàíèå ïîñòàâîê r

t
 óêàçàíî â òàáë. (1).

Òàáëèöà 3-6-I
Ïðîñòàÿ ìîäåëü ñêëàäèðîâàíèÿ

Êîíåö íåäåëè 1 2 3 4 5 (1)
Êîëè÷åñòâî åäèíèö r

1
=100 r

2
=200  r

3
=300 r

4
=400 r

5
=200

Êàêîé ïëàí íàéìà, óâîëüíåíèÿ, ïðîèçâîäñòâà è õðàíåíèÿ äîëæåí ïðèíÿòü
ôàáðèêàíò äëÿ òîãî, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü çàòðàòû âûïîëíåíèÿ  êîíòðàêòà ïðè
ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

à) Êàæäàÿ åäèíèöà ïðîäóêöèè, íå ïîñòàâëåííàÿ â ñðîê, âëå÷åò øòðàô ð = 30
äîëë. çà êàæäóþ íåäåëþ äî òåõ ïîð, ïîêà ïîñòàâêà íå áóäåò âûïîëíåíà.

á) Ëþáàÿ åäèíèöà ïðîäóêöèè, ïðîèçâåäåííàÿ ðàíüøå ñðîêà, òðåáóåò õðàíåíèÿ,
ðàñõîäû ïî êîòîðîìó ñîñòàâëÿþò s = 10 äîëë. â íåäåëþ.

â) Âñå òðåáóåìûå ïîñòàâêè äîëæíû áûòü âûïîëíåíû â êîíöå ïÿòîé íåäåëè.
ã) Âíà÷àëå èìååòñÿ g = 20 ðàáî÷èõ è h = 10 åäèíèö òîâàðà Ñ â íàëè÷èè.
ä) Êàæäûé ðàáî÷èé, èñïîëüçîâàííûé íà ïðîèçâîäñòâå â òå÷åíèå íåäåëè, ìîæåò

âûïóñòèòü k = 8 åäèíèö òîâàðà Ñ.
å) Êàæäûé ðàáî÷èé, èñïîëüçîâàííûé äëÿ îáó÷åíèÿ ó÷åíèêîâ â òå÷åíèå íåäåëè,

ìîæåò îáó÷èòü l - 1 = 5 íîâûõ ðàáî÷èõ (ò. å. ïðîèçâåñòè l îáó÷åííûõ ðàáî÷èõ,
âêëþ÷àÿ ñåáÿ).

æ) Çàðïëàòà ðàáî÷åãî ñîñòàâëÿåò m = 100 äîëë. â íåäåëþ íåçàâèñèìî îò åãî
çàíÿòîñòè.

ç) Çàðïëàòà ðàáî÷åãî è l - 1 åãî ó÷åíèêîâ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ â òå÷åíèå
îäíîé íåäåëè ñîñòàâëÿåò n = 600 äîëë.

è) Ñòîèìîñòü óâîëüíåíèÿ îäíîãî ðàáî÷åãî ñîñòàâëÿåò f = 100 äîëë.
Ìû âûáåðåì â êà÷åñòâå åäèíèöû âðåìåíè ïåðèîä, ðàâíûé îäíîé íåäåëå. Â

íà÷àëå êàæäîé íåäåëè ìû îïðåäåëÿåì ÷èñëî ðàáî÷èõ è åäèíèö òîâàðà Ñ,
íåîáõîäèìûå äëÿ òîãî, ÷òîáû îñóùåñòâèòü òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ â òå÷åíèå
ýòîé íåäåëè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì â êàæäûé èç øåñòè ìîìåíòîâ âðåìåíè t = 0, 1,
..., 5 äîëæíû áûòü ñîñòàâëåíû óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà äëÿ ñëåäóþùèõ
äâóõ èíãðåäèåíòîâ.

Îáîçíà÷åíèå
Ðàáî÷èå W

t
Òîâàð Ñ

t
Ê ýòèì óðàâíåíèÿì äîáàâèòñÿ óðàâíåíèå ñòîèìîñòè äëÿ ñòîèìîñòíîãî

èíãðåäèåíòà. Â òå÷åíèå êàæäîãî èç ïÿòè íåäåëüíûõ ïåðèîäîâ áóäóò îñóùåñòâëÿòüñÿ
ñëåäóþùèå òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû, ïåðå÷èñëåííûå â (2):

Îáîçíà÷åíèå
1. Îáó÷åíèå T

t
2. Ïðîèçâîäñòâî Ð

t
3. Ïðîñòîé I

t
4. Óâîëüíåíèå F

t
(2)

5. Õðàíåíèå S
t

6. Âûïëàòà øòðà- D
t

ôà (çà íåõâàòêó)
Õàðàêòåðèñòèêè çàòðàò - âûïóñêà äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ òåõíîëîãè÷åñêèõ

ïðîöåññîâ, çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, øòðàôà, ïîëó÷àþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
Êàæäîå íåâûïîëíåíèå ïîñòàâêè îäíîé åäèíèöû çàñòàâëÿåò óìåíüøèòü íà îäíó
åäèíèöó ñïðîñ íà òîâàð â íàñòîÿùèé ïåðèîä è óâåëè÷èòü íà îäíó åäèíèöó ñïðîñ â
ñëåäóþùèé ïåðèîä ïî öåíå ð äîëë. Äðóãîþ ïîíèìàíèå ýòîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî
ïðîöåññà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü, ÷òî äåôèöèò âðåìåííî ïîêðûâàåòñÿ
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çàèìñòâîâàíèåì íà îòêðûòîì ðûíêå 1 åäèíèöû òîâàðà, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü
âîçâðàùåíà íà ñëåäóþùåé íåäåëå ïî öåíå ð äîëë.

      T
t

P
t

     I
t

1*W
t

l*W
t+1

    1*W
t

  1*W
t+1

1*W
t

        1*W
t+1

   n       m   m

(3)
      F

t
S

t
    D

t

1*W
t

   1*C
t

  1*C
t+1

 1*C
t+1

1*C
t

    t       s   p

Ýòè òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû îïèñàíû â îáîçðèìîé ôîðìå â òàáë. 3-7-I.
Øòðàô íà ïÿòîé íåäåëå îïóñêàåòñÿ ââèäó óñëîâèÿ (â), êîòîðîå óòâåðæäàåò, ÷òî âñå
ïîñòàâêè äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ê êîíöó ïÿòîé  íåäåëè. Íà øåñòîé íåäåëå äîëæíî
áûòü ïðèìåíåíî óâîëüíåíèå F

6
 äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò âñåõ ðàáî÷èõ è

çàâåðøèòü ïðîãðàììó. (Ïî÷åìó ýòî íåîáõîäèìî?)
Áîëüøèíñòâî ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïðîãðàììèðîâàíèÿ â êîíå÷íîì ñ÷åòå

ñîäåðæàò íåîïðåäåëåííîñòü ëèáî â òåõíîëîãè÷åñêîé ìàòðèöå, ëèáî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ.
Îäíàêî ðàññìîòðåííûå äî ñèõ ïîð ìåòîäû íå ó÷èòûâàþò íåîïðåäåëåííóþ ïðèðîäó
êîýôôèöèåíòîâ çàäà÷è. Â ïåðèîä 1955-1960 ãã. ðàçëè÷íûå àâòîðû ïûòàëèñü
ðàñïðîñòðàíèòü ìåòîäû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà çàäà÷è îïòèìèçàöèè òåõ
èëè èíûõ öåëåâûõ ôóíêöèé ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ïîäâåðæåíû
ñëó÷àéíûì èçìåíåíèÿì. Îäíà èç îñíîâíûõ  òðóäíîñòåé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòà
ïðîáëåìà äîïóñêàåò ìíîãî ôîðìóëèðîâîê, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ïîëó÷åíû ëèøü
ðàçðîçíåííûå ðåçóëüòàòû. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû èçó÷èì íåêîòîðûå èç çàäà÷,
ðåøåííûõ â ýòîé îáëàñòè, ïðåäóïðåæäàÿ ÷èòàòåëÿ, ÷òî íàøå èçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ
íåïîëíûì è ÷òî íåîáõîäèìû îáøèðíûå äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ.

25-1. ÑÎÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÏËÀÍÎÂ
Â ÑËÓ×ÀÅ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ ÈÇÄÅÐÆÅÊ

Íàïîìíèì ñíà÷àëà, ÷òî â ïðàêòèêå ïëàíèðîâàíèÿ óïîòðåáèòåëüíû äâà
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà - êðàòêîñðî÷íîå è äîëãîñðî÷íîå ïëàíèðîâàíèå.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âëèÿíèå ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ ñâîäèòñÿ ê ìèíèìóìó ïðè
ïîìîùè îáû÷íîãî â òàêèõ çàäà÷àõ ïðèåìà - ââåäåíèÿ â ñèñòåìó çíà÷èòåëüíîé
ñâîáîäû. Íàïðèìåð, óðîâíè ïîòðåáëåíèÿ, ñêîðîñòè èñòîùåíèÿ ðåñóðñîâ èëè èçíîñà
îáîðóäîâàíèÿ âñåãäà ïëàíèðóþòñÿ ñ íåêîòîðûì çàâûøåíèåì; íîðìû âðåìåíè
íà ïåðåâîçêó èëè íà ïðîèçâîäñòâî íàçíà÷àþòñÿ ñ áîëüøèì ïðåâûøåíèåì ïðîòèâ
ðåàëüíûõ ïîòðåáíîñòåé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ñèñòåìà â öåëîì îáåñïå÷èâàåòñÿ
çíà÷èòåëüíîé ñâîáîäîé â íàäåæäå íà òî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ áóäåò ñëóæèòü
ñâîåîáðàçíûì àìîðòèçàòîðîì, ïîçâîëÿþùèì îáåñïå÷èòü îñóùåñòâëåíèå îáùèõ
öåëåé ïëàíà è åãî âûïîëíåíèå âî âðåìåíè, íåñìîòðÿ íà íåïðåäâèäåííûå ñîáûòèÿ.
Ãîâîðÿ òî÷íåå, ñâîáîäà, çàïàñ, ââîäèòñÿ â ñèñòåìó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè
ëþáîì ñëó÷àéíîì íåïðåäâèäåííîì ñîáûòèè âûáèðàåìûå íàìè ïðîöåññû
îñòàâàëèñü áû äîïóñòèìûìè. Ïðîöåññû, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó òðåáîâàíèþ,
ìû áóäåì íàçûâàòü ïåðìàíåíòíî äîïóñòèìûìè.
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Âëèÿíèå ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ñâîäèòñÿ ê ìèíèìóìó òàêæå ïóòåì ââåäåíèÿ â
ñèñòåìó çíà÷èòåëüíîé âÿëîñòè. Ïîä ýòèì ìû ïîíèìàåì, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå.
Çàòðàòû ýêçîãåííûõ îãðàíè÷åííûõ ôàêòîðîâ â ñèñòåìå îöåíèâàþòñÿ ñ áîëüøèì
çàíèæåíèåì, òàê ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ìàëîâåðîÿòíûì, ÷òî âûáðàííîå íàìè
ìíîæåñòâî ïðîöåññîâ îêàæåòñÿ íåäîïóñòèìûì èç-çà íåõâàòêè ðåñóðñîâ.

Íà ïðàêòèêå äîëãîñðî÷íûå ïëàíû ïðèõîäèòñÿ ÷àñòî ïîäâåðãàòü ïåðåñìîòðó â
ñèëó íàçîéëèâîãî âòîðæåíèÿ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ çàäà÷è. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ãëàâíîå
äîñòîèíñòâî - åñëè òàêîâûå âîîáùå èìåþòñÿ - äîëãîñðî÷íîãî ïëàíà çàêëþ÷àåòñÿ
â âîçìîæíîñòè ïðèíÿòèÿ íåìåäëåííîãî ðåøåíèÿ - ñêàæåì, î ðàñïðåäåëåíèè
ôîíäîâ èëè î ðàçðàáîòêå áîëåå ñîâåðøåííîé òåõíîëîãèè.

Ïðè êðàòêîñðî÷íîì ïëàíèðîâàíèè ïðèìåíÿþòñÿ ìíîãèå èç ïðèåìîâ ââåäåíèÿ
ñâîáîäû è âÿëîñòè, èñïîëüçóåìûõ â äîëãîñðî÷íîì ñëó÷àå. Îñíîâíûå ðàçëè÷èÿ
ñîñòîÿò â áîëüøåì âíèìàíèè ê äåòàëÿì è â êðàòêîñòè ïëàíîâîãî ïåðèîäà. Ïîêà
âîçìîæíîñòè çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþò òðåáîâàíèÿ èëè óðîâíè ñïðîñà ëèáî æå
óäîâëåòâîðåíèå ñïðîñà ìîæíî ñäâèíóòü âî âðåìåíè, ýòîò ïîäõîä íå âûäâèãàåò
íèêàêèõ ïðîáëåì, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì îñóùåñòâèòü ïëàí
âî âñåõ åãî äåòàëÿõ. Îäíàêî ïðè íàëè÷èè äåôèöèòà ïëàí, ñîñòàâëåííûé íà îñíîâå
ïîäîáíûõ ïðèåìîâ, ìîæåò ïðèâåñòè ê äåéñòâèÿì, âåñüìà äàëåêèì îò îïòèìàëüíûõ,
â òî âðåìÿ êàê èçëàãàåìûå çäåñü íîâûå ìåòîäû â ñëó÷àå ñâîåé ïðèìåíèìîñòè
ìîãóò äàòü çíà÷èòåëüíóþ ýêîíîìèþ.

ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÅ ÎÆÈÄÀÅÌÛÅ ÇÀÒÐÀÒÛ
Ýêñïåðò ïî ïèòàíèþ õî÷åò ïîñîâåòîâàòü ñâîèì ïðèâåðæåíöàì ïðèäåðæèâàòüñÿ

äèåòû ñ ìèíèìàëüíûìè çàòðàòàìè, íå çíàÿ íàïåðåä öåí. Òàê êàê öåíû íà ïèùåâûå
ïðîäóêòû ïðîÿâëÿþò - çà èñêëþ÷åíèåì òåíäåíöèé òèïà èíôëÿöèè - èçâåñòíóþ
ñêëîííîñòü ê êîëåáàíèÿì â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé ïîãîäû, îò ïðåäëîæåíèÿ è ò.ï.,
îí ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íà êàæäûé ïðîäóêò èìååòñÿ íå ôèêñèðîâàííàÿ öåíà, à
íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíûõ öåí, è ïûòàåòñÿ îïðåäåëèòü äèåòó,
óäîâëåòâîðÿþùóþ îïðåäåëåííûì òðåáîâàíèÿì ïî ïèòàòåëüíîñòè è
ìèíèìèçèðóþùóþ îæèäàåìûå ñóììàðíûå èçäåðæêè. Ïóñòü x

j
 - êîëè÷åñòâî ôóíòîâ

j-ãî ïèùåâîãî ïðîäóêòà, ïîäëåæàùåå çàêóïêå, à ð
j
 - åãî öåíà. Ïóñòü à

ij
 - êîëè÷åñòâî

i-ãî ïèòàòåëüíîãî âåùåñòâà (íàïðèìåð, âèòàìèíà À), ñîäåðæàùååñÿ â âåñîâîé
åäèíèöå j-ãî ïðîäóêòà, à b

i
 - ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ýòîãî ïèòàòåëüíîãî âåùåñòâà,

íåîáõîäèìîå èíäèâèäóóìó äëÿ ïîääåðæàíèÿ ñèë è çäîðîâüÿ. Òîãäà çíà÷åíèÿ õ
j

äîëæíû áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû

a x b xij j i i
j

n

≥ ≥
=

∑ , .0
1

( )mi ,...,2,1= (1)

Çàòðàòû íà ýòó äèåòó ñîñòàâÿò

C p xj j
j

n

=
=

∑
1

. (2)

Îäíàêî õ
j
 âûáèðàþòñÿ äî òîãî, êàê ñòàíóò èçâåñòíûìè öåíû, òàê ÷òî ïðè

ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ õ
j
 ñóììàðíûå çàòðàòû Ñ îêàçûâàþòñÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíîé, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé âçâåøåííóþ ñóììó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ð
j
. Ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû u ÷åðåç Ì
u
 èëè

Ì(u). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çàòðàò ïðè òàêîé äèåòå
ñîñòàâèò, î÷åâèäíî,

E MC p xj j
j

= = ∑
_

, (3)

ãäå pj  - îæèäàåìàÿ öåíà ïðîäóêòà j. Ïîñêîëüêó ð
j
 ïðåäïîëàãàþòñÿ çàðàíåå

èçâåñòíûìè, íàèëó÷øèì âûáîðîì äëÿ x
j
 áóäåò òîò, ïðè êîòîðîì õ

j
 óäîâëåòâîðÿþò

(1) è ìèíèìèçèðóþò Å. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îáùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 1. Åñëè öåíû çà åäèíèöó p

j
 â (2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ íå çàâèñèò îò õ
j
, òî ðåøåíèå, äàþùåå

ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå çàòðàòû, ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì íàõîæäåíèÿ x
j
 ³ 0,

óäîâëåòâîðÿþùèõ (1) è ìèíèìèçèðóþùèõ Ñ, â êîòîðîì ð
j 
çàìåíåíû íà

( ).jj pMp =
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè êàæäîå ð

j
 çàâèñèò îò õ

j
, ìû ìîæåì çàïèñàòü

( ).jjjjj pxxp ϕ=  Âñïîìèíàÿ, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ðàâíî

ñóììå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, ïîëó÷àåì

( ) ( )∑∑
==

===
n

j
jj

n

j
jjj xMpxMMCE

11

ϕϕ (4)

ãäå ( )jxϕ  - íåêîòîðûå (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûå) ôóíêöèè îò õ
j
.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò ñëó÷àé, êîãäà îæèäàåìûå èçäåðæêè íå
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïî õ

j
. Ïóñòü õ

j
 - îáúåì ïðîèçâîäñòâà j-ãî òîâàðà, à îãðàíè÷åíèÿ

ïðåäñòàâëÿþò îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
èìåþòñÿ èçäåðæêè òðåõ âèäîâ: äåòåðìèíèðîâàííûå èçäåðæêè íà ïðîèçâîäñòâî c

0j
,

äåòåðìèíèðîâàííûå èçäåðæêè ñ
1j
 íà õðàíåíèå òîâàðîâ, íå âîñòðåáîâàííûõ â

ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî ñïðîñà, è äåòåðìèíèðîâàííûå èçäåðæêè îò íåõâàòêè ñ
2j
,

âîçíèêàþùèå, êîãäà ñëó÷àéíûé ñïðîñ ïðåâûøàåò ïðåäëîæåíèå. Òîãäà

      ( ) ( ),|| 210 ∑∑∑ <−+>−+=
j

jjjjj
j

jjjjj
j

jj dxxdMcdxdxMcxcE

ãäå ñèìâîë Ì (À|Â) ïîíèìàåòñÿ êàê óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå À ïðè
óñëîâèè Â. Õîòÿ ýòà çàäà÷à ñôîðìóëèðîâàíà êàê îäíîøàãîâàÿ è ñîäåðæèò
íåîïðåäåëåííîñòü òîëüêî â öåëåâîé ôóíêöèè, åå ìîæíî ïîñòàâèòü è êàê
äâóõøàãîâóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé íåîïðåäåëåííîñòü áóäåò ôèãóðèðîâàòü óæå â
îãðàíè÷åíèÿõ.

ÌÈÍÈÌÀËÜÍÀß ÄÈÑÏÅÐÑÈß
ÏÐÈ ÔÈÊÑÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÎÆÈÄÀÅÌÛÕ ÇÀÒÐÀÒÀÕ

Âîçâðàùàÿñü ñíîâà ê íàøåé ïðîáëåìå ïèòàíèÿ, îòìåòèì, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ
æåëàòåëüíûì óïðàâëÿòü äèñïåðñèåé V îæèäàåìûõ çàòðàò. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå
çàäà÷è (1), (3), äàþùåå íèçêèå îæèäàåìûå çàòðàòû, íî ïðîÿâëÿþùåå çíà÷èòåëüíóþ
íåóñòîé÷èâîñòü, ìîæåò îêàçàòüñÿ íå ñòîëü æåëàòåëüíûì, êàê ðåøåíèå, ïðîÿâëÿþùåå
áîëüøóþ ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè. Èìåííî òàêîé ñëó÷àé áûë ðàññìîòðåí Ã.
Ìàðêîâèöåì â åãî èññëåäîâàíèÿõ ïî âûáîðó ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã. Áèðæåâûå
ìàêëåðû ÷àñòî ïðåäëàãàþò ñâîèì ïîêóïàòåëÿì áîëüøîé âûáîð àêöèé, îäíè èç
êîòîðûõ ðàñöåíèâàþòñÿ èìè êàê âåñüìà íàäåæíûå, íî ïðèíîñÿùèå îòíîñèòåëüíî
íèçêèå äîõîäû, òîãäà êàê äðóãèå ìîãóò äàâàòü âûñîêèé ñðåäíèé äîõîä, îáëàäàÿ â
òî æå âðåìÿ áîëüøîé äèñïåðñèåé. Òàêîâû, íàïðèìåð, àêöèè íà ðàçâåäêó íåôòè, â
êîòîðûõ êîëåáàíèÿ çàâèñÿò, ñêàæåì, îò òîãî, áóäåò ëè âîîáùå îáíàðóæåíà íåôòü.
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Öåëüþ ïîäîáíîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óêàçàíèå äëÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâà
óðîâíåé îæèäàåìûõ ïðèáûëåé òîãî íàáîðà öåííûõ áóìàã, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò
äèñïåðñèþ äîõîäà (ðèñ. 25-1-1).

Òåïåðü ïîêóïàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ðåøèòü, êàêóþ êîìáèíàöèþ �óðîâíÿ
äîõîäà� è �óðîâíÿ ðèñêà� (min V) îí ïðåäïî÷èòàåò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíà íå çàâèñèò îò õ
j
 è ÷òî íàì èçâåñòíû äèñïåðñèÿ s2

j

öåíû êîíêðåòíîãî òîâàðà ð
j
 è 

 
êîâàðèàöèÿ s

jk
 ìåæäó äâóìÿ öåíàìè ð

j
 è p

k
. Ïîëîæèì

σ σ σjk j k jkQ= ,  ãäå êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó äâóìÿ öåíàìè Q
jk

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ − ≤ ≤ +1 1Qjk . Òàê êàê âñå õ
j
 åäèíèö òîâàðà ïîêóïàþòñÿ

ïî îäíîé è òîé æå öåíå ð
j
, äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû õ

j
ð

j 
ðàâíà õ2

j
s2

j
, à êîâàðèàöèÿ ìåæäó

îãðàíè÷åíèå ëèíåéíî, ìû ìîæåì ïðîàíàëèçèðîâàòü âëèÿíèå íà V èçìåíåíèÿ Å*,
ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ïàðàìåòð. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì ñòàíäàðòíóþ çàäà÷ó
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ñëó÷àé II: V ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êâàäðàòîâ. Åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(7), òî ôóíêöèÿ V îêàçûâàåòñÿ âûïóêëîé è âûðîæäåííîé è âûïóêëûå ôóíêöèè õ2

j
ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ëîìàíûìè ëèíèÿìè. Ïðè ýòîì çàäà÷à ñíîâà ñâîäèòñÿ ê
ñòàíäàðòíîé çàäà÷å ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðè æåëàíèè ýòîò ìåòîä
ìîæíî ñî÷åòàòü ñ ìåòîäîì, ó÷èòûâàþùèì îãðàíè÷åíèÿ ñâåðõó íà ïåðåìåííûå.
Çäåñü ìû âàðüèðóåì îäèí èç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Ìîæíî, îäíàêî, ðåêîìåíäîâàòü è
ñëåäóþùèé ïðèåì. Çàìåíèì V íà

V x x x kEn n

_

... *.= + + + +1
2

1
2

2
2

2
2 2 2σ σ σ ( )*EE ≤ (8)

Ñíîâà èñïîëüçóÿ àïïðîêñèìàöèþ õ2
j
 ïîñðåäñòâîì ëîìàíîé, ðåøèì ñíà÷àëà

çàäà÷ó äëÿ çíà÷åíèÿ k = 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ Å* = + ¥  .
Åñëè òåïåðü ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàòü k, òî îïðåäåëèòñÿ êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå
k = k

1
, ïðè êîòîðîì ðåøåíèå óæå íå áóäåò îïòèìàëüíûì. Ýòî ïðèâåäåò ê îäíîé

èëè íåñêîëüêèì ïåðåìåíàì áàçèñà, ïîñëå ÷åãî ðåøåíèå ñíîâà ñòàíåò îïòèìàëüíûì.
Ïîñëå ýòîãî k ñíîâà ìîæíî óâåëè÷èâàòü äî äîñòèæåíèÿ íîâîãî êðèòè÷åñêîãî
çíà÷åíèÿ k = k

2
 è ò. ä.

Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî îïèñàííûé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â ñêðûòîì
âèäå íå ÷òî èíîå, êàê ïåðâûé ìåòîä ïàðàìåòðè÷åñêîãî ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïî÷åìó âûøå âìåñòî Å èñïîëüçóåòñÿ Å*?

Ïî-âèäèìîìó, öåëåñîîáðàçíî, îäíàêî, âìåñòî ïîñòåïåííîãî óâåëè÷åíèÿ k
âûáðàòü çàðàíåå íåêîòîðîå ìíîæåñòâî åãî äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé. Ðåøåíèå äàñò
íàì ðÿä ðàçëè÷íûõ ïàð çíà÷åíèé Å* è V, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàíåñåíèÿ
òî÷åê íà êðèâîé. Åñëè æåëàòåëüíî èìåòü ëó÷øåå ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé Å*, òî
äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, êàêèå íîâûå çíà÷åíèÿ k íàäëåæèò âûáðàòü, ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè Å* îò k.

Ñëó÷àé III: V èìååò îáùèé âèä. Òàê êàê êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà V ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé, åå ìîæíî ïðèâåñòè ê ñóììå êâàäðàòîâ ïðè
ïîìîùè ïîäõîäÿùèì îáðàçîì âûáðàííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñëó÷àé II);
ñëåäîâàòåëüíî, îïèñàííûé ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è è â
îáùåì ñëó÷àå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî èñïîëüçîâàòü è êàêîé-íèáóäü îáùèé
àëãîðèòì äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñêàæåì ìåòîä Ìàðêîâèöà [41 èëè
Âóëôà [2), ñî÷åòàÿ åãî ñ ìåòîäîì ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ïðàâûõ
÷àñòåé (ñì. § 11-3). Îäíàêî è çäåñü ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü àíàëîã (8) ñ ÷ëåíîì,
ñîäåðæàùèì Å*, âçâåøåííîå ïîñðåäñòâîì ïàðàìåòðà k.

Óïðàæíåíèå. Îáúåäèíèòü ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
î ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèè.

ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÈ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÌ ÑÏÐÎÑÅ
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðîñòîé ñëó÷àé. Ïðåäïðèÿòèå èìååò â íàëè÷èè 100

îáúåêòîâ, êîòîðûå ìîæíî òðàíñïîðòèðîâàòü ïî öåíå 1 äîëë. çà øòóêó íà âíåøíèé
ðûíîê äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî ñïðîñà d. Â ñëó÷àå, åñëè ñïðîñ
ïðåâçîéäåò ïðåäëîæåíèå, íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü èçáûòî÷íûé ñïðîñ ïóòåì
çàêóïîê íà âíóòðåííåì ðûíêå ïî öåíå 2 äîëë. çà øòóêó. Óðàâíåíèÿ, êîòîðûì äîëæíà
óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìà, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

100 = õ+ó      ( )0,,, ≥syx υ
d=õ +n-s (1)
Ñ=õ +2n

Ðèñ. 25-1-1. Ìèíèìàëüíàÿ äèñïåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé
ôóíêöèåé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðèáûëè.

õ
j
p

j
 è õ

k
ð

k
 ðàâíà x

j
x

k
s

jk
. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äèñïåðñèÿ V ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Å

îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

[ ] ( )∑∑
= =

=⋅=−=
n

j

n

j
jjjikkj xxECMV

1 1

22 σσσ (5)

Åñëè, â ÷àñòíîñòè, öåíû íà ïèùåâûå ïðîäóêòû ñèëüíî êîððåëèðîâàíû, òàê
÷òî äëÿ âñåõ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé ìîæíî ñ÷èòàòü Q

jk
=1 è s

jk
= s

j
s

k
, òî â ýòîì ñëó÷àå

áûëî áû öåëåñîîáðàçíî çàìåíèòü V1/2 îãðàíè÷èâàþùèì åãî ëèíåéíûì
âûðàæåíèåì, óêàçàííûì â (6)

V x x x n n

1

2
1 1 2 2≤ + + +σ σ σ... . (6)

Çíàê ðàâåíñòâà çäåñü èìååò ìåñòî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû
êîððåëÿöèè Q

jk
=1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âñå öåíû íåçàâèñèìû, òàê ÷òî Q

jk
=0 , òî

V x x x n n= + + +1
2

1
2

2
2

2
2 2 2σ σ σ... . (Q

jk
=0) (7)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê îáùåé çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ (1), (3), (5),
ìèíèìèçèðóþùåãî V ïðè ôèêñèðîâàííîì Å.

Ñëó÷àé I:  V1/2 ëèíåéíî. Åñëè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (6), òî ìû ðåøàåì
çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ min V1/2 ïðè óñëîâèè , ãäå Å* - íåêîòîðàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà,
êîòîðóþ ìû õîòèì íàëîæèòü íà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çàòðàò. Òàê êàê ýòî



46 47

ãäå õ - ÷èñëî îáúåêòîâ, òðàíñïîðòèðóåìûõ ñ ïðåäïðèÿòèÿ,
ó - ÷èñëî îáúåêòîâ, ñîõðàíÿåìûõ íà ïðåäïðèÿòèè,
n - ÷èñëî îáúåêòîâ, çàêóïëåííûõ íà âíóòðåííåì ðûíêå,
s - ïðåâûøåíèå ñïðîñà íàä ïðåäëîæåíèåì,
d - íåèçâåñòíûé ñïðîñ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé ìåæäó 70 è 80,
Ñ - ñóììàðíûå èçäåðæêè.

Ìû ðàññìàòðèâàåì òðàíñïîðòèðîâêó è çàêóïêó êàê ýòàïû äâóõøàãîâîãî
ïðîöåññà. Íà ïåðâîì øàãå ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î êîëè÷åñòâå òðàíñïîðòèðóåìûõ
îáúåêòîâ, ñîâìåñòèìîå ñ èìåþùèìñÿ çàïàñîì. Íà âòîðîì øàãå âîçíèêàåò
íåèçâåñòíûé ñïðîñ.

Îïèñàííûé âûøå ïðîñòîé ïðèìåð ïðèíàäëåæèò ê îáùåìó êëàññó äâóõøàãîâûõ
çàäà÷, èìåþùèõ ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Íà ïåðâîì øàãå îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíû
x

j
 ³  0, u

R
 ³ 0 , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

a x bij j i
j

n

=
=
∑

1

, ( )mi ,...,2,1=

a x ukj j R
j

n

=
=
∑

1

, ( )pk ,...,2,1=
(2)

ãäå íà÷àëüíûå çàïàñû b
i
, i = 1, 2, ..., m çàäàíû. Çäåñü x

j
 ³  0 ïðåäñòàâëÿþò ðåøåíèÿ

ïåðâîãî øàãà, èìåþùèå ñâîèì ðåçóëüòàòîì îïðåäåëåííûå âåëè÷èíû u
R
,

ïîñòóïàþùèå â íàøå ðàñïîðÿæåíèå äëÿ âòîðîãî øàãà. Íà âòîðîì øàãå îïðåäåëåíèþ
ïîäëåæàò âåëè÷èíû n

R
 è s

R
, äëÿ êîòîðûõ

d u sR R R R= + −υ . ( )pk ,...,2,1= (3)

Çäåñü d
R
 - íåèçâåñòíûé ñïðîñ ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé,

n
R
 - íåõâàòêà ïðåäëîæåíèÿ è s

R
 - ïðåâûøåíèå ïðåäëîæåíèÿ íàä ñïðîñîì.

Ïðåäïîëàãàÿ äëÿ óäîáñòâà, ÷òî â ñëó÷àå íåõâàòêè íèêàêèõ çàêóïîê íà âíóòðåííåì
ðûíêå íå ïðîèçâîäèòñÿ, ìû ìîæåì çàïèñàòü ñóììàðíûå èçäåðæêè â âèäå

( ),
1 1

∑ ∑
= =

−−=
n

j

p

k
RRRjj dfxcC υ (4)

ãäå n
R
 = 0, åñëè u

R
 ³  d

R
. Çäåñü c

j
 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èçäåðæêè îò îñóùåñòâëåíèÿ

ïðîöåññà j, à f
R
 ³  0 - äîõîä îò óäîâëåòâîðåíèÿ îäíîé åäèíèöû ñïðîñà. Òàêèì îáðàçîì,

âñåãäà âûãîäíî ïðîäàâàòü ñòîëüêî èç ïðåäëîæåííîãî êîëè÷åñòâà u
R
, ñêîëüêî ýòî

âîçìîæíî, òàê ÷òî (d
R
 - n

R
) = min (u

R
, d

R
) è

( ).,min
1 1

∑ ∑
= =

−=
n

j

p

k
RRRjj dufxcC (5)

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî âûáîðà õ
j
 è u

R
, ñîâìåñòíîãî ñ óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî

øàãà, çíà÷åíèå Ñ çàâèñèò îò ýòîãî âûáîðà è îò íåèçâåñòíîãî ñïðîñà. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè ôèêñèðîâàííîì âûáîðå õ

j
 è u

R
 ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ñ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

( ),,min
1 1

∑ ∑
= =

−=
n

j

p

k
RRRjj duMfxcMC (6)

òàê êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå min(u
R
, d

R
) çàâèñèò îò u

R
. Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ

îò u
R
 ÷åðåç

( ) ( ).,min RRRR duMu =ϕ (7)

Åñëè èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå ñïðîñà d
R
, òî ôóíêöèÿ j

R 
 (u

R
) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ.

Ïóñòü d
R
 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2 ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1/2, 1/2. Òîãäà íåòðóäíî íàéòè

j
R
(u

R
).

________________________________________________________________________________
1 Çäåñü âåëè÷èíû â ñòîëáöå (3) ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì óìíîæåíèÿ âåëè÷èí ñòîëáöà (1) íà ð

1
=1/2, âåëè÷èí

ñòîëáöà (2) íà ð
2
 = 1/2 è ñëîæåíèÿ.

[4]
Çàäàíà ëèíåéíàÿ ìîäåëü ïðîèçâîäñòâà, â êîòîðîì âûïóñêàþòñÿ n ïðîäóêòîâ

õ
j
 è çàòðà÷èâàþòñÿ m ôàêòîðîâ b

i
. Ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè çàòðàò à
ij
. Êîýôôèöèåíò à

ij
 îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî i-ãî ôàêòîðà,

òðåáóåìîå äëÿ ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû j-ãî ïðîäóêòà. Òîãäà a xij j
j

∑  îïðåäåëÿåò

ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî i-ãî ôàêòîðà, íåîáõîäèìîå, ÷òîáû ïðîèçâåñòè íàáîð ïðîäóêòîâ
õ, à À

õ
 çàäàåò âåêòîð çàòðàò ôàêòîðîâ b, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïóñêà íàáîðà õ.

Ïóñòü çàäàíû âåêòîð öåí ð è âåêòîð ðåñóðñîâ b, îãðàíè÷èâàþùèé
èñïîëüçîâàíèå ôàêòîðîâ. Èññëåäóåì ñâîéñòâà îïòèìàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà,
îïðåäåëÿåìîãî äîïóñòèìûì íàáîðîì õ, ìàêñèìèçèðóþùèì äîõîä ðõ. Îïòèìàëüíîå
ïðîèçâîäñòâî îïèñûâàåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

max px,

Ax b x≤ ≥
_

, .0

{
{

=

(8)
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Çàïèøåì çàäà÷ó, äâîéñòâåííóþ ê íåé,

m in ,
__

yb

yA p y≥ ≥, .0
Ïðåæäå âñåãî ïðèâåäåì èíòåðïðåòàöèþ äâîéñòâåííîé çàäà÷è.  Ñîãëàñíî

òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè èìååì px y b* * .
_

=  Âåëè÷èíà px* èìååò ðàçìåðíîñòü

ñòîèìîñòè (öåíà, óìíîæåííàÿ íà îáúåì ïðîäóêöèè). Ñëåäîâàòåëüíî, y b*
_

  èìååò
òó æå ðàçìåðíîñòü. Ïîñêîëüêó b - âåêòîð îáúåìîâ ôàêòîðîâ, òî ó* - â íåêîòîðîì
ðîäå âåêòîð öåí - öåí íà ôàêòîðû. Âñëåäñòâèå ýòîé ýêîíîìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè
äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå ÷àñòî íàçûâàþò óñëîâíûìè îöåíêàìè.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è, êàæäîå èç êîòîðûõ çàïèñàíî
â âèäå

a y pij i j
i

≥∑ .

Ïîñêîëüêó a
ij
 - êîëè÷åñòâî i-ãî ôàêòîðà, òðåáóåìîå äëÿ âûïóñêà åäèíèöû j-ãî

ïðîäóêòà, âåëè÷èíà a
ij
ó

i
 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îöåíêó çàòðàò i-ãî ôàêòîðà, à

a yij i
i

∑  - ñóììàðíóþ îöåíêó ôàêòîðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïóñêà åäèíèöû j-ãî

ïðîäóêòà. Ñòîèìîñòü ôàêòîðîâ âû÷èñëÿåòñÿ â óñëîâíûõ îöåíêàõ ó.
Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåðïðåòàöèþ äâîéñòâåííîñòè (âàæíî ÷åòêî

ïîíèìàòü, ÷òî íå îáÿçàòåëüíî ñëåäîâàòü ýòîé èíòåðïðåòàöèè, îíà ñâÿçàíà ëèøü ñ
ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëüþ). Óñëîâíûå îöåíêè îïðåäåëÿþò îòâåò íà âîïðîñ, êàêîâà
íàèìåíüøàÿ ñòîèìîñòü íàáîðà ôàêòîðîâ , äàþùàÿ âîçìîæíîñòü îáðàùåíèÿ
ôàêòîðîâ â ïðîäóêòû è ïðîäàæè ïðîäóêòîâ. Îãðàíè÷åíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è
âûðàæàþò òîò ôàêò, ÷òî åñëè îöåíêà çàòðàò, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêòà,
ìåíüøå öåíû ïðîäóêòà, òî áîëåå âûãîäíî ïðîèçâåñòè è ïðîäàòü ïðîäóêò, ÷åì
ïðîäàòü ýòè ôàêòîðû. Ïðè îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ õ* è ó* ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìå
èëè ôèðìå áåçðàçëè÷íî, èñïîëüçîâàòü ëè ôàêòîðû è ïðîäàòü ïðîäóêòû, ÷òîáû

ïîëó÷èòü ðõ*, èëè ïðîäàòü ðåñóðñû b
_

 ïî öåíàì ó*, òàê êàê äëÿ îïòèìàëüíûõ âåêòîðîâ

y b px* *
_

= .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ê ýòîé èíòåðïðåòàöèè ïðè÷àñòíà òåîðåìà ðàâíîâåñèÿ, êîòîðàÿ

â òåðìèíàõ ýòîé ìîäåëè óòâåðæäàåò, ÷òî:
à) âñÿêèé ôàêòîð, êîòîðûé íå ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ èñïîëüçîâàí ïðè

ïðîèçâîäñòâå îïòèìàëüíîãî íàáîðà ïðîäóêòîâ, ïîëó÷àåò íóëåâóþ óñëîâíóþ îöåíêó
(íóëåâóþ îïòèìàëüíóþ îöåíêó);

á) ïðîäóêò, èçäåðæêè íà ïðîèçâîäñòâî êîòîðîãî ïðåâîñõîäÿò åãî öåíó (êîãäà
ôàêòîðû îöåíèâàþòñÿ â îïòèìàëüíûõ óñëîâíûõ îöåíêàõ), íå áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ
ïðè îïòèìàëüíîì ïðîèçâîäñòâå *).

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè óñëîâíûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè öåíàìè
ôàêòîðîâ, òî èçáûòî÷íî ïðåäëàãàåìûå ôàêòîðû íå ïðåäñòàâëÿþò öåííîñòè (èõ
óñëîâíûå îöåíêè ðàâíû íóëþ), à óáûòî÷íûå ïðîöåññû íå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ
(ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîäóêòû íå áóäóò ïðîèçâîäèòüñÿ). Ïîñêîëüêó ýòè
ñîîòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ êîíêóðåíòíîé ýêîíîìèêè,
òåîðåìà è ïîëó÷èëà íàçâàíèå òåîðåìû ðàâíîâåñèÿ.

ÈÍÒÅÐÏÐÅÒÀÖÈß ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÛÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, îáóñëîâëåííîå èçìåíåíèåì
âåêòîðà îãðàíè÷åíèé â ïðÿìîé çàäà÷å. Êàæäîå îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

a x bij j i
j

≤∑   (ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà). Èçìåíåíèå b
i
 ýêâèâàëåíòíî ñìåùåíèþ

ãèïåðïëîñêîñòè a x bij j j
j

=∑ , îãðàíè÷èâàþùåé äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, ïî

îòíîøåíèþ ê íà÷àëó êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì íàêëîí ãèïåðïëîñêîñòè  îïðåäåëÿåìûé
êîýôôèöèåíòàìè à

ij
, íå ìåíÿåòñÿ.

Ðèñ. 3.3 èëëþñòðèðóåò ýòîò òèï èçìåíåíèÿ îãðàíè÷åíèé. Âî âñåõ ÷åòûðåõ
ñëó÷àÿõ íàêëîíû ãðàíèö Ñ

1
, Ñ

2
 è Ñ

3
 îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ìåíÿþòñÿ ëèøü

ðàññòîÿíèÿ ïðÿìûõ Ñ
1
, C

2
, Ñ

3
 îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, áûëè ïîëó÷åíû

÷åòûðå (çàøòðèõîâàííûõ) äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâà.

Ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè
ãðàíèö. Ïåðåñå÷åíèå îäíèõ è òåõ æå ãðàíåé (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå - ïðÿìûõ),
íàïðèìåð C

1
 è C

2
, îòâå÷àåò îäíîìó è òîìó æå áàçèñó, è îïðåäåëÿåìàÿ èì

ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà V
2
 ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå îäíîìó è òîìó æå äîïóñòèìîìó

áàçèñó âî âñåõ ñëó÷àÿõ. Ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè, îòâå÷àþùèå îäíîìó è òîìó æå
äîïóñòèìîìó áàçèñó, áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ìîæåò áûòü çäåñü
èíòåðïðåòèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ïðÿìûå, îïðåäåëÿþùèå îãðàíè÷åíèÿ
çàäà÷è, ïåðåäâèãàþòñÿ ïàðàëëåëüíî ñàìèì ñåáå, è íåêîòîðàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà,

Ðèñ. 3.3. Ïðèìåð èçìåíåíèÿ îãðàíè÷åíèé
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ñêàæåì, V
2
, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé â îäíîì èç ñëó÷àåâ. Òîãäà ýêâèâàëåíòíàÿ

ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà (òàêæå îáîçíà÷åííàÿ V
2
) áóäåò îïòèìàëüíîé âî âñåõ ñëó÷àÿõ,

â êîòîðûõ îíà åùå äîïóñòèìà.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû òî÷êà V

3
 áûëà îïòèìàëüíîé â ñëó÷àå (a), îíà îñòàâàëàñü

áû îïòèìàëüíîé òàêæå è â ñëó÷àÿõ (á) è (â). Â ñëó÷àå (ã) ïåðåñå÷åíèå C
2
 è Ñ

3
 äàåò

òî÷êó Ì, êîòîðàÿ íå óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ íà íåîòðèöàòåëüíîñòü.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà òî÷êà íå ïðèíàäëåæèò äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó è,
ñëåäîâàòåëüíî, íå îïòèìàëüíà.

Êàê ìîæíî âèäåòü íà èëëþñòðàöèè, èçìåíåíèå âåêòîðà b, íå íàðóøàþùåå
äîïóñòèìîñòü íà÷àëüíîãî áàçèñà, ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ â äîñòàòî÷íî øèðîêèõ
ïðåäåëàõ. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå, ïðèâåäåííîå íèæå, ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé
èíòåðåñ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ âåêòîðîì îãðàíè÷åíèé b,
îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè V* è îïòèìàëüíûì âåêòîðîì
äâîéñòâåííîé çàäà÷è ó*. Çàìåíèì b íà b + Db òàê, ÷òîáû íà÷àëüíûé îïòèìàëüíûé
áàçèñ îñòàâàëñÿ äîïóñòèìûì. Òîãäà âàðèàöèÿ DV* îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

DV* = ó* Db.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìåíÿåòñÿ òîëüêî i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà b, òî

∆ ∆V y bi i* .*=
Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó æå ñëåäóåò èç îñíîâíîé òåîðåìû è òåîðåìû

äâîéñòâåííîñòè. Ïóñòü õ* è õ� - îïòèìàëüíûå âåêòîðû íà÷àëüíîé è èçìåíåííîé
çàäà÷. Òîãäà, ïîñêîëüêó íà÷àëüíûé áàçèñ îñòàåòñÿ äîïóñòèìûì, ó* ÿâëÿåòñÿ òàêæå
îïòèìàëüíûì âåêòîðîì çàäà÷è, äâîéñòâåííîé ê èçìåíåííîé çàäà÷å. Èñïîëüçóÿ
òåîðåìó äâîéñòâåííîñòè â îáîèõ ñëó÷àÿõ, èìååì

( ),*' bbycx ∆+=
cx* = y*b.

Âû÷èòàÿ îäíî ðàâåíñòâî èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Òåïåðü ìîæíî çàêîí÷èòü èíòåðïðåòàöèþ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü

ìåíÿåòñÿ òîëüêî i-å îãðàíè÷åíèå. Òîãäà

∆
∆
V

b
y

i

i

*
.*=

Ñëåäîâàòåëüíî, i-ÿ äâîéñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ (â îïòèìàëüíîé òî÷êå)
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðèðàùåíèå öåëåâîé ôóíêöèè ïðè îñëàáëåíèè i-ãî
îãðàíè÷åíèÿ íà åäèíèöó.

Â òèïè÷íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷àõ ýòà âåëè÷èíà ìîæåò èñòîëêîâûâàòüñÿ,
íàïðèìåð, êàê ïðèðàùåíèå äîõîäà ïðè âîçðàñòàíèè îáúåìà ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðåñóðñà. Òàêèì îáðàçîì, îïðàâäûâàåòñÿ îáû÷íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äâîéñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ êàê óñëîâíûõ îöåíîê.

[5]
ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÍÀÓ×ÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÇÀÏÀÑÀÌÈ

Äàííàÿ ãëàâà èìååò öåëüþ îáúÿñíèòü îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè óïðàâëåíèÿ
çàïàñàìè è ïðåäíàçíà÷àåòñÿ äëÿ ÷èòàòåëåé, êîòîðûå íå çíàêîìû ñ ýòèì ïðåäìåòîì
è íå èìåþò îáøèðíûõ ïîçíàíèé â îáëàñòè ìàòåìàòèêè.

Òàêîå ïîíÿòèå, êàê ìîäåëü ïðîöåññà, ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì íå òîëüêî
â òåîðèè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè, íî è ïðè ïîñòðîåíèè ëþáûõ ôîðìàëèçîâàííûõ
òåîðèé. Â äàííîì ñëó÷àå ìîäåëü - ýòî èçîáðàæåíèå õàðàêòåðà ðåàëüíîé òîðãîâîé
èëè ïðîìûøëåííîé îïåðàöèè. Ýêñïåðèìåíòèðóÿ ñ ìîäåëüþ, íåðåäêî ìîæíî íàéòè
ïóòè ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ îïåðàöèè.

Îñíîâíàÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè, íàçûâàåìàÿ ñèñòåìîé ñ
ôèêñèðîâàííûì ðàçìåðîì çàêàçà, ïðîñòà è ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ðîäå êëàññè÷åñêîé
(îíà èçâåñòíà óæå áîëåå òðèäöàòè ëåò). Â òàêîé ñèñòåìå ðàçìåð çàêàçà ÿâëÿåòñÿ
ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, è ïîâòîðíûé çàêàç ïîäàåòñÿ ïðè óìåíüøåíèè íàëè÷íûõ
çàïàñîâ äî îïðåäåëåííîãî êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ (òî÷êà çàêàçà). Ðåàëèçàöèÿ òàêîé
ìîäåëè ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.6.

Ñèñòåìà ñ ôèêñèðîâàííûì ðàçìåðîì çàêàçà îñíîâàíà íà âûáîðå ðàçìåðà
ïàðòèè, ìèíèìèçèðóþùåãî îáùèå èçäåðæêè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè. Ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçäåðæêè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè ñîñòîÿò èç èçäåðæåê âûïîëíåíèÿ
çàêàçà è èçäåðæåê õðàíåíèÿ çàïàñîâ.

Èçäåðæêè âûïîëíåíèÿ çàêàçà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàêëàäíûå ðàñõîäû,
ñâÿçàííûå ñ ðåàëèçàöèåé çàêàçà; ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îíè íå çàâèñÿò îò ðàçìåðà çàêàçà.
Â ïðîìûøëåííîñòè òàêèìè èçäåðæêàìè ÿâëÿþòñÿ çàòðàòû íà ïîäãîòîâèòåëüíî-
çàêëþ÷èòåëüíûå îïåðàöèè. Åñëè Ñ

0
 - èçäåðæêè âûïîëíåíèÿ çàêàçà, à q - ðàçìåð

ïàðòèè, òî èçäåðæêè âûïîëíåíèÿ çàêàçà â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó òîâàðà ñîñòàâëÿþò
Ñ

0
/q; ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ïàðòèè îíè óìåíüøàþòñÿ ñ óáûâàþùåé ñêîðîñòüþ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãîäîâûõ èçäåðæåê âûïîëíåíèÿ çàêàçà èçäåðæêè âûïîëíåíèÿ
çàêàçà, ïðèõîäÿùèåñÿ íà åäèíèöó òîâàðà, íóæíî óìíîæèòü íà êîëè÷åñòâî òîâàðà S,
ðåàëèçîâàííîãî çà ãîä. Íà ðèñ. 1.1 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ïàðòèè
ãîäîâûå èçäåðæêè âûïîëíåíèÿ çàêàçîâ óìåíüøàþòñÿ òàêèì æå îáðàçîì, êàê è
èçäåðæêè âûïîëíåíèÿ çàêàçà, ïðèõîäÿùèåñÿ íà åäèíèöó òîâàðà.

Èçäåðæêè õðàíåíèÿ çàïàñîâ âêëþ÷àþò â ñåáÿ ðàñõîäû, ñâÿçàííûå ñ
ôèçè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì òîâàðîâ íà ñêëàäå, ïëþñ âîçìîæíûå ïðîöåíòû íà
êàïèòàë, âëîæåííûé â çàïàñû. Îáû÷íî èçäåðæêè õðàíåíèÿ âûðàæàþòñÿ â ïðîöåíòàõ

îò çàêóïî÷íîé öåíû è ñâÿçûâàþòñÿ ñ
îïðåäåëåííûì ïðîìåæóòêîì âðåìåíè,
íàïðèìåð 20% çà ãîä. Åñëè Ñ

u
 - çàêóïî÷íàÿ

öåíà åäèíèöû òîâàðà, à i- èçäåðæêè õðàíåíèÿ,
âûðàæåííûå êàê äîëÿ ýòîé öåíû, òî Ñ

u
i -

ãîäîâûå èçäåðæêè õðàíåíèÿ òîâàðà.
Èçäåðæêè õðàíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñðåäíèì
óðîâíåì çàïàñîâ. Ïðè ïîñòîÿííîé
èíòåíñèâíîñòè ñáûòà ãîäîâûå èçäåðæêè
õðàíåíèÿ çàïàñîâ ñîñòàâëÿþò Ñ

u
iq/2. Èç ðèñ.

1.2 âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà
çàêàçà ýòè èçäåðæêè ëèíåéíî âîçðàñòàþò.

Íà ðèñ. 1.3 ïîêàçàíû îáùèå ãîäîâûå
èçäåðæêè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè (ñóììà
ãîäîâûõ èçäåðæåê âûïîëíåíèÿ çàêàçîâ è
ãîäîâûõ èçäåðæåê õðàíåíèÿ çàïàñîâ),
êîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàþòñÿ

ôîðìóëîé

C S

q

C iqu0

2
+ . (1.1)

Âîçüìåì îò ýòîãî âûðàæåíèÿ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî q è ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò ïðèðàâíÿåì íóëþ, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

q Q
C S

C iî ï ò

u

= = 2 0 , (1.2)

ãäå S - ãîäîâîé ñáûò â åäèíèöàõ. Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Óèëñîíà.

Ðèñ. 1.1. Çàâèñèìîñòü ãîäîâûõ
èçäåðæåê âûïîëíåíèÿ çàêàçîâ

îò ðàçìåðà çàêàçà



Ðèñ. 1.7. Ðàñïðåäåëåíèå íåäåëüíîãî ñáûòà Swwwww äëÿ îäíîãî òîâàðà â
ìàãàçèíå ðîçíè÷íîé òîðãîâëè çà 100 íåäåëü. Â 11% ñëó÷àåâ Swwwww> 6 åä.

Â 5% ñëó÷àåâ        Swwwww > 7 åä. Â 2% ñëó÷àåâ Swwwww > 8 åä. Swwwww [åä] -
íåäåëüíûé ñáûò; N - ÷èñëî íåäåëü:   Swwwww - ñðåäíèé ñáûò (Swwwww = 4 åä.).
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Çíà÷åíèå q ìèíèìèçèðóþùåå ãîäîâûå èçäåðæêè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè,
íàçûâàåòñÿ íàèáîëåå ýêîíîìè÷íûì ðàçìåðîì çàêàçà è îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé Q.

Òî÷êà çàêàçà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

P B S Ld= +
_

, (1.3)

ãäå  S
d
-ñðåäíèé ñóòî÷íûé ñáûò. Ôîðìóëû (1.2) è (1.3) ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò

ðàáîòó îñíîâíîé ìîäåëè ñ ôèêñèðîâàííûì ðàçìåðîì çàêàçà.
Ñðåäíèé óðîâåíü çàïàñîâ ñîñòàâëÿåò

I B
Q= +
2

. (1.4)

Ðèñ. 1.2. Çàâèñèìîñòü ãîäîâûõ
èçäåðæåê õðàíåíèÿ çàïàñîâ îò

ðàçìåðà çàêàçà

Ðèñ. 1.3. Çàâèñèìîñòü ãîäîâûõ
èçäåðæåê óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè îò
ðàçìåðà çàêàçà. S = 100, Ñ

0
 = 2,00

äîëë.. Ñ
u
 = 5,00 äîëë., i = 0,20.

1 - èçäåðæêè âûïîëíåíèÿ çàêàçîâ;
2 - èçäåðæêè õðàíåíèÿ çàïàñîâ;
3 - èçäåðæêè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè

Êðèâàÿ îáùèõ ãîäîâûõ èçäåðæåê ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ïîëîãîé âáëèçè òî÷êè ìèíèìóìà,
÷òî îòðàæàåò ôàêò íàëè÷èÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ â âûðàæåíèè äëÿ Q. Òàêèì îáðàçîì,
âáëèçè òî÷êè ìèíèìóìà ðàçìåð çàêàçà ìîæåò êîëåáàòüñÿ â íåêîòîðûõ ïðåäåëàõ
áåç ñóùåñòâåííîãî èçìåíåíèÿ îáùèõ èçäåðæåê.

Ðèñ. 1.4. Âëèÿíèå ðàçìåðà çàêàçà
íà ñðåäíèé óðîâåíü çàïàñîâ.
(Ïîñòîÿííàÿ èíòåíñèâíîñòü ñáûòà)
= (Ñðåäíÿÿ ãîäîâàÿ èíòåíñèâíîñòü
ñáûòà).
I - íàëè÷íûå çàïàñû: t - âðåìÿ; Q
- ðàçìåð çàêàçà; I - ñðåäíèé
óðîâåíü çàïàñîâ.

Â èäåàëüíîì ñëó÷àå (ðèñ. 1.4) óðîâåíü
çàïàñîâ óìåíüøàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé
èíòåíñèâíîñòüþ, è êàê òîëüêî îí äîñòèãàåò
íóëÿ, íåìåäëåííî ïîñòóïàåò íîâûé çàêàç
ðàçìåðîì Q. Òàêîãî âîñïðîèçâîäñòâà
çàïàñîâ íà ïðàêòèêå îáû÷íî íå
âñòðå÷àåòñÿ, íà ðèñ. 1.5 èçîáðàæåíà áîëåå
ñëîæíàÿ ìîäåëü. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè
çàêàçà íåîáõîäèìî çíàòü âðåìåííóþ
çàäåðæêó ìåæäó ìîìåíòîì ïîäà÷è çàêàçà
è ìîìåíòîì åãî ïîëó÷åíèÿ è ñðåäíèé
îæèäàåìûé ñáûò S

L
 çà âðåìÿ äîñòàâêè L.

Îäíàêî ýòîãî íåäîñòàòî÷íî, òàê êàê
ïðèìåðíî â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ ôàêòè÷åñêèé
ñáûò çà âðåìÿ äîñòàâêè çàêàçà ìîæåò ïðåâûñèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå è íàñòóïèò âðåìåííàÿ
íåõâàòêà òîâàðà (äåôèöèò). Ïîýòîìó ïðè îïðåäåëåíèè òî÷êè çàêàçà Ð ê îæèäàåìîìó
ñáûòó çà âðåìÿ äîñòàâêè çàêàçà äîáàâëÿåòñÿ ðåçåðâíûé èëè ñòðàõîâîé çàïàñ Â.

Ðèñ. 1.5. Òî÷êà çàêàçà ìîäåëè ñ
ôèêñèðîâàííûì ðàçìåðîì çàêàçà.

I - íàëè÷íûå çàïàñû; Â - ðåçåðâíûé çàïàñ;
t - âðåìÿ: I - ñðåäíèé óðîâåíü çàïàñîâ:
Ð - òî÷êà çàêàçà;  1 - ìîìåíò ïîäà÷è
çàêàçà: 2 - ìîìåíò ïîëó÷åíèÿ çàêàçà;
L - âðåìÿ äîñòàâêè çàêàçà â ñóòêàõ.

Íåîáõîäèìîñòü â ðåçåðâíîì çàïàñå
íàãëÿäíî ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.6, ãäå
ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå ðåàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà
èíòåíñèâíîñòü ñáûòà - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
Èñïîëüçóÿ   ôàêòè÷åñêèå äàííûå î ñáûòå è
âðåìåíè äîñòàâêè çàêàçà, ìîæíî
ïðîìîäåëèðîâàòü ïðîöåññ è îïðåäåëèòü, ÷òî
ïðîèçîéäåò ïðè ïðèìåíåíèè  ïðàâèë çàêàçà â
òå÷åíèå äëèòåëüíîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè.
Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, âûðàæåííûå ÷åðåç
âåðîÿòíîñòü äåôèöèòà è ñðåäíèå óðîâíè
çàïàñîâ, ìîæíî ñðàâíèòü ñ ðåçóëüòàòàìè,
ïîëó÷åííûìè äëÿ ñóùåñòâóþùåé ñèñòåìû.

Åñëè âðåìÿ äîñòàâêè çàêàçà ïîñòîÿííî, òî
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåçåðâíîãî çàïàñà,
îáåñïå÷èâàþùåãî íàäåæíóþ çàùèòó îò
äåôèöèòà è çàäàëæèâàíèÿ ñïðîñà, íåîáõîäèìî
çíàòü ëèøü ðàñïðåäåëåíèå ñáûòà çà âðåìÿ
äîñòàâêè. Çàäàëæèâàíèå ñïðîñà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñáûò òîâàðà ïðè íóëåâîì óðîâíå

Ðèñ. 1.6. Òèïè÷íûé ïðîöåññ â
ñèñòåìå ñ ôèêñèðîâàííûì

ðàçìåðîì çàêàçà.
I - íàëè÷íûå çàïàñû (â
åäèíèöàõ); t - âðåìÿ; S

v
 -

ïåðåìåííàÿ èíòåíñèâíîñòü
ñáûòà; Â - ðåçåðâíûé çàïàñ:
I - ñðåäíèé óðîâåíü çàïàñîâ;
1 - ìîìåíò ïîäà÷è çàêàçà;
2 - ìîìåíò ïîëó÷åíèÿ çàêàçà:
L - âðåìÿ äîñòàâêè çàêàçà â
ñóòêàõ.

çàïàñîâ.
Íà ðèñ. 1.7 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ôàêòè÷åñêîãî ñáûòà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

õîðîøåé àïïðîêñèìàöèåé îïðåäåëåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé,
èçâåñòíîãî êàê çàêîí Ïóàññîíà.
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Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà èìååò ñëåäóþùåå ïîëåçíîå ñâîéñòâî: ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ èçâåñòíà ïîëíîñòüþ, åñëè èçâåñòíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíî êâàäðàòíîìó
êîðíþ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè ðàçìåðà ðåçåðâíîãî
çàïàñà äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü ñðåäíèé ñáûò çà âðåìÿ äîñòàâêè çàêàçà. Â ñëó÷àå
ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñáûòà óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì
ïðàêòè÷åñêèì ïðàâèëîì: òîëüêî â äâóõ ïðîöåíòàõ ñëó÷àåâ ñáûò ïðåâûñèò âåëè÷èíó,
ðàâíóþ ñðåäíåìó ñáûòó ïëþñ óäâîåííûé êâàäðàòíûé êîðåíü èç ýòîãî ñðåäíåãî.
Åñëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èçâåñòíî, òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íåêîòîðîãî
îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç òàáëèö äëÿ
ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â òèïè÷íûõ òàáëèöàõ íå ïðèâîäÿòñÿ âåðîÿòíîñòè
äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé, ïðåâîñõîäÿùèõ 20, òàê êàê îáû÷íî ïðèìåíèìîñòü
ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷èâàåòñÿ äîâîëüíî êîðîòêèì èíòåðâàëîì
ñðåäíèõ çíà÷åíèé.

Â ðîçíè÷íîé òîðãîâëå ñáûò ìíîãèõ òîâàðîâ ÷àñòî îïèñûâàåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèÿìè, äîñòàòî÷íî áëèçêèìè ê ïóàññîíîâñêîìó. Åñëè çàêîí Ïóàññîíà
óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò ôàêòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñáûòà õàðàêòåðíûõ
òîâàðîâ, òî è äëÿ áîëüøîé ãðóïïû àíàëîãè÷íûõ òîâàðîâ ÷àñòî ìîæíî äîïóñòèòü
òàêæå íàëè÷èå ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçìåð ðåçåðâíîãî

çàïàñà Â
L
 ìîæíî îïðåäåëèòü, çíàÿ ñðåäíèé ñáûò SL

_

 çà âðåìÿ äîñòàâêè çàêàçà è
íàõîäÿ ñ ïîìîùüþ òàáëèö âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñáûò ïðåâûñèò çàäàííîå çíà÷åíèå

Â + SL

_

.
Äëÿ ïðîâåðêè ïðèìåíèìîñòè çàêîíà Ïóàññîíà äëÿ êàæäîãî òîâàðà ñðåäíåå

êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ñáûòà íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

( )
,

2
1

n

SS
s

∑ −
=σ (1.5)

ãäå S
i
 - îòäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñáûòà, S

_

 - ñðåäíèé ñáûò, n- ÷èñëî îòäåëüíûõ
çíà÷åíèé. Çàòåì íà êîîðäèíàòíûõ ëèíèÿõ ïðÿìîóãîëüíîé ëîãàðèôìè÷åñêîé áóìàãè

ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëüíîå. Â ÷àñòíîñòè, îíî ñëóæèò äîñòàòî÷íî õîðîøåé
àïïðîêñèìàöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñáûòà íåêîòîðûõ òîâàðîâ ïðè ðîçíè÷íîé è îïòîâîé
òîðãîâëå (ðèñ. 1.9). Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òàêæå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî,
åñëè èçâåñòíî åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå; ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå
ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíî åãî ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ. Óðîâåíü 3S

L
, ò. å.

âåëè÷èíó, ðàâíóþ ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ïëþñ 2s
s
, ïðåâûñÿò ëèøü îêîëî 5%

âñåõ ôàêòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ñáûòà. ×àñòî ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî ïîêàçàòåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñáûòà ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåãî êëàññà òîâàðîâ, åñëè èçâåñòíî,÷òî
îíî ïðèìåíèìî ê íåêîòîðûì õàðàêòåðíûì âèäàì òîâàðà.

Ðèñ. 1.8. Îïðåäåëåíèå ïóàññîíîâñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñáûòà äëÿ ãðóïïû
òîâàðîâ.
sssss

S
 - ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå

ñáûòà; S - ñðåäíèé ñáûò â åäèíèöàõ.

îòêëàäûâàþòñÿ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è
ñðåäíèå êâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ
ñáûòà äëÿ êàæäîãî òîâàðà. Åñëè
ïîëó÷åííûå òî÷êè ðàñïîëàãàþòñÿ
âáëèçè ïðÿìîé (êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.
1.8), òî ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå
îòêëîíåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ
êâàäðàòíûì êîðíåì èç ñðåäíåãî ñáûòà.
Ýòîò ôàêò åùå íå äîêàçûâàåò
ñóùåñòâîâàíèÿ ïóàññîíîâñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, íî îí ñâèäåòåëüñòâóåò
î òîì, ÷òî äîïóùåíèå î ïóàññîíîâñêîì
ðàñïðåäåëåíèè ñáûòà äëÿ äàííîé
ãðóïïû òîâàðîâ ÿâëÿåòñÿ ðàçóìíûì è
ïîëåçíûì.

Äðóãèì ðàñïðåäåëåíèåì
âåðîÿòíîñòåé ñ óäîáíûìè ñâîéñòâàìè

Ðèñ. 1.9. Ðàñïðåäåëåíèå ñáûòà, áëèçêîå ê ïîêàçàòåëüíîìó.
N - ÷èñëî íåäåëü; Swwwww - íåäåëüíûé ñáûò â åäèíèöàõ.

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòî îïèñûâàåò ñáûò ïðîäóêöèè íà ïðîìûøëåííîì
ïðåäïðèÿòèè, ãäå ïóàññîíîâñêîå è ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ ðåäêî.
Äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íå ñóùåñòâóåò êàêîãî-ëèáî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó

Ðèñ. 1.10. Ðàñïðåäåëåíèå
ôàêòè÷åñêîãî ïîòðåáëåíèÿ
ïðîäóêöèè, áëèçêîå ê
íîðìàëüíîìó.

N - ÷èñëî ïåðèîäîâ
äëèòåëüíîñòüþ äâå íåäåëè;
S - ïîòðåáëåíèå çà äâå
íåäåëè (îäíîìó èíòåðâàëó
ñîîòâåòñòâóåò 500 åäèíèö).
I - ïåðèîä ñ ïîòðåáëåíèåì
2900 ñä.; II - ïåðèîä ñ

ïîòðåáëåíèåì 9400 åä. Ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíî íîðìàëüíîå  ðàñïðåäåëåíèå
ïîòðåáëåíèÿ äëÿ 100 ïåðèîäîâ; øòðèõîâêîé îáîçíà÷åíî ôàêòè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ïîòðåáëåíèÿ äëÿ 26 ïåðèîäîâ; ñïëîøíîé ëèíèåé ïðîâåäåíà
ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ 26 ïåðèîäîâ.
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ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì è ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Åñëè
èçâåñòíî ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, òî ñ
ïîìîùüþ òàáëèö íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ëåãêî îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî âåëè÷èíà ñáûòà ïðåâûñèò ëþáîå îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå. Â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèå, ðàâíîå ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ïëþñ 2ss, áóäåò
ïðåâçîéäåíî ëèøü â 2,5 % ñëó÷àåâ. Íà ðèñ. 1.10 èçîáðàæåíî òèïè÷íîå, áëèçêîå ê
íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèå ôàêòè÷åñêîãî ïîòðåáëåíèÿ óïàêîâî÷íîãî êàðòîíà íà
áóìàæíîé ôàáðèêå â òå÷åíèå 26 ïåðèîäîâ, äëèòåëüíîñòüþ äâå íåäåëè êàæäûé.
Çäåñü ïîêàçàíà òàêæå êðèâàÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòèì
ôàêòè÷åñêèì äàííûì, è ïðèâîäèòñÿ îæèäàåìîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñáûòà
äëÿ 100 ïåðèîäîâ.

[6]
ÎÄÈÍÎ×ÍÀß ÁÀÇÀ

ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÌÎÄÅËÈ

Çà ïîñëåäíåå âðåìÿ â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàëîñü áîëüøîå ÷èñëî
ýëåìåíòàðíûõ ìîäåëåé ñòàòè÷åñêèõ, äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ
çàïàñàìè. Âåñüìà ÷àñòî ýòè ìîäåëè ëèøü íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà;
÷èñëî ëåæàùèõ â èõ îñíîâå ïðèíöèïî.â íåâåëèêî. Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ ýòè ïðèíöèïû îñíîâûâàþòñÿ íà ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ñ íåïðåðûâíûì ñïðîñîì
1. Ïðåäïîëîæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ïîñòóïëåíèÿ è âûõîäà:

à) ñïðîñ íåïðåðûâåí è èìååò ïîñòîÿííóþ èíòåíñèâíîñòü r. Äî òåõ ïîð ïîêà
óðîâåíü çàïàñîâ ïîëîæèòåëåí, èíòåíñèâíîñòü âûõîäà ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé
èíòåíñèâíîñòè ñïðîñà;

á) ïîñòóïëåíèå ïðîèñõîäèò â äèñêðåòíûå ìîìåíòû èëè äèñêðåòíûå èíòåðâàëû
âðåìåíè; çàêàç äîëæåí áûòü ñäåëàí íà L, åäèíèö âðåìåíè ðàíüøå ìîìåíòà ïîñòàâêè.
Áóäåì íàçûâàòü L âðåìåíåì îòñòàâàíèÿ ïîñòàâêè;

â) ìîìåíò âûïèñêè çàêàçà îïðåäåëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì óðîâíåì çàïàñîâ Ð,
êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü òî÷êîé çàêàçà;

ã) ïîñòóïëåíèå ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ð â òå÷åíèå èíòåðâàëà
âðåìåíè, îïðåäåëÿåìîãî ðàçìåðîì çàêàçà q. Äîïóñêàåòñÿ âîçìîæíîñòü ð= ¥
(ìãíîâåííîå ïîñòóïëåíèå);

ä) òî÷êà çàêàçà, ðàçìåð çàêàçà è èíòåðâàëû ìåæäó ìîìåíòàìè ïîñòóïëåíèÿ
ïîñòîÿííû âî âðåìåíè;

å) ïðîöåññ äâèæåíèÿ çàïàñîâ áåñêîíå÷åí.
2. Ïðåäïîëîæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ïîêàçàòåëÿ ýôôåêòèâíîñòè (èçäåðæåê):

à) êàæäîìó ïîñòóïëåíèþ ñîîòâåòñòâóþò ïîñòîÿííûå èçäåðæêè s (çàòðàòû íà
ïîäãîòîâèòåëüíî-çàêëþ÷èòåëüíûå îïåðàöèè);

á) åäèíè÷íîìó ïîñòóïëåíèþ ñîîòâåòñòâóþò èçäåðæêè, ðàâíûå ñ, êîòîðûå ìîãóò
çàâèñåòü îò îáùåãî ðàçìåðà ïîñòóïëåíèÿ q (ïðè íàëè÷èè ñêèäîê â ñâÿçè ñ ðàçìåðîì
çàêàçà è ò. ä.);

â) èçäåðæêè ñîäåðæàíèÿ çàïàñîâ ïðîïîðöèîíàëüíû èíòåãðàëó (ïî âðåìåíè)
ïîëîæèòåëüíîãî óðîâíÿ çàïàñîâ. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè îáîçíà÷èì
÷åðåç h. Ðåæå ñëó÷àè, êîãäà èçäåðæêè ñîäåðæàíèÿ çàïàñîâ ñâÿçàíû ñ óðîâíåì
çàïàñîâ áîëåå ñëîæíîé çàâèñèìîñòüþ è çàâèñÿò îò äðóãèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è,
íàïðèìåð îò îáùåãî ðàçìåðà ïîñòóïëåíèÿ q;

ã) ïîòåðè èç-çà äåôèöèòà (îòñóòñòâèÿ çàïàñîâ) ïðîïîðöèîíàëüíû èíòåãðàëó
îòðèöàòåëüíîãî óðîâíÿ çàïàñà. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç
d. Çäåñü òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëåå ñëîæíûå âçàèìîñâÿçè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñïðîñ
íå óìåíüøàåòñÿ èç-çà äåôèöèòà (íåóäîâëåòâîðåííûé ñïðîñ ìîæíî óäîâëåòâîðÿòü
èç áîëåå ïîçäíèõ ïîñòóïëåíèé).

Äëÿ òàêèõ ïðîñòûõ ìîäåëåé çàäà÷à óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åé
îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé òî÷êè çàêàçà è ðàçìåðà çàêàçà.

Îïðåäåëåíèå òî÷êè çàêàçà
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ìîìåíòîì ïîñòóïëåíèÿ ìû ðåøàåì

óñòàíîâèòü óðîâåíü çàïàñîâ I
î
; òîãäà íå ñëåäóåò äåëàòü çàêàç, åñëè ôàêòè÷åñêèé

óðîâåíü çàïàñîâ À óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
A > R

L
 + R

t
 - Q

L
 + I

0
, (2.1)

ãäå
R

L
-îáùèé ñïðîñ â òå÷åíèå âðåìåíè îòñòàâàíèÿ ïîñòàâêè L,

Q
L
-îáùåå ïîñòóïëåíèå â òå÷åíèå âðåìåíè îòñòàâàíèÿ ïîñòàâêè L,

îáóñëîâëåííîå ïðåäûäóùèìè çàêàçàìè,
R

t
 - îáùèé ñïðîñ â òå÷åíèå �èíòåðâàëà ïðîâåðêè� t.

Çíà÷åíèå �èíòåðâàëà ïðîâåðêè�  ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàêàçû ìîãóò âûïèñûâàòüñÿ
òîëüêî â ðàâíîñòîÿùèå ìîìåíòû, êîòîðûå îòäåëåíû äðóã îò äðóãà t åäèíèöàìè
âðåìåíè. Íåðàâåíñòâî (2.1) ïðè t=0 èìååò ñëåäóþùèé ñìûñë: åñëè íå äåëàòü
äîïîëíèòåëüíûé çàêàç, òî óðîâåíü çàïàñîâ (ïåðåä ïîñòóïëåíèåì) â ìîìåíò (L+t)
áóäåò âñå åùå ïðåâûøàòü I

0
. Ñëåäîâàòåëüíî, çàêàç íå íóæíî äåëàòü.

Âåëè÷èíó S=À+Q
L
 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåííûé óðîâåíü çàïàñîâ.

Òî÷êà çàêàçà ïðè îáîáùåííîì óðîâíå çàïàñîâ S îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

P = I
0
 + R

L
 + R

t
. (2.1à)

Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü íàèáîëåå ýêîíîìè÷íîãî ðàçìåðà ïàðòèè
Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü íàèáîëåå ýêîíîìè÷íîãî ðàçìåðà ïàðòèè åñòü ïðîñòåéøèé

ïðèìåð îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàçìåðà çàêàçà. Â ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ
íàèáîëåå ïðîñòàÿ ñòðóêòóðà èçäåðæåê, âêëþ÷àþùàÿ òîëüêî ðàñõîäû íà
ïîäãîòîâèòåëüíî-çàêëþ÷èòåëüíûå îïåðàöèè è èçäåðæêè ñîäåðæàíèÿ çàïàñîâ;
îòðèöàòåëüíûé óðîâåíü çàïàñà íå äîïóñêàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, óðîâåíü çàïàñîâ
íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ïîñòóïëåíèåì ñîñòàâëÿåò I

0
 = 0. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü

òî÷êó çàêàçà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (2.1à). Èç îáùèõ ïðåäïîëîæåíèé (l
à
- l

å
) ñëåäóåò,

÷òî óðîâåíü çàïàñîâ I(t) îïèñûâàåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé
âðåìåíè (ñì. ðèñ. 3). Óðîâåíü çàïàñîâ â òå÷åíèå ïîëíîãî öèêëà äâèæåíèÿ çàïàñîâ,
íà÷èíàþùèéñÿ ïðè t=0, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(2.2)

Îòñþäà èçäåðæêè ñîäåðæàíèÿ çàïàñîâ â òå÷åíèå öèêëà ñîñòàâëÿþò

( ) .1
2

2/

0





 −=∫
−

p

r

r

qh
qttIh

rq

(2.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ ñóììà èçäåðæåê
ñîäåðæàíèÿ çàïàñîâ è çàòðàò íà
ïîäãîòîâèòåëüíî-çàêëþ÷èòåëüíûå îïåðàöèè â
ðàñ÷åòå íà åäèíèöó âðåìåíè ðàâíà

.1
2 q

r
s

p
rhq

C +




 −= (2.4)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî q è
ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ íóëþ, ïîëó÷èì
îïòèìàëüíûé ðàçìåð çàêàçà (íàèáîëåå
ýêîíîìè÷íûé ðàçìåð ïàðòèè):
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( )[ ]./1
2

prh
rs

q
−

= (2.5)

Ðàçóìååòñÿ, âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî r<p. Âåñüìà ÷àñòî äîïóñêàåòñÿ
r/ð » 0. Òîãäà ïåðâîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ (2.4) ïðèíèìàåò ïðîñòóþ ôîðìó hq/2.
Ýòî óïðîùàþùåå ïðåäïîëîæåíèå ìû èñïîëüçóåì â ñëåäóþùèõ äàëåå ìîäåëÿõ.

Åñëè â (2.4) ïîäñòàâèòü îïòèìàëüíûé ðàçìåð ïàðòèè, ïîëó÷åííûé èç (2.5), òî
ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îáùàÿ ñóììà èçäåðæåê çà åäèíèöó âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
îïòèìàëüíîé ïîëèòèêå  óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè, ðàâíà

( )./12 prrshC −= (2.6)

Ê ñ÷àñòüþ, èçäåðæêè íå î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíû ê îòêëîíåíèÿì îò îïòèìàëüíîãî
ðàçìåðà çàêàçà.

Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ äîïóùåíèåì äåôèöèòà
Äîïîëíèòåëüíàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû ââîäèòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè äîïóñêàåòñÿ

äåôèöèò, íî ñîõðàíÿþòñÿ âñå îñòàëüíûå îñîáåííîñòè êëàññè÷åñêîé ìîäåëè. Âûáðàâ
äëèòåëüíîñòü öèêëà ïîâòîðåíèÿ çàêàçà Ò, ìû âñå æå ìîæåì óñòàíàâëèâàòü
äîïóñòèìûé äåôèöèò. Â òî æå âðåìÿ ñëåäóåò ââåñòè ïîòåðè èç-çà äåôèöèòà,
ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íå áóäåò ñòèìóëà äëÿ ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè.
Ïóñòü S-óðîâåíü çàïàñà â íà÷àëå öèêëà äâèæåíèÿ çàïàñîâ (ñì. ðèñ. 4). Èçäåðæêè çà
âåñü öèêë ñîñòîÿò èç èçäåðæåê ñîäåðæàíèÿ ñðåäíåãî çàïàñà S/2 â òå÷åíèå t� åäèíèö
âðåìåíè, ïîòåðü èç-çà äîïóùåíèÿ ñðåäíåãî äåôèöèòà (q-S)/2 â òå÷åíèå t� åäèíèö
âðåìåíè è çàòðàò íà ïîäãîòîâèòåëüíî - çàêëþ÷èòåëüíûå îïåðàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî,
èçäåðæêè íà åäèíèöó âðåìåíè ìîãóò áûòü âûðàæåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t T
S

r

Tr S

r
' ' = − = −

(2.9)

â (2.7), ïîëó÷èì ñòîèìîñòíóþ ôóíêöèþ

( ) ( )
.

22
,

22

rT

SrTd

rT

hS

T

s
TSC

−++= (2.10)

Ìèíèìóì èçäåðæåê ìîæíî íàéòè, âçÿâ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî äâóì
óïðàâëÿþùèì ïåðåìåííûì S è Ò. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

T
s

rh

h d

d

^

,= +2
(2.11)

S
rs

h

d

h d

^

,=
+

2
(2.12)

C rsh
d

h d

^

,=
+

2 (2.13)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàòðàòû íà ïðîâåäåíèå îïòèìàëüíîé ïîëèòèêè äëÿ ýòîé
ìîäåëè â

d

h d+
(2.14)

ðàç ìåíüøå, ÷åì àíàëîãè÷íûå çàòðàòû äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè.
Ñêèäêè â ñâÿçè ñ ðàçìåðîì çàêàçà
Åñëè ðàñõîäû ñ íà åäèíèöó ïîñòóïëåíèÿ ïîñòîÿííû, ñóììàðíûå èçäåðæêè â

åäèíèöó âðåìåíè òàêæå ôèêñèðîâàííû. Ñëåäîâàòåëüíî, íå íóæíî ðàññìàòðèâàòü
ýòîò ñëó÷àé â ìîäåëè èçäåðæåê. Ïåðåéäåì ê òîìó ñëó÷àþ, êîãäà ñ åñòü ôóíêöèÿ
ðàçìåðà ïîñòóïëåíèÿ q:

ñ=ñ(q). (2.15)
Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñêèäîê â ñâÿçè ñ ðàçìåðîì çàêàçà ïðè çàêóïêàõ [11]. Ïðè

ñîõðàíåíèè âñåõ îñòàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþùèå
èçäåðæêè çà åäèíèöó âðåìåíè ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè

( ) ( ) .
2

rqc
q

r
s

h
hqC ++= (2.16)

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
h=kc, (2.17)

ãäå k-êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè

( ) ( ) .
2
1

rqc
q

r
skcqqC ++= (2.18)

.''
2

'
2

1





 −++= r

Sq
dt

S
hs

T
C (2.7)

Ïîäñòàâèâ

t
S

r
' ,= (2.8)
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Åñëè ñ(q) ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé (êàê ïðè ñêèäêàõ â ñâÿçè ñ ðàçìåðîì
çàêàçà), òî â ïðåäåëàõ êàæäîãî i-ãî öåííîñòíîãî èíòåðâàëà ñ(q) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ïîñòîÿííóþ c

i
. Ïóñòü i-é öåííîñòíûé èíòåðâàë îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíèöàìè

I q ui i≤ ≤ . Ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëüíûé ìèíèìóì q
i
 ôóíêöèè èçäåðæåê â i-ì

èíòåðâàëå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(2.19)

ãäå

q
rc

kci
i

* .=
2

(2.20)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóììà ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê

(2.21)

Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì íàõîäèòñÿ ïóòåì âûáîðà íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ Ñ
i
. Íà

ïðàêòèêå âîçìîæíû ìíîãèå óïðîùåíèÿ. Õîðîøèì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå
öåííîñòíîãî èíòåðâàëà, äëÿ êîòîðîãî q

i
=q

i
* .Òîãäà âñå èíòåðâàëû, ëåæàùèå ñëåâà,

ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû.

Èçäåðæêè ñîäåðæàíèÿ çàïàñîâ êàê ôóíêöèè
èçäåðæåê ïðîèçâîäñòâà

Äî ñèõ ïîð èçäåðæêè ñîäåðæàíèÿ çàïàñîâ h ñ÷èòàëèñü ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.
Îäíàêî ïîñêîëüêó èçäåðæêè ñîäåðæàíèÿ çàïàñîâ îáû÷íî âû÷èñëÿþòñÿ êàê íåêîòîðàÿ
äîëÿ (ðàâíàÿ k) ñòîèìîñòè åäèíèöû ïðîäóêòà è ïîñêîëüêó ïîñëåäíÿÿ çàâèñèò îò
îáúåìà ïðîèçâîäñòâà q, òî è h çàâèñèò îò q. Ïóñòü ïåðåìåííàÿ ÷àñòü èçäåðæåê
ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ïðîäóêöèè ðàâíà v. Òîãäà îáùàÿ ñóììà èçäåðæåê
ïðîèçâîäñòâà ïàðòèè ðàçìåðà q ñîñòàâëÿåò

s q+ υ , (2.22)

à èçäåðæêè ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ïðîäóêöèè ñîñòàâÿò

s

q
+ υ. (2.23)

Ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçäåðæêè ñîäåðæàíèÿ çàïàñîâ h ðàâíû k,
óìíîæåííîìó íà åäèíèöó ïðîäóêöèè, òî

h k
s

q
= +







υ . (2.24)

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ ñóììà çàòðàò íà ïîäãîòîâèòåëüíî-çàêëþ÷èòåëüíûå
îïåðàöèè è èçäåðæåê ñîäåðæàíèÿ çàïàñîâ â òå÷åíèå åäèíèöû âðåìåíè ðàâíà

,
222
ksq

k
q

srq

q

s
k

q

sr
C ++=




 ++= υυ (2.25)

îòêóäà

q
rs

k

^

.
2

υ
(2.26)

Î÷åâèäíî, òîëüêî ïåðåìåííûå èçäåðæêè v èìåþò çíà÷åíèå ïðè êîððåêòèðîâêå
èçäåðæåê ñîäåðæàíèÿ çàïàñîâ â ôîðìóëå îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàçìåðà
ïàðòèè.

Ñòóïåí÷àòûå èçäåðæêè ñîäåðæàíèÿ çàïàñîâ
Åñëè ñêëàäû àðåíäóþòñÿ, òî, âåðîÿòíî, àðåíäîâàòüñÿ ìîãóò òîëüêî

ôèêñèðîâàííûå ïðèðàùåíèÿ ñêëàäñêèõ ïîìåùåíèé (ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçìåðó
ïàðòèè q

0
). Åñëè èçäåðæêè íà åäèíèöó âðåìåíè çà ïîëüçîâàíèå òàêîé

äîïîëíèòåëüíîé ïëîùàäüþ ðàâíû ñ
î
, òî îáùàÿ ñóììà èçäåðæåê õðàíåíèÿ çà åäèíèöó

âðåìåíè ñîñòàâèò (ñì. ðèñ. 5)

( ) ,
20

0

q
h

c
q

q
qH +








= (2.27)

ãäå [q/q
0
] åñòü ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ q íà q

0
, à q - ðàçìåð ïàðòèè. Îáùàÿ ñóììà

èçäåðæåê ñîäåðæàíèÿ çàïàñîâ è ïîäãîòîâèòåëüíî-çàêëþ÷èòåëüíûõ îïåðàöèé çà
åäèíèöó âðåìåíè ñîñòàâèò

( ) .
20

0 q

r
s

q
hc

q

q
qC ++








= (2.28)

Ìèíèìèçàöèÿ ýòîé ôóíêöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ìèíèìèçàöèè â ñëó÷àå
ñêèäîê â ñâÿçè ñ ðàçìåðîì çàêàçà.

Çàâèñèìîñòü ñïðîñà îò öåí
Åñëè èíòåíñèâíîñòü ñïðîñà r çàâèñèò îò ïðîäàæíîé öåíû åäèíèöû ïðîäóêöèè ð

r = r(ð), (2.29)
òî â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ïîÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû: êàê öåíû ð, òàê è
ðàçìåð çàêàçà q ñòàíîâÿòñÿ óïðàâëÿþùèìè ïåðåìåííûìè. Â ýòîì ñëó÷àå êðèòåðèåì
îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèáûëü çà åäèíèöó âðåìåíè:
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( ) ( ) ,
2 







 ++−= pcr
q

h
q

r
spprP (2.30)

ãäå ñ åñòü èçäåðæêè ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ïðîäóêöèè. Îïòèìàëüíûé ðàçìåð
ïàðòèè ïðè ëþáîì çàäàííîì óðîâíå öåí ð ðàâåí

( )
,

2^

h

prs
q = (2.31)

à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðèáûëü ñîñòàâèò

( ) ( ) ( ).2,
^

pcrpshrpprpqP −−=






(2.32)

Îïòèìàëüíàÿ öåíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ìàêñèìèçàöèåé ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî ð.
Â èëëþñòðàòèâíûõ öåëÿõ ïðåäïîëîæèì, ÷òî

( ) ,bappr += (2.33)

ãäå à è b- çàäàííûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà

( ) ( ).22 bapcbapshbpapP +−+−+= (2.34)

Ïîëüçóÿñü îáû÷íûìè ìåòîäàìè äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, íåòðóäíî

ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé öåíû p
^

:

     ( ) ( ) ++−+−+
^

3222
^
23233 212108168 pacbcaabpcabapa (2.35)

+ − + − =2 4 2 03 2 2 2 2b cab c a b sha .
Óðàâíåíèå (2.35) ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Êàðäàíà èëè

ïðèáëèæåííûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ äèñêðåòíûì ñïðîñîì
(äëÿ ñëó÷àÿ ìåäëåííî îáîðà÷èâàþùèõñÿ çàïàñàåìûõ îáúåêòîâ)

Èäåàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå î íåïðåðûâíîñòè ñïðîñà âî âðåìåíè âïîëíå
ðàçóìíî ïîñòîëüêó, ïîñêîëüêó âûäà÷à èç çàïàñîâ íåâåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçîâûìè
êîëè÷åñòâàìè ïðîèçâåäåííîé èëè çàêóïëåííîé ïðîäóêöèè. Íî ýòî ïðåäïîëîæåíèå
ïåðåñòàåò áûòü ñïðàâåäëèâûì â ñëó÷àå �ìåäëåííî îáîðà÷èâàþùèõñÿ çàïàñàåìûõ
îáúåêòîâ�, êîãäà êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà îïðåäåëåíèÿ íàèáîëåå ýêîíîìè÷íîãî
ðàçìåðà ïàðòèè óæå íåïðèãîäíà. Â òî æå âðåìÿ ñîîáðàæåíèÿ îá îïòèìàëüíîì
ðàçìåðå ïàðòèè ìîãóò îêàçàòüñÿ îñîáåííî âàæíûìè äëÿ ìåäëåííî
îáîðà÷èâàþùèõñÿ îáúåêòîâ. Ñþäà îòíîñèòñÿ ðåøåíèå âîïðîñà î òîì, ñòîèò ëè
âîîáùå ñîçäàâàòü çàïàñû äàííîãî îáúåêòà. Òàêèì îáðàçîì, ìû âûíóæäåíû
ïðèñïîñîáèòü êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü ê ñëó÷àþ äèñêðåòíîãî ñïðîñà.

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷åðåç
ïîñòîÿííûå èíòåðâàëû âðåìåíè, êîòîðûõ â åäèíèöó âðåìåíè èìååòñÿ n, âîçíèêàåò
ñïðîñ, ðàâíûé à. Î÷åâèäíî, ïðè óñòàíîâëåíèè ðàçìåðà çàêàçà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
÷èñëàìè, êðàòíûìè ñïðîñó:

q = ka (k = 1, 2, ...). (2.36)
Êðîìå òîãî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âîçíèêíîâåíèå çàòðàò âî âðåìåíè

âñåãäà ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç �òî÷åê ñïðîñà�. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíèé óðîâåíü
çàïàñîâ ðàâåí à(k - 1)/2, è èçäåðæêè ñîäåðæàíèÿ çàïàñîâ çà åäèíèöó âðåìåíè
ñîñòàâëÿþò

( ) ( )C k
ah

k
ns

k
= − +

2
1 . (2.37)

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè òåïåðü ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ öåëîãî k
^

,≥ 1

ìèíèìèçèðóþùåãî Ñ(k). Î÷åâèäíî, èñêîìîå ÷èñëî åñòü îäíî èç äâóõ öåëûõ ÷èñåë,
ñîñåäíèõ ñ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì:

k
ns

ah
* .=

2
(2.38)

Èñêîìîå ÷èñëî ìîæíî íàéòè ïóòåì ïîäñòàíîâêè äâóõ öåëûõ ÷èñåë â (2.37).
Ðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ âàðèàíòàìè îáû÷íî íåçíà÷èòåëüíà; ïîýòîìó k* ìîæåò áûòü
îêðóãëåíî äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà. Ðåøåíèå

k
^

= 1 (2.39)
îçíà÷àåò, ÷òî äàííûé îáúåêò äîëæåí ïðîèçâîäèòüñÿ äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî
óäîâëåòâîðåíèÿ ñïðîñà, à íå íà ñêëàä. Ïðåæäå ÷åì îïðåäåëÿòü k ïî ôîðìóëå
(2.38) äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà íàèìåíîâàíèé îáúåêòîâ, ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì
âûÿâëåíèå îáúåêòîâ, êîòîðûå âîîáùå íå ñëåäóåò çàïàñàòü. Î÷åâèäíî,
íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ îòêàçà îò âêëþ÷åíèÿ â çàïàñ îïèñûâàåòñÿ
íåðàâåíñòâîì

( ) ( )21 CC ≤ (2.40)

èëè ns ah− ≤ 0. (2.41)
Ýòè çíà÷åíèÿ ëåãêî ïðåäñòàâèòü â òàáëè÷íîé ôîðìå äëÿ øèðîêèõ äèàïàçîíîâ

èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Òàêèå òàáëèöû ìîãóò ñëóæèòü óäîáíûì èíñòðóìåíòîì îòáîðà.

Òî÷êà ðàçäåëåíèÿ
äëÿ ìåäëåííî îáîðà÷èâàþùèõñÿ îáúåêòîâ

Â êðóïíûõ ñèñòåìàõ çàïàñîâ, âêëþ÷àþùèõ ìíîãî âèäîâ èñïîëüçóåìûõ
îáúåêòîâ, ÷àñòî æåëàòåëüíî èìåòü ïðîñòîå ïðàâèëî îòäåëåíèÿ çàïàñàåìûõ îáúåêòîâ
îò íåçàïàñàåìûõ. Ïóñòü n - ãîäîâàÿ ÷àñòîòà ñïðîñà (êîëè÷åñòâî çàêàçîâ) íà êàêîé-
ëèáî îáúåêò. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ìåäëåííî îáîðà÷èâàþùèõñÿ îáúåêòîâ
ìîæíî ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî ðàçîâûé ñïðîñ ðàâåí åäèíèöå êîëè÷åñòâà îáúåêòà. Íà
ïðàêòèêå ïîëüçóþòñÿ ïðàâèëîì ñëåäóþùåãî âèäà:

åñëè n<j, òî íå ñîçäàâàéòå çàïàñà, (2.42)

åñëè n j≥ , òî ñîçäàâàéòå çàïàñ.
Òî÷êà ðàçäåëåíèÿ j îäèíàêîâà äëÿ âñåõ îáúåêòîâ. Êàê âûáðàòü îïòèìàëüíóþ

òî÷êó ðàçäåëåíèÿ? Ïóñòü äàííàÿ ñèñòåìà çàïàñîâ  ñîäåðæèò f(n) ïðåäìåòîâ ñ ãîäîâîé
÷àñòîòîé ñïðîñà n. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñõîäû íà ïîäãîòîâèòåëüíî-
çàêëþ÷èòåëüíûå îïåðàöèè (s) îäèíàêîâû äëÿ âñåõ âèäîâ îáúåêòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ãîäîâûå èçäåðæêè äëÿ íåçàïàñàåìûõ îáúåêòîâ ñîñòàâëÿþò

( ) .
1

1
∑

−

=

j

n

nsnf (2.43)
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×òî êàñàåòñÿ çàïàñàåìûõ îáúåêòîâ, òî ñïåðâà ñëåäóåò âûáðàòü òó èëè èíóþ ïîëèòèêó
óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè.

Êàê è â (2.37), áóäåì ñ÷èòàòü ïîïîëíåíèå çàïàñîâ ìãíîâåííûì è ïðîèñõîäÿùèì
â ìîìåíòû âîçíèêíîâåíèÿ ñïðîñà; òîãäà äëÿ ìåäëåííî îáîðà÷èâàþùèõñÿ îáúåêòîâ
â íåêîòîðîì äèàïàçîíå n £   N íàèáîëåå ýêîíîìè÷íûé ðàçìåð çàêàçà îáû÷íî
ðàâåí äâóì åäèíèöàì. Åñëè äëÿ âñåõ âèäîâ îáúåêòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ýòîìó
äèàïàçîíó, ïðèíÿòü ðàçìåð çàêàçà â 2 åäèíèöû, òî, ñîãëàñíî (2.37), ñðåäíèé óðîâåíü
çàïàñîâ ýòèõ îáúåêòîâ áóäåò ðàâåí 0,5 åäèíèöû. Åñëè ñ (n) åñòü ñðåäíÿÿ ñòîèìîñòü
îáúåêòà  ñ ÷àñòîòîé ñïðîñà n, òî âëîæåíèÿ â çàïàñû êëàññà n ñîñòàâÿò f (n) ñ (n)/2.
Íà ãîäîâûå èçäåðæêè ñîäåðæàíèÿ çàïàñîâ ìîæíî îòíåñòè 1/k - óþ ÷àñòü ýòèõ
âëîæåíèé.

Ïîñêîëüêó ðàçìåð çàêàçà ðàâåí äâóì åäèíèöàì, ãîäîâûå ðàñõîäû íà
ïîäãîòîâèòåëüíî-çàêëþ÷èòåëüíûå îïåðàöèè äëÿ êëàññà n ñîñòàâÿò f(n)ns/2. Íàêîíåö,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñëó÷àå îòíåñåíèÿ îáúåêòà ê ÷èñëó çàïàñàåìûõ âîçíèêàþò
ïîñòîÿííûå ãîäîâûå èçäåðæêè à, êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, íàïðèìåð,
êàê îáû÷íûå çàòðàòû ïî èíâåíòàðèçàöèè. Ïîñêîëüêó îæèäàåòñÿ, ÷òî j < N, òî
äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè èçäåðæêè âîçíèêàþò äëÿ âñåõ çàïàñàåìûõ îáúåêòîâ
ïðè n £  N. Ýòè èçäåðæêè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( ) ( ) ( ) ( ) .
22

1

1




 +++= ∑∑

=

−

=

ns
nc

k
anfnsnfjC

N

jn

j

n

(2.44)

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïåðâàÿ ðàçíîñòü Ñ(j) ïî j ðàâíà

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =



 ++−=−+=∆

22
1

js
jc

k
ajfjsjfjCjCjC

( ) ( ) .
22 



 −− jc

k
a

js
jf (2.45)

Ïðèðàâíÿâ ïåðâóþ ðàçíîñòü íóëþ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ

îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé òî÷êè ðàçäåëåíèÿ j
∧

:

0'
2

^^

=




−− jckaj

s
(2.46)

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå îáû÷íî íå âûðàæàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, ñëåäóåò ïðîâåðèòü
ñìåæíûå öåëûå ÷èñëà. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò òùàòåëüíî ïðîâåðèòü, íå èìååòñÿ ëè ó
ôóíêöèè Ñ(j) ìíîãèõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Æåëàòåëüíî ðàññ÷èòàòü ðÿä ðàçíîñòåé

DÑ(j) â îêðåñòíîñòè ÷èñëà j
∧

.

[1]
Òåîðèÿ ôèðìû

Îñíîâíûì ïîíÿòèåì ìèêðîýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ôèðìà,
îïðåäåëÿåìàÿ êàê íåêîòîðàÿ îðãàíèçàöèÿ, ïðîèçâîäÿùàÿ çàòðàòû ýêîíîìè÷åñêèõ
ôàêòîðîâ, òàêèõ, êàê çåìëÿ, òðóä è êàïèòàë, äëÿ èçãîòîâëåíèÿ ïðîäóêöèè è óñëóã,
êîòîðûå îíà ïðîäàåò ïîòðåáèòåëÿì èëè äðóãèì ôèðìàì. Çàäà÷à ðàöèîíàëüíîãî
âåäåíèÿ õîçÿéñòâà, ñ êîòîðîé âñòðå÷àåòñÿ ôèðìà, çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè
êîëè÷åñòâà ïðîäóêöèè è â ðàñ÷åòå íåîáõîäèìûõ äëÿ åå âûïóñêà çàòðàò ñ ó÷åòîì

òåõíîëîãè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó íèìè è çàäàííûìè öåíàìè íà çàòðàòû (èëè ôóíêöèÿõ
ïðåäëîæåíèÿ çàòðàò) è íà ïðîäóêöèþ (èëè ôóíêöèÿõ ñïðîñà íà ïðîäóêöèþ).

ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÀß ÔÓÍÊÖÈß
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôèðìà ïðîèçâîäèò òîëüêî îäèí âèä ïðîäóêöèè, èñïîëüçóÿ

íåñêîëüêî âèäîâ çàòðàò; â ýòîì ñëó÷àå ôèðìà äîëæíà âûáðàòü òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå
çàòðàò, êîòîðîå ñîñòîèò èç âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé çàòðàò. Åñëè îáîçíà÷èòü
÷åðåç õ

j
 êîëè÷åñòâî j-ãî âèäà çàòðàò, èñïîëüçóåìûõ ôèðìîé, j = 1, 2, . . .. n, òî

âåêòîð çàòðàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð-ñòîëáåö
x = (x

1
, x

2
, ..., x

n
)'. (8.1.1)

Ïðîñòðàíñòâî çàòðàò, I, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âîçìîæíûõ âåêòîðîâ çàòðàò, ÿâëÿåòñÿ
íåîòðèöàòåëüíûì îðòàíòîì n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî âñå çàòðàòû ìîãóò íåïðåðûâíî èçìåíÿòüñÿ

( ){ } .,...,2,1,0|',, 21 njxxxxxI jn   ...,  =≥== (8.1.2)

Êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà çàòðàò ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé
âûïóñê, ïðîèçâåäåííûé ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòèõ çàòðàò. Òåõíîëîãè÷åñêàÿ ñâÿçü
ìåæäó âûïóñêîì ïðîäóêöèè è çàòðàòàìè íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé.
Îáîçíà÷èâ ÷åðåç q ðàçìåðû âûïóñêà, ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

( ) ( ).,, 21 nxxxqxfq ...,  == (8.1.3)

Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå ëþáîãî âåêòîðà çàòðàò (òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà çàòðàò) â åäèíñòâåííîå íåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, à
èìåííî ìàêñèìàëüíûé âûïóñê, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè èñïîëüçîâàíèè
ýòîãî âåêòîðà çàòðàò. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò äâóì àêñèîìàì.
Ïåðâàÿ èç íèõ óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà çàòðàò,
íàçûâàåìîå ýêîíîìè÷åñêîé îáëàñòüþ, â êîòîðîé óâåëè÷åíèå ëþáîãî âèäà çàòðàò
íå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ âûïóñêà ïðîäóêöèè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè õ1 è õ2 - äâå
òî÷êè ýòîé îáëàñòè, òî

x x1 2≥ âëå÷åò çà ñîáîé ( ) ( ).21 xfxf ≥ (8.1.4)

Ýòà îáëàñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòüþ âñåõ ïåðâûõ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïðåäåëüíûìè
ïðîäóêòàìè

( ) ( ) ;,...,2,1,0 njxMPx
dx

df
j

j

   =≥= (8.1.5)

Îïðåäåëèì âåêòîð ïðåäåëüíîãî ïðîäóêòà êàê âåêòîð-ñòðîêó

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),,...,, 21 xMPxMPxMPx
dx

df
xMP n

j

== (8.1.6)

òîãäà ýêîíîìè÷åñêàÿ îáëàñòü ÿâèòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà çàòðàò

( ){ }.0| ≥∈ xMPIx (8.1.7)

Âòîðàÿ îñíîâíàÿ àêñèîìà óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îñîáàÿ îáëàñòü R,
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âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ýêîíîìè÷åñêîé îáëàñòè, äëÿ êîòîðîé ìàòðèöà Ãåññå
ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè

( ) ( )x
dx

fd
xHH 2

2

== (8.1.8)

îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ õ èç R. Â ýòîé îñîáîé îáëàñòè
ïðîèçâîäñòâåííûå ìíîæåñòâà

( ){ },| 0qxfIx ≥∈ ` (8.1.9)

ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè äëÿ êàæäîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà q0. Â íåé òàêæå
âûïîëíÿåòñÿ

( ) ( )( ) ;,...,2,1,02

2

njxMP
dx

d
x

dx

fd
j

jj

   =<= (8.1.10)

ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ çàêîíîì óáûâàþùåé îòäà÷è (óáûâàþùåé
äîõîäíîñòè): ïî ìåðå òîãî êàê çàòðàòû îäíîãî âèäà äîáàâëÿþòñÿ ê óñòàíîâëåííûì
îáúåìàì äðóãèõ çàòðàò, â êîíå÷íîì ñ÷åòå äîñòèãàåòñÿ îñîáàÿ îáëàñòü, â êîòîðîé
ïðåäåëüíûé ïðîäóêò çàòðàò ñíèæàåòñÿ. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ýòîãî çàêîíà
ÿâëÿåòñÿ äîáàâëåíèå âñå áîëüøåãî è áîëüøåãî êîëè÷åñòâà òðóäà â ïðîèçâîäñòâå
çåðíà íà ôèêñèðîâàííîì ó÷àñòêå çåìëè. Ïîñëå äîñòèæåíèÿ îïðåäåëåííîé òî÷êè
äîïîëíèòåëüíûé âûïóñê ïðîäóêöèè, ïðîèçâîäèìûé äîáàâî÷íûì ÷åëîâåêîì, áóäåò
ïàäàòü âñëåäñòâèå èñ÷åðïàíèÿ âîçìîæíîñòåé  ñïåöèàëèçàöèè è â ñâÿçè ñ
òðóäíîñòÿìè êîîðäèíàöèè óñèëèé.

Ñîãëàñíî ýòèì äâóì àêñèîìàì, ñóùåñòâóåò âûïóêëàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà
çàòðàò, íàçûâàåìàÿ îñîáîé îáëàñòüþ R è îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåì

( ){ },0| ≥∈= xMPIxR  H (x) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. (8.1.11)

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ â îñîáîé îáëàñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ îòäà÷åé
(äîõîäîì) îò ðàñøèðåíèÿ ìàñøòàáà ïðîèçâîäñòâà è �âîçìîæíîñòÿìè çàìåùåíèÿ�.

Äîõîä îò ðàñøèðåíèÿ ìàñøòàáà ïðîèçâîäñòâà õàðàêòåðèçóåò ïðîèçâîäñòâåííóþ
ôóíêöèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ �ïîâåäåíèÿ� âûïóñêà ïðîäóêöèè, åñëè âñå çàòðàòû
èçìåíÿþòñÿ â îäèíàêîâîé ïðîïîðöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îïðåäåëåííîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà çàòðàò õ âñå çàòðàòû óìíîæàþòñÿ ïî ìàñøòàáó íà ÷èñëî

( ),...,,,: 21 nxxxx ααααα  = , ãäå a > 1. Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîñòîÿííûì äîõîäîì îò ðàñøèðåíèÿ ìàñøòàáà ïðîèçâîäñòâà, åñëè
âûïóñê âîçðàñòàåò â òîé æå ïðîïîðöèè, ÷òî è çàòðàòû

f(ax) = af(x). (8.1.12)
Òàê, íàïðèìåð, óäâîåíèå âñåõ çàòðàò ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âûïóñêà

ïðîäóêöèè â äâà ðàçà. Àíàëîãè÷íî ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ
âîçðàñòàþùèì (óáûâàþùèì) äîõîäîì îò ðàñøèðåíèÿ ìàñøòàáà ïðîèçâîäñòâà, åñëè
îíà âîçðàñòàåò â áîëüøåé (ìåíüøîé) ñòåïåíè, ÷åì âñå çàòðàòû

f(ax)>(<)af(x). (8.1.13)
Êîíå÷íî, ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ïîñòîÿííûì

äîõîäîì îò ðàñøèðåíèÿ ìàñøòàáà ïðîèçâîäñòâà â îäíèõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà çàòðàò
è âîçðàñòàþùèì èëè óáûâàþùèì äîõîäîì îò ðàñøèðåíèÿ ìàñøòàáà ïðîèçâîäñòâà
â äðóãèõ. Ëîêàëüíûì ïîêàçàòåëåì èçìåðåíèÿ äîõîäà îò ðàñøèðåíèÿ ìàñøòàáà
ïðîèçâîäñòâà, îïðåäåëåííûì â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà çàòðàò, ÿâëÿåòñÿ
ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîäñòâà

( ) ( )
( ) ( )

α
α

α
α

α
αε

ln
ln

limlim
11 d

xfd

d

xdf

xf
x

aa →→
== (8.1.14)

ò. å. ýëàñòè÷íîñòü âûïóñêà ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàìåòðó ìàñøòàáà a. Â ñëó÷àå
ïîñòîÿííîãî (âîçðàñòàþùåãî, óáûâàþùåãî) äîõîäà îò ðàñøèðåíèÿ ìàñøòàáà
ïðîèçâîäñòâà ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ ðàâíà (áîëüøå, ìåíüøå) åäèíèöå. Òàê êàê
f(ax) = f(ax

1
, ax

2
, ..., ax

n
), òî ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáåèõ ñòîðîí ïî a ïîëó÷èì

( ) ( )
( ) .

1
j

n

j j

x
xd

xdf

d

xdf ∑
= α

α
α
α

(8.1.15)

Òàêèì îáðàçîì, ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîäñòâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) j

n

j j
aa

x
xd

xdf

xfd

xdf

xf
x ∑

=→→
==

1
11

limlim
α
α

α
α

α
α

α
αε (8.1.16)

èëè

( ) ( )
( ) ( ).x
xf

xMP
x =ε (8.1.17)

Îïðåäåëèì ýëàñòè÷íîñòü âûïóñêà ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèþ çàòðàò j-ãî
âèäà êàê

( ) ( ) ( ) ,,...,2,1, njx
dx

df

xf

x
x

j

j    ==ε (8.1.18)

òîãäà óðàâíåíèå (8.1.17) ïðèìåò âèä

( ) ( ).
1

xx
n

j
j∑

=
= εε (8.1.19)

Òàêèì îáðàçîì, ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîäñòâà â ëþáîé òî÷êå îñîáîé îáëàñòè
ðàâíà ñóììå ýëàñòè÷íîñòåé âûïóñêà ïî îòíîøåíèþ ê ðàçëè÷íûì çàòðàòàì â ýòîé
òî÷êå.

Âîçìîæíîñòè çàìåùåíèÿ õàðàêòåðèçóþò ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ ñ òî÷êè
çðåíèÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé çàòðàò, ïîðîæäàþùèõ îäèíàêîâûå óðîâíè âûïóñêà.
Ëîêàëüíûì èçìåðåíèåì çàìåùåíèÿ ìåæäó äâóìÿ çàòðàòàìè, ñêàæåì õ

j
 è x

k
, êîãäà

âñå îñòàëüíûå çàòðàòû îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè, â íåêîòîðîé òî÷êå îñîáîé x
k 
îáëàñòè

ìîæåò ñëóæèòü ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ ìåæäó çàòðàòàìè j è k, îïðåäåëåííàÿ êàê

( ) ( )
( ) ( )( ) ,,...,2,1,,

/ln

/ln
nkj

xMPxMPd

xxd
x

kj

kj
jk ===  σ (8.1.20)

ò. å. ïðîöåíòíîå èçìåíåíèå ñîîòíîøåíèÿ çàòðàò, äåëåííîå íà ïðîöåíòíîå èçìåíåíèå

ñîîòíîøåíèÿ èõ ïðåäåëüíûõ ïðîäóêòîâ (çíàê ìèíóñ ïîäòâåðæäàåò, ÷òî 0≥jkσ  â

îñîáîé îáëàñòè). Ýëàñòè÷íîñòè çàìåùåíèÿ õàðàêòåðèçóþò êðèâèçíó èçîêâàíò,
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îáúåìîâ ïðîäóêöèè. Íàïðèìåð, äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîèçâåñòè q
_

, òðåáóåòñÿ ïî êðàéíåé

ìåðå x 1  çàòðàò ïåðâîãî âèäà.
Ðèñ. 8.1 ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü äëÿ èëëþñòðàöèè ïîíÿòèÿ äîõîäà îò

ðàñøèðåíèÿ ìàñøòàáà ïðîèçâîäñòâà.  Åñëè ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîñòîÿííûì äîõîäîì îò ðàñøèðåíèÿ ìàñøòàáà ïðîèçâîäñòâà, òî

f(ax
1
, ax

2
) = af(x

1
, x

2
). (8.1.30)

Âçÿâ â êà÷åñòâå a = 1/ x
1
, ïîëó÷èì

( ) ( ) ,,1,
1

,
1

2
12121 





===

x

x
fxxxfxxfq αα

α
 (8.1.31)

ò. å. âûïóñê çàâèñèò òîëüêî îò óðîâíÿ çàòðàò îäíîãî âèäà (x
1
) è îò îòíîøåíèÿ çàòðàò

(x
2
/x

1
). Âäîëü êàæäîãî ëó÷à, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, òàêîãî, êàê OR

èçîêâàíòó q , òî q q
−

= 2 .  Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîñòîÿííûì äîõîäîì îò ðàñøèðåíèÿ ìàñøòàáà ïðîèçâîäñòâà, òî
âñå èçîêâàíòû ÿâëÿþòñÿ ðàäèàëüíûìè ðàñòÿæåíèÿìè îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî
îäíîé èçîêâàíòû.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè çàêîíà óáûâàþùåé äîõîäíîñòè ìîãóò ñëóæèòü êðèâûå
ïðîäóêöèè, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.2. Íà âåðõíåì ãðàôèêå ïîñòðîåíà êðèâàÿ
ïðîäóêöèè äëÿ çàòðàò ïåðâîãî òèïà

( ) ( ),, 2111 xxfxP = (8.1.32)

ìíîæåñòâ çàòðàò, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðîèçâîäñòâà îäíîãî è òîãî æå óðîâíÿ âûïóñêà

( ){ },| 0qxfIx =∈ , (8.1.21)

ãäå q
0
 - çàäàííûé óðîâåíü âûïóñêà. Äèôôåðåíöèðîâàíèå âäîëü èçîêâàíòû

ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

( ) ;0
1

=∑
=

j

n

j j

dxx
dx

df
(8.1.22)

ïîýòîìó, îïðåäåëèâ dx = (dx
1
, dx

2
, ..., dx

n
)', ïîëó÷àåì

MP(x)dx = 0 (8.1.23)
Åñëè âñå çàòðàòû ôèêñèðîâàíû, êðîìå çàòðàò âèäà j è k, òî

MP
j
(x)dx

j
 + MP

k
(x)dx

k
 = 0, (8.1.24)

ïîýòîìó
dx

dx
j

R

 èçîêâàíòà = 
( )
( ).
xMP

xMP

j

k− (8.1.25)

Òåïåðü çàïèøåì âåëè÷èíó, îáðàòíóþ ýëàñòè÷íîñòè çàìåùåíèÿ (8.1.20) â âèäå

( ) ( )( )
( )

( )
( )kj

kj

kj

jk

jk dxdxd

èçîêâàíòàdxdxd

xxd

xMPxMPd

/ln

|/ln

/ln

/ln1
−

−
==

σ
. (8.1.26)

Âûøåèçëîæåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü
ãåîìåòðè÷åñêè ïðîèëëþñòðèðîâàíà â ñëó÷àå äâóõ çàòðàò (n = 2), äëÿ êîòîðûõ
ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

q = f(x
1
, x

2
). (8.1.27)

Èçîêâàíòû âûðàæàþòñÿ ôîðìóëîé
f(x

1
, x

2
) = q0 = const; (8.1.28)

íåêîòîðûå èç íèõ ïîêàçàíû íà ðèñ. 8.1, ãäå íàêëîí èçîêâàíò èç (8.1.25) âû÷èñëÿåòñÿ
ïî âûðàæåíèþ

dx

dx
2

1

 èçîêâàíòà =
( )
( ).

2

1

xMP

xMP− (8.1.29)

Â îñîáîé îáëàñòè, çàøòðèõîâàííîé íà ðèñ. 8.1, îáà ïðåäåëüíûõ ïðîäóêòà
íåîòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó íàêëîí èçîêâàíò íåïîëîæèòåëåí. Îñîáàÿ îáëàñòü,
ñîâïàäàþùàÿ çäåñü ñ ýêîíîìè÷åñêîé îáëàñòüþ, îãðàíè÷åíà äâóìÿ êðèâûìè,
êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ðàçäåëÿþùèìè ëèíèÿìè. Ðàçäåëÿþùàÿ ëèíèÿ 1 ÿâëÿåòñÿ
ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì çàòðàò, äëÿ êîòîðûõ íàêëîí èçîêâàíòû ðàâåí íóëþ
(ÌÐ

1
 (õ) = 0), à ðàçäåëÿþùàÿ ëèíèÿ 2 õàðàêòåðèçóåò ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî çàòðàò,

äëÿ êîòîðûõ íàêëîí èçîêâàíòû ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè (ÌÐ
2
 (õ) = 0). Ðàçäåëÿþùàÿ

ëèíèÿ 1 ïîêàçûâàåò ìèíèìàëüíûå êîëè÷åñòâà õ
2
, íåîáõîäèìûå äëÿ ïðîèçâîäñòâà

ðàçëè÷íûõ óðîâíåé âûïóñêà. Íàïðèìåð, äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîèçâåñòè q
−

, íåîáõîäèìî

ïî êðàéíåé ìåðå x
_

2  çàòðàò âòîðîãî âèäà. Àíàëîãè÷íî ðàçäåëÿþùàÿ ëèíèÿ 2
ïîêàçûâàåò ìèíèìàëüíûå êîëè÷åñòâà õ

1
, íåîáõîäèìûå äëÿ âûïóñêà ðàçëè÷íûõ

íà ðèñ. 8.1, ñîîòíîøåíèå çàòðàò ïîñòîÿííî,
òàê ÷òî âûïóñê ïðîäóêöèè çàâèñèò òîëüêî
îò õ

1
. Íàïðèìåð, åñëè êîëè÷åñòâî çàòðàò

ïåðâîãî âèäà â òî÷êå, ãäå ÎR ïåðåñåêàåò

èçîêâàíòó q
−

, ðàâíî óäâîåííîìó
êîëè÷åñòâó â òî÷êå, ãäå ÎR ïåðåñåêàåò
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ïîêàçûâàþùàÿ çàâèñèìîñòü âûïóñêà îò çàòðàò ïåðâîãî òèïà ïðè íåèçìåííûõ
çàòðàòàõ âòîðîãî òèïà. Íà íèæíåì ãðàôèêå ïîêàçàíû êðèâûå ñðåäíåãî è ïðåäåëüíîãî
ïðîäóêòà

( ) ( ) ( )
.

,

1

21

1

11
11 x

xxf

x

xP
xAP == (8.1.33)

( ) ( ) ( )., 21
11

11
11 xx

dx

df

dx

xdP
xMP == (8.1.34)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî õàðàêòåðèçóåò âûïóñê ïðîäóêöèè, ïðîèçâåäåííîé  íà
åäåíèöó çàòðàò ïåðâîãî âèäà; âòîðîå - äîáàâî÷íûé äîõîä, ïîëó÷åííûé ïðè
èñïîëüçîâàíèè äîïîëíèòåëüíîãî êîëè÷åñòâà çàòðàò ïåðâîãî òèïà. Ãåîìåòðè÷åñêè
ÌÐ

1
 âûðàæàåò íàêëîí êðèâîé Ð

1
, à ÀÐ

1
 - òàíãåíñ óãëà, ñîñòàâëåííîãî ëó÷îì,

ïðîâåäåííûì èç íà÷àëà êîîðäèíàò â Ð
1
.

Íà îáîèõ ãðàôèêàõ ïîêàçàíû òðè êðèòè÷åñêèå òî÷êè: ïåðâàÿ - ( )1x , â êîòîðîé

Ð
1
 èìååò òî÷êó ïåðåãèáà, ãäå ÌÐ

1
 äîñòèãàåò ìàêñèìóìà; âòîðàÿ - 





 =

1x , â êîòîðîé

ëó÷ èç íà÷àëà êîîðäèíàò êàñàåòñÿ Ð
1
, ãäå ÀÐ

1
 äîñòèãàåò ìàêñèìóìà è ðàâíî ÌÐ

1
,

òðåòüÿ - , ( x
=

1 ) â êîòîðîé Ð
1
 äîñòèãàåò ìàêñèìóìà è ÌÐ

1
 ðàâíî íóëþ. Ðèñ. 8.2

èëëþñòðèðóåò çàêîí óáûâàþùåé äîõîäíîñòè, òàê êàê ÌÐ
1
 ïîíèæàåòñÿ  â êîíöå êîíöîâ

ïîñëå ïåðâîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè.
Íà ðèñ. 8.2 íàøëè îòðàæåíèå òàêæå òðè ñòàäèè ïðîèçâîäñòâà. Ïåðâàÿ ñòàäèÿ

äëèòñÿ äî âòîðîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè, â êîòîðîé ñðåäíèé ïðîäóêò äîñòèãíåò
ìàêñèìóìà (è ðàâåí ïðåäåëüíîìó ïðîäóêòó). Íà ýòîé ñòàäèè ïðåäåëüíûé ïðîäóêò
ïðåâûøàåò ñðåäíèé.

Ñòàäèÿ 1: ÌÐ
1
 > ÀÐ

1
 > 0. (8.1.35)

Âòîðàÿ ñòàäèÿ íàõîäèòñÿ ìåæäó âòîðîé è òðåòüåé êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè. Íà
ýòîé ñòàäèè ñðåäíèé ïðîäóêò ïðåâûøàåò ïðåäåëüíûé, à ïîñëåäíèé ïîëîæèòåëåí.

Ñòàäèÿ 2: ÀÐ
1
 > ÌÐ

1
 > 0. (8.1.36)

Òðåòüÿ ñòàäèÿ ðàñïîëîæåíà çà òðåòüåé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé. Íà ýòîé ñòàäèè
ïðåäåëüíûé ïðîäóêò îòðèöàòåëåí.

Ñòàäèÿ 3: ÌÐ
1
< 0. (8.1.37)

Åñëè ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïîêàçûâàåò ïîñòîÿííûé äîõîä îò ðàñøèðåíèÿ
ìàñøòàáà ïðîèçâîäñòâà, òî ñòàäèè 1 è 3 ñèììåòðè÷íû. Â ýòîì ñëó÷àå ýëàñòè÷íîñòü
ïðîèçâîäñòâà ðàâíà åäèíèöå; ïîýòîìó èç óðàâíåíèÿ (8.1.17) ïîëó÷èì

q x
df

dx
x

df

dx
x MP x MP= + = +1

1
2

2
1 1 2 2 . (8.1.38)

Ðàçäåëèâ ýòî ñîîòíîøåíèå íà õ
1
 è èñïîëüçóÿ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì

.2
1

2
11 MP

x

x
MPAP += (8.1.39)

èëè ( ).11
2

1
2 MPAP

x

x
MP −= (8.1.40)

Òàêèì îáðàçîì, ñòàäèþ 1, â êîòîðîé ÌÐ
1
 > ÀÐ

1
, ìîæíî ðàâíûì îáðàçîì

õàðàêòåðèçîâàòü â âèäå ñîîòíîøåíèÿ ÌÐ
2
 < 0, òîãäà

Ñòàäèÿ 1: ÌÐ
2
 < 0;

Ñòàäèÿ Ç: ÌÐ
1 
< 0; (8.1.41)

ýòî ïîêàçûâàåò ñèììåòðè÷íîñòü ñòàäèé 1 è 3. Òàêîé âûâîä òàêæå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí
ïðè ñðàâíåíèè ðèñ. 8.1 è ðèñ. 8.2. Íà ðèñ. 8.2 çàòðàòû âòîðîãî âèäà çàôèêñèðîâàíû

â ðàçìåðå x 2 , ïîêàçûâàåìîì ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèåé íà ðèñ. 8.1. Òî÷êè x 1  è

x
=

1  íà ðèñ. 8.1 ñîîòâåòñòâóþò àíàëîãè÷íî îáîçíà÷åííûì òî÷êàì íà ðèñ. 8.2.

Ñîîòâåòñòâèå x
=

1  íà äâóõ ðèñóíêàõ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè çàòðàòû âòîðîãî âèäà

îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè íà óðîâíå x 2 , òî âîçðàñòàíèå x
1
 âäîëü ýòîé ãîðèçîíòàëüíîé

ëèíèè íà ðèñ. 8.1 ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âûïóñêà, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòî x
=

1 .

Ïîñëå x
=

1  ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç âñå áîëåå íèçêèå èçîêâàíòû,

ïîýòîìó ìàêñèìàëüíûé âûïóñê íàõîäèòñÿ â òî÷êå x
=

1 , êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.2.

Ñîîòâåòñòâèå x 1  íà äâóõ ðèñóíêàõ ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (8.1.40). Ñëåâà îò x 1  íà
ðèñ. 8.1 èçîêâàíòû èìåþò ïîëîæèòåëüíûé íàêëîí, ïîòîìó ÷òî ÌÐ

2
 < 0. Ïî (8.1.40)

ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, òîëüêî åñëè ÌÐ
1
 > ÀÐ

1
 ÷òî õàðàêòåðèçóåò îáëàñòü ñëåâà

îò x 1  íà       ðèñ. 8.2. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ ïîêàçûâàåò ïîñòîÿííûé äîõîä
îò ìàñøòàáà, òî ñòàäèè 1 è 3 íå òîëüêî ñèììåòðè÷íû, íî îíè ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòÿì
ñíàðóæè ðàçäåëÿþùèõ ëèíèé. Ýêîíîìè÷åñêàÿ îáëàñòü, â êîòîðîé ïðåäåëüíûå
ïðîäóêòû íåîòðèöàòåëüíû è èçîêâàíòû èìåþò îòðèöàòåëüíûé íàêëîí, ñîîòâåòñòâóåò
ñòàäèè 2, ãäå ïðåäåëüíûé ïðîäóêò íèæå ñðåäíåãî è ïîëîæèòåëåí.

Íåêîòîðûå ÷àñòíûå òèïû ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé â ñëó÷àå äâóõ âèäîâ
çàòðàò ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 8-1. Äëÿ ëèíåéíîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè
õàðàêòåðíà ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âûïóñêà îò çàòðàò. Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
Êîááà - Äóãëàñà âûðàæàåò ëîãàðèôì âûïóñêà êàê ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ëîãàðèôìà
çàòðàò. Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ çàòðàò - âûïóñêà åñòü îäíà èç çàäàííûõ
ïðîïîðöèé, êîòîðûìè äëÿ ïðîèçâîäñòâà îäíîé åäèíèöû âûïóñêà îïðåäåëÿåòñÿ
êîëè÷åñòâî çàòðàò êàæäîãî âèäà. Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ àíàëèçà
ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè îáîáùàåò ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ çàòðàò -
âûïóñêà íà ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóåò ð ýëåìåíòàðíûõ ïðîöåññîâ, íàçûâàåìûõ
�àêòèâíîñòÿìè�, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò ïðîòåêàòü ïðè ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé
�èíòåíñèâíîñòè�. Âûïóñê, ïðîèçâåäåííûé ïðè åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè, è çàòðàòû,
íåîáõîäèìûå íà åäèíèöó èíòåíñèâíîñòè, ôèêñèðîâàíû, à îáùèé âûïóñê è îáùèå
çàòðàòû íàõîäÿòñÿ ïóòåì ïðîñòîãî ñëîæåíèÿ âûïóñêà è çàòðàò ñîîòâåòñòâåííî äëÿ
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êàæäîé àêòèâíîñòè ïðè âûáðàííûõ èíòåíñèâíîñòÿõ. Èçîêâàíòû äëÿ ýòèõ ÷åòûðåõ
ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé ïîêàçàíû íà ðèñ. 8.3. Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñ
ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùåíèÿ (ñînstant ålàsticitó îf substitution, ÑÅS), äëÿ

êîòîðîé s , ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ, ðàâíà  1
1+β , ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì

ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé òðåõ ïåðâûõ òèïîâ: åñëè b ñòðåìèòñÿ ê -1, ÑÅS ñòðåìèòñÿ
ê ëèíåéíîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè (s = ¥ ); åñëè b ïðèáëèæàþòñÿ ê íóëþ, òî
ÑÅS ïðèáëèæàåòñÿ ê ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè Êîááà - Äóãëàñà (s = 1); è åñëè b
ñòðåìèòñÿ ê  ¥, òî ÑÅS ñòðåìèòñÿ ïðèíÿòü âèä ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè çàòðàò -
âûïóñêà (s  = 0).

ÍÅÎÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÀß ÒÅÎÐÈß ÔÈÐÌÛ
Íåîêëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôèðìû ïîñòðîåíà íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî öåëü ôèðìû

çàêëþ÷àåòñÿ â ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè ïóòåì âûáîðà âèäîâ çàòðàò, ïðè çàäàííîé
ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè è çàäàííûõ öåíàõ âûïóñêà ð è öåíàõ çàòðàò (îïëàòàõ
ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà) W = (w

1
, w

2
, ......, w

n
). Ïðèáûëü Ï ðàâíà ãîäîâîìó äîõîäó R

çà âû÷åòîì èçäåðæåê ïðîèçâîäñòâà Ñ, ò. å.
Ï = R - Ñ, (8.2.1)

ãäå ãîäîâîé äîõîä âû÷èñëÿåòñÿ êàê ãîäîâàÿ ïðîäóêöèÿ, óìíîæåííàÿ íà öåíó âûïóñêà.
Èñïîëüçóÿ (8.1.3), ïîëó÷èì

R = pq = pf (õ). (8.2.2)

Ðèñ. 8.3. Èçîêâàíòû äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé
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Èçäåðæêè ïðîèçâîäñòâà ðàâíû îáùèì âûïëàòàì çà âñå âèäû çàòðàò

C x wxj j
j

n

= =
=

∑ω .
1

(8.2.3)

Ðåøàÿ äîëãîñðî÷íóþ çàäà÷ó, ôèðìà ñâîáîäíà âûáðàòü ëþáîé âåêòîð çàòðàò
èç ïðîñòðàíñòâà çàòðàò, ïîýòîìó çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( ) ( ) wxxpfx
x

−=∏max  ïðè óñëîâèè x n ≥ 0 , (8.2.4)

èëè â ðàçâåðíóòîé ôîðìå

( ) ( ) ∑∏
=

−=
n

j
jjnn

xxx
xxxxpfxxx

n 1
2121

,...,,
,...,,,...,,max

21

ω

ïðè óñëîâèè

x x x n1 20 0 0≥ ≥ ≥, ,..., . (8.2.5)

Ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â
êîòîðîé â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ âûñòóïàåò õ, âåêòîð çàòðàò;
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ âûðàæàåòñÿ ôóíêöèåé ïðèáûëè Ï (õ); åäèíñòâåííûì
îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè õ è çàäàíû (n +1) ïàðàìåòðîâ
ð è w. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü äîëãîñðî÷íîé çàäà÷å, äëÿ êîòîðîé õàðàêòåðíî, ÷òî
âñå çàòðàòû ìîæíî ïðîèçâîëüíî âàðüèðîâàòü, ïðè êðàòêîñðî÷íîé ïîÿâëÿþòñÿ
îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð çàòðàò, êàê, íàïðèìåð, ïîíèæåííûå ëèìèòû íà îïðåäåëåííûå
çàòðàòû èç-çà äîãîâîðíûõ îáÿçàòåëüñòâ. Â êðàòêîñðî÷íîé çàäà÷å ôèðìà äîëæíà
âûáðàòü ñåêòîð çàòðàò èç çàäàííîãî ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà çàòðàò, òàê ÷òî ê
çàäà÷å (8.2.4) äîáàâëÿåòñÿ ðÿä îãðàíè÷åíèé

g (x) < b, (8.2.6)

èëè ( ) .,...,2,1,,...,, 21 mibxxxq ini =≤ (8.2.7)

ãäå ýòè m íåðàâåíñòâ âûðàæàþò îãðàíè÷åíèÿ íà çàòðàòû äëÿ îïðåäåëåííîãî
êðàòêîñðî÷íîãî ïåðèîäà.

Â óñëîâèÿõ äîëãîñðî÷íîñòè íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè äëÿ ìàêñèìèçàöèè
ïðèáûëè ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ Êóíà - Òàêêåðà

( ) 0≤−= wx
dx

df
p

dx

dÏ

( ) 0=




 −=⋅ xwx

dx
df

px
dx
dÏ

(8.2.8.)

x ≥ 0.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ çàòðàò

( ) ( ) njx
dx

df
pxpMp j

j

,...,2,1, =≤= ω (8.2.9)

è

(8.2.10)

ãäå ðÌÐ
j
 (õ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîèìîñòü ïðåäåëüíîãî ïðîäóêòà â òî÷êå õ, ò. å.

ñòîèìîñòü äîáàâî÷íîãî âûïóñêà, ïîëó÷åííîãî ïðè èñïîëüçîâàíèè äîáàâî÷íûõ
çàòðàò j-ãî âèäà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå çàòðàòû áûëè äåéñòâèòåëüíî èñïîëüçîâàíû (õ > 0),
òîãäà óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà áóäóò èìåòü âèä

( ) ( ) ,wxpMpx
dx

df
p == (8.2.11)

ò. å. ñòîèìîñòü ïðåäåëüíûõ ïðîäóêòîâ ðàâíà ïëàòå çà çàòðàòû ôàêòîðîâ
ïðîèçâîäñòâà. Òî÷êà èç îñîáîé îáëàñòè, îïðåäåëåííîé â (8.1.11), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
(8.2.11), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ôèðìû äëÿ äîëãîñðî÷íîãî ïåðèîäà, òàê êàê
óäîâëåòâîðÿþòñÿ óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà è óñëîâèÿ äîñòàòî÷íîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.

Óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

( ) ( ) .,...,2,1,0
1

njx
dx

df
px jj ==−= ωψ (8.2.12)

ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî îïòèìàëüíûõ çàòðàò, åñëè ìàòðèöà ßêîáè

(8.2.13)

íåâûðîæäåííà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð çàòðàò õ ëåæèò â îñîáîé îáëàñòè; òîãäà
ìàòðèöà ßêîáè íåâûðîæäåííà è îïòèìàëüíûå óðîâíè çàòðàò ìîãóò áûòü âûðàæåíû
êàê ôóíêöèè (n + 1) ïàðàìåòðà çàäà÷è

õ* = õ*(ð, w), (8.2.14)
ò. å.

( ) .,...,2,1,,...,,, 21
** njpxx njj == ωωω (8.2.15)

Ýòè n óðàâíåíèé îáðàçóþò ôóíêöèè ñïðîñà íà çàòðàòû, âûðàæàþùèå
îïòèìàëüíûå âûáîðû çàòðàò êàê ôóíêöèè öåí ïðîäóêöèè è ïëàò çà ôàêòîðû
ïðîèçâîäñòâà. Ýòè ôóíêöèè îäíîðîäíû íóëåâîé ñòåïåíè, òàê êàê, óìíîæàÿ öåíû è
ïëàòû ïà ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò øêàëû , ìåíÿÿ (ð, w) íà (að, aw) â (8.2.4),
ìû èçìåíèì Ï íà aÏ,  à ìàêñèìèçàöèÿ aÏ, ãäå a > 0, ýêâèâàëåíòíà ìàêñèìèçàöèè
Ï. Òàêèì îáðàçîì,

x*(ap, aw) = x*(p, w) äëÿ âñåõ à > 0. (8.2.16)

,
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Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèè ñïðîñà íà çàòðàòû â ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷èì
âûïóñê êàê ôóíêöèþ öåí ïðîäóêöèè è ïëàòû çà ôàêòîðû ïðîèçâîäñòâà

q* = f(x*, (p, w)) = q*(p, w), (8.2.17)
ò. e. ôóíêöèþ ïðåäëîæåíèÿ âûïóñêà. Òàê êàê ôóíêöèÿ ñïðîñà íà çàòðàòû
îäíîðîäíà íóëåâîé ñòåïåíè, òî è äëÿ ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ ïðîäóêöèè ñïðàâåäëèâî

q*(ap, aw) = q*(p, w) äëÿ âñåõ a > 0, (8.2.18)
ïîýòîìó ïðîïîðöèîíàëüíîå èçìåíåíèå â öåíàõ ïðîäóêöèè è ïëàòå çà ôàêòîðû
ïðîèçâîäñòâà íå âëèÿåò íè íà çàòðàòû, íè íà âûïóñê ïðîäóêöèè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ãåîìåòðè÷åñêè â ñëó÷àå
äâóõ âèäîâ çàòðàò. Íà ðèñ. 8.4 ïîêàçàíû èçîêâàíòû, êàê íà ðèñ. 8.1, à òàêæå èçîêîñòû
(isocosts), ãåîìåòðè÷åñêèå ìåñòà òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ èçäåðæêè ïðîèçâîäñòâà
ïîñòîÿííû

( ){ }.|', 221121 constxxCxxx =+== ωω (8.2.19)

Òàê êàê w
1
 è w

2
 ïðåäïîëàãàþòñÿ çàäàííûìè, èçîêîñòû ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè

ëèíèÿìè ñ íàêëîíîì

.|
2

1

1

2

ω
ω−=èçîêîñòà

dx

dx
(8.2.20)

Èçîêâàíòû èç (8.1.29) èìåþò íàêëîí

( )
( ).|

2

1

1

2

xMP

xMP
èçîêâàíòà

dx

dx −= (8.2.21)

Çàïèøåì óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

( ) 11 ω=xpMP (8.2.22)

( ) 22 ω=xpMP

òðåáóþùèå ïåðåñå÷åíèÿ èçîêâàíò è èçîêîñò

( )
( ) .||

1

2

2

1

2

1

1

2
èçîêîñòà

dx

dx

xMP

xMP
èçîêâàíòà

dx

dx =−=−=
ω
ω

(8.2.23)

Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ïåðåñå÷åíèé èçîêîñò è èçîêâàíò îïðåäåëÿåò ñîáîé
äîëãîñðî÷íûé ïóòü ðàñøèðåíèÿ. Îí ïîêàçûâàåò çàòðàòû, ìàêñèìèçèðóþùèå
âûïóñê ïðîäóêöèè ïðè ëþáîì îïðåäåëåííîì óðîâíå èçäåðæåê èëè ðàâíîçíà÷íî
çàòðàòû, ìèíèìèçèðóþùèå èçäåðæêè ïðè îïðåäåëåííîì óðîâíå âûïóñêà, ãäå
óðîâåíü èçäåðæåê îïðåäåëÿåòñÿ èçîêîñòîé, à óðîâåíü âûïóñêà - èçîêâàíòîé.
Èñïîëüçóÿ ïóòü ðàñøèðåíèÿ èçîêâàíòû è  èçîêîñòû, ìîæíî ïîëó÷èòü êðèâóþ
èçäåðæåê Ñ(q), âûðàæàþùóþ èçäåðæêè êàê ôóíêöèþ âûïóñêà. Òèïè÷íàÿ êðèâàÿ
èçäåðæåê è ñîîòâåòñòâóþùèå åé êðèâûå ñðåäíèõ è ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê ïîêàçàíû
íà ðèñ. 8.5 Ñ

L
, AC

L
 è MC

L
, ãäå íèæíèé èíäåêñ îòíîñèòñÿ ê äîëãîñðî÷íîìó ïåðèîäó

( )qCxxC LL ++= 2211 ωω

( )
.

q

qC
AC L

L =

( )
.

dq

qdC
MC L

L = (8.2.24)

Ðèñ. 8.4. Ïóòè ðàñøèðåíèÿ Ðèñ. 8.5. Êðèâûå èçäåðæåê
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè q
2
 â òî÷êå ïåðåãèáà Ñ

L
 êðèâàÿ ÌÑ

L 
äîñòèãàåò ìèíèìóìà; ïðè

q
4
, ãäå ëó÷, ïðîâåäåííûé èç íà÷àëà êîîðäèíàò, êàñàåòñÿ Ñ

L
, êðèâàÿ ÀÑ

L
 äîñòèãàåò

ìèíèìóìà è äâå êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ (ÀÑ
L
 = MÑ

L
); ñëåâà îò q

4
, ãäå ÌÑ

L
 ëåæèò íèæå

ÀÑ
L
, êðèâàÿ AÑ

L
 óáûâàåò; ñïðàâà îò q

4
 ãäå ÌÑ

L
 ëåæèò âûøå ÀÑ

L
, êðèâàÿ ÀÑ

L
 âîçðàñòàåò.

×àñòíûé ñëó÷àé êðàòêîñðî÷íîãî ïåðèîäà, äëÿ êîòîðîãî çàòðàòû ïåðâîãî âèäà

çàôèêñèðîâàíû íà óðîâíå x 1 , ïîêàçàí âåðòèêàëüíîé ëèíèåé íà ðèñ. 8.4,
ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïóòü ðàñøèðåíèÿ äëÿ ýòîãî êðàòêîñðî÷íîãî ïåðèîäà. Òîãäà
ñîîòâåòñòâóþùèìè êðèâûìè èçäåðæåê áóäóò êðàòêîñðî÷íûå êðèâûå èçäåðæåê Ñ

S
,

AÑ
S
 è ÌÑ

S
, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.5. Â òî÷êå x íà ðèñ. 8.4, ãäå ïåðåñåêàþòñÿ äâà

ïóòè ðàñøèðåíèÿ, âûïóñê è èçäåðæêè îäèíàêîâû, ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå
q íà ðèñ. 8.5 êðàòêîñðî÷íûå è äîëãîñðî÷íûå èçäåðæêè ðàâíû. Âñå îñòàëüíûå òî÷êè
íà êðàòêîñðî÷íîì ïóòè ðàñøèðåíèÿ íå îïòèìàëüíû â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè
îïðåäåëåííîì óðîâíå âûïóñêà, çàäàííîì èçîêâàíòîé, èçäåðæêè íå ìèíèìàëüíû.
Òàêèì îáðàçîì, íà ðèñ. 8.5 êðàòêîñðî÷íûå èçäåðæêè è ñðåäíèå èçäåðæêè äëÿ
ëþáîãî
âûïóñêà, îòëè÷àþùåãîñÿ îò q, áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ äîëãîñðî÷íûõ èçäåðæåê
è ñðåäíèõ èçäåðæåê. Ïðè q

1
 è q

3 
ñîîòâåòñòâåííî êðàòêîñðî÷íûå ïðåäåëüíûå è

ñðåäíèå èçäåðæêè äîñòèãàþò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ è îòíîøåíèÿ ìåæäó
èçäåðæêàìè, ñðåäíèìè èçäåðæêàìè è ïðåäåëüíûìè èçäåðæêàìè äëÿ äîëãîñðî÷íîãî
è êðàòêîñðî÷íîãî ïåðèîäîâ îäèíàêîâû. Ïîëîæèòåëüíàÿ îðäèíàòà FÑ êðèâîé èçäåð-
æåê ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûìè èçäåðæêàìè è îïðåäåëÿåò èçäåðæêè ïðè íóëåâîì

âûïóñêå, â äàííîì ñëó÷àå ðàâíûå ω1 1, x .
Êðèâàÿ èçäåðæåê õàðàêòåðèçóåò (ìèíèìàëüíûå) èçäåðæêè ïðè ðàçëè÷íûõ

óðîâíÿõ âûïóñêà. Òîãäà îïòèìàëüíûì óðîâíåì âûïóñêà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è

{ }
( ) ( ),qpq-Cqmax

q
=∏ (8.2.25)

êîòîðîå â âèäå óñëîâèé ïåðâîãî ïîðÿäêà òðåáóåò, ÷òîáû öåíû ðàâíÿëèñü ïðåäåëüíûì
èçäåðæêàì

p MC
dC

dq
= = , (8.2.26)

à óñëîâèÿ äîñòàòî÷íîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà óòâåðæäàþò, ÷òî ïðåäåëüíûå èçäåðæêè
äîëæíû âîçðàñòàòü â ýòîé òî÷êå

d C

dq

2

2
0> . (8.2.27)

Ïîýòîìó îïòèìàëüíûé âûïóñê íà ðèñ. 8.6 íàõîäèòñÿ â q* è õàðàêòåðèçóåò
îïòèìàëüíûé óðîâåíü ïðåäëîæåíèÿ âûïóñêà ïðè öåíàõ âûïóñêà ð è çàäàííûõ ïëàòàõ
çà çàòðàòû ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè
êðèâûõ èçäåðæåê.

ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÀß ÑÒÀÒÈÊÀ ÔÈÐÌÛ
Ìåòîäîì ñðàâíèòåëüíîé ñòàòèêè îïðåäåëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü îïòèìàëüíûõ

çàòðàò è âûïóñêà ôèðìû ê èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ
ñïðîñà íà çàòðàòû (8.2.14) è ôóíêöèþ ïðåäëîæåíèÿ ïðîäóêöèè (8.2.17) â
íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ (8.2.11) è ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ (8.1.3), ïîëó÷èì
(n  + 1) òîæäåñòâ

    ( ) ( )( )wpx*fwpq ,,* ≡ (8.3.1)

( )( ) w.wpx*
dx

df
p ≡,

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòè òîæäåñòâà ïî (n + 1) ïàðàìåòðàì ð è w, îïðåäåëèì
ñòåïåíü ÷óâñòâèòåëüíîñòè îïòèìàëüíûõ çàòðàò è âûïóñêà ïðîäóêöèè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âëèÿíèå èçìåíåíèÿ öåíû âûïóñêà ð. Äèôôåðåíöèðóÿ
(8.3.1) ïî ð, ïîëó÷èì

dq

dp

df

dx

dx

dpR

R

R

n* *

=
=

∑
1

(8.3.2)

df

dx
p

d f

dx dx

dx

dp
j n

j j R

R

R

n

+ = =
=

∑
2

1

0 12
*

, , ,...,

èëè â âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ

dq

dp

df

dx

dx

dp
= (8.3.3)

Ðèñ. 8.6. Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè ÷åðåç
äîõîä (âàëîâîé) è êðèâûå èçäåðæåê.
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dq

dp

df

dx

dx

dp

df

dx

dx

dpj

j

j

n

= = >
=

∑
*

,
1

0 (8.3.18)

ñëåäóåò, ÷òî â îñîáîé îáëàñòè, ãäå âñå ïðåäåëüíûå ïðîäóêòû íåîòðèöàòåëüíû,
íåêîòîðûå èç dõ*/dð äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíûìè

dx

dp
j
*

> 0 äëÿ íåêîòîðîãî j, j = 1, 2, ..., n. (8.3.19)

Òàêèì îáðàçîì, âîçðàñòàíèå öåíû ïðîäóêöèè äîëæíî ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ
ïðåäëîæåíèÿ ïðîäóêöèè è, ñëåäîâàòåëüíî, ê ïîâûøåíèþ ñïðîñà íà íåêîòîðûå
âèäû çàòðàò.

Ïî îïðåäåëåíèþ:
çàòðàòû j-ãî âèäà íàçûâàþòñÿ ìàëîöåííûìè, åñëè, è òîëüêî åñëè,

dx

dp
j
*

< 0 (8.3.20)

Òàêèì îáðàçîì, ïî (8.3.19) íå âñå çàòðàòû ìîãóò áûòü ìàëîöåííûìè.
Èç (8.3.14) è (8.3.15) ñëåäóåò, ÷òî

dq

dw

dx

dp
= − , (8.3.21)

èëè

dq

d

dx

dp
j n

j

j*
, , ,..., ,

*

ω
= − = 1 2 (8.3.22)

ïîýòîìó âîçðàñòàíèå öåíû ïðîäóêöèè ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ (ïîíèæåíèþ) ñïðîñà
íà îïðåäåëåííûå âèäû çàòðàò, åñëè, è òîëüêî åñëè, óâåëè÷åíèå ïëàòû çà ýòîò âèä
çàòðàò ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ (âîçðàñòàíèþ) îïòèìàëüíîãî âûïóñêà. Â ÷àñòíîñòè,
óâåëè÷åíèå ïëàòû çà ìàëîöåííûå çàòðàòû âåäåò ê óâåëè÷åíèþ âûïóñêà. Èç (8.3.21)
è (8.3.18) èìååì

dq

dp

df

dx

dx

dp

df

dx

dq

dw

df

dx

dq

djj

n

j

= = − = − >
=

∑
1

0
*

,
ω (8.3.23)

ïîýòîìó â îñîáîé îáëàñòè ñïðàâåäëèâî, ÷òî

dq

d j

*

ω
< 0  äëÿ íåêîòîðîãî j,    j = 1, 2, ..., n, (8.3.24)

ò. å. âîçðàñòàíèå ïëàòû çà íåêîòîðûé âèä çàòðàò äîëæíî ïðèâåñòè ê óìåíüøåíèþ
âûïóñêà ïðîäóêöèè.

Èç (8.3.16) ñëåäóåò, ÷òî

 






dw

dx
 ñèììåòðè÷íà è îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. (8.3.25)

df

dx
pH

dx

dp

'
,= = 0

ãäå dq/dð õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå îïòèìàëüíîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè, åñëè
ìåíÿåòñÿ åãî öåíà; dõ/dð - âëèÿíèå èçìåíåíèÿ öåíû ïðîäóêöèè íà îïòèìàëüíûå
çàòðàòû

( )
dp

pdq

dp

dq ω,*=

( ) ( ) ( )
,'

,
,...,

,
,

, **
2

*
1







=

dp

wpdx

dp

wpdx

dp

wpdx

d

d n

p

x
(8.3.4)

df/dõ- âåêòîð-ñòðîêà ïðåäåëüíûõ ïðîäóêòîâ, à H - ìàòðèöà Ãåññå. Óðàâíåíèÿ (8.3.3)
ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå îäíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

.'

0

0

1


















−=






























 −

dx
df

dp
dx
dp
dg

pH
dx
d

(8.3.5)

Çàòåì ðàññìîòðèì âëèÿíèå èçìåíåíèÿ â îïëàòå çàòðàò l-ãî âèäà.
Äèôôåðåíöèðóÿ (8.3.1) ïî w

l
, ïîëó÷èì

dq

d

df

dx

dx

dl R

R

lR

n* *

ω ω
=

=
∑

1
(8.3.6)

p
d f

dx dx

dx

d
i

j RR

n
R

l

2

1=
∑ =

*

ω
δ ι  j = 1, 2, ..., n

dq

dp

*
.> 0 (8.3.17)

Òàêèì îáðàçîì, âîçðàñòàíèå öåí ïðîäóêöèè âñåãäà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ
îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ âûïóñêà ïðîäóêöèè, ò. å. êðèâàÿ ïðåäëîæåíèÿ ïðîäóêöèè
äîëæíà áûòü âîçðàñòàþùåé. Êðèâàÿ ïðåäëîæåíèÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 8.6 êàê
çàøòðèõîâàííàÿ ÷àñòü êðèâîé ïðåäåëüíûõ çàòðàò, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ âûøå ñðåäíèõ
çàòðàò, òàê êàê îïòèìàëüíûé âûïóñê îïðåäåëåí íà òàêîì óðîâíå, ãäå öåíà ðàâíà
ïðåäåëüíûì èçäåðæêàì, è çàøòðèõîâàííàÿ ÷àñòü âåðòèêàëüíîé îñè äî ìèíèìàëüíûõ
ñðåäíèõ èçäåðæåê, òàê êàê ïðè öåíå, ìåíüøåé, ÷åì ñðåäíèå èçäåðæêè, ïðîäóêöèÿ
íå áóäåò âûïóñêàòüñÿ; äåéñòâèòåëüíî, íóëåâàÿ ïðèáûëü áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíà,
÷åì îòðèöàòåëüíàÿ, â äîëãîñðî÷íîì ïåðèîäå.

Îòíîñèòåëüíî çíàêîâ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ dõ/dð íè÷åãî îïðåäåëåííîãî
ñêàçàòü íåëüçÿ, íî èç òîãî ôàêòà, ÷òî

k

k

k

kk

k
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Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíòû âäîëü ãëàâíîé äèàãîíàëè îòðèöàòåëüíû

dx

d
j

j

*

,
ω

< 0  j = 1, 2, ..., n. (8.3.26)

Òàêèì îáðàçîì, ïîâûøåíèå ïëàòû çà çàòðàòû ôàêòîðà íåêîòîðîãî âèäà âñåãäà
ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ ñïðîñà íà ýòè çàòðàòû. Â ïðîòèâîïîëîæîñòü òåîðèè
ïîòðåáëåíèÿ äëÿ ôèðìû íå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü "çàòðàòû Ãèôôèíà", ïîòîìó ÷òî
ôèðìà â îòëè÷èå îò ïîòðåáèòåëÿ íå äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü áþäæåòíîìó
îãðàíè÷åíèþ. Ïîýòîìó êðèâûå ñïðîñà íà çàòðàòû âñåãäà óáèâàþùèå. Òàê êàê ïðè
ðàâíîâåñèè ÌÐ

j
 = w

j
/p êðèâàÿ ñïðîñà äëÿ çàòðàò ïåðâîãî âèäà ïîêàçàëà íà ðèñ. 8.2

êàê çàñùòðèõîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, ñîâïàäàþùåå ñ êðèâîé ïðåäåëüíîãî ïðîäóêòà
íèæå íåêîòîðîãî óðîâíÿ, îïðåäåëåííîãî èç óñëîâèÿ, ÷òî ïðèáûëü äîëæíà áûòü
íåîòðèöàòåëüíîé (è, ñëåäîâàòåëüíî, çàâèñèìîé îò ðàñõîäîâ íà äðóãèå çàòðàòû è
öåí ïðîäóêöèè), è ñîâïàäàþùåå ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ âûøå ýòîãî óðîâíÿ.

Ìàòðèöà dõ/dw ñèììåòðè÷íà

,
*

1

*

j

jj

d

dx

d

dx

ωω
=  j,  l = 1, 2, ..., n, (8.3.27)

ïîýòîìó âëèÿíèå èçìåíåíèÿ ïëàòû íà çàòðàòû l-ãî âèäà íà ñïðîñ, ïðåäúÿâëÿåìûé
íà çàòðàòû j-ãî âèäà, è âëèÿíèå èçìåíåíèÿ ïëàòû çà çàòðàòû j-ãî âèäa íà ñïðîñ,
ïðîäúÿâëèåìûé íà çàòðàòs l-ãî, âèäà, îäèíàêîâû. Ïî îïðåäåëåíèþ çàòðàòû j-ãî è

l-ãî âèäà ÿâëÿþòñÿ 
âçàèìîçàìåíÿåìûìè

âçàèìîäîïîëíÿåìûìè









åñëè .0
1

*









<
>

ωd

dx j
(8.3.28)

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå êîãäà ïëàòà çà çàòðàòû j-ãî âèäà âîçðàñòàåò, òàê ÷òî ðàçìåðû
ñïðîñà íà ýòè çàòðàòû ïàäàþò, ñïðîñ íà çàòðàòû i-ãî âèäà óâåëè÷èâàåòñÿ (ïîíèæàåòñÿ),
åñëè çàòðàòû ÿâëÿþòñÿ âçàèìîçàìåíÿåìûìè (âçàèìîäîïîëíÿåìûìè).


