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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

×òî èçó÷àåò ìàòåìàòèêà? Ìîæíî âûäåëèòü äâà îòâåòà íà
ýòîò âîïðîñ.

1) Ìàòåìàòèêà èçó÷àåò ìàòåìàòèêó, òî åñòü ñâîé ñîáñòâåí-
íûé ìàòåìàòè÷åñêèé ìèð, ñîçäàííûé ñàìèìè ìàòåìàòèêàìè. Åñëè
áû ìàòåìàòèêè (Íüþòîí, Ëåéáíèö è äð.) íå ðàçðàáîòàëè èíòåã-
ðàëüíîå è äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå, òî êàê øêîëüíèêè è
ñòóäåíòû ìîãëè áû èçó÷àòü ïðîèçâîäíûå è èíòåãðàëû?

2) Ìàòåìàòèêà èçó÷àåò îêðóæàþùèé íàñ ìèð, êîòîðûé,
êàê ãîâîðÿò ôèëîñîôû, ñóùåñòâóåò âíå íàñ è íåçàâèñèìî îò íàñ.

Âåðíû îáà îòâåòà. Äà, ìàòåìàòèêà èçó÷àåò ñâîè ìàòåìàòè-
÷åñêèå îáúåêòû, íî îíè ÿâëÿþòñÿ îòðàæåíèåì ðåàëüíîãî ìèðà.
Ïðåæäå ÷åì ÷åëîâåê ïðèäóìàë ÷èñëî «äâà», îí ìíîãî ðàç íàáëþ-
äàë äâóõ ëþäåé, äâóõ ðûá è ò. ä., ïîêà íå çàìåòèë ìåæäó íèìè
îáùåå è ýòî îáùåå íàçâàë ÷èñëîì «äâà».

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòèêè ê ðåàëüíîìó ìèðó íåîáõîäèìî
ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, ñôîðìóëèðîâàòü íåêîòîðóþ
ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó.

×òî òàêîå ìîäåëü? Ìîäåëüþ îáúåêòà À ÿâëÿåòñÿ äðóãîé
îáúåêò Â, èìåþùèé íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà ñ À. Ðàññìîòðèì
ïðèìåðû. Ôîòîãðàôèÿ èëè ïîðòðåò ÷åëîâåêà äàåò ïðåäñòàâëåíèå î
åãî âíåøíåì âèäå è ÷àñòè÷íî î õàðàêòåðå. Ìíîãèå äåòñêèå èã-
ðóøêè ìîæíî íàçâàòü ìîäåëÿìè ðåàëüíûõ îáúåêòîâ. Ïðè ýòîì
ñòåïåíü ïðèáëèæåíèÿ ê îðèãèíàëó ìîæåò áûòü ðàçíîé. Êíèãè
ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè ðåàëüíîãî ìèðà. ×åëîâåê, íèêîãäà íå áûâàâ-
øèé â Àíãëèè, ïî êíèãàì ìîæåò ïîçíàêîìèòüñÿ ñ íåé. Ïðè ðàç-
ðàáîòêå íîâûõ òèïîâ êîðàáëåé, ñàìîëåòîâ, ïðè ñòðîèòåëüñòâå
÷àñòî ïðåäâàðèòåëüíî äåëàþò óìåíüøåííûé ìàêåò îáúåêòà è íà
ìàêåòå èçó÷àþò áóäóùèå ñâîéñòâà. Ïëàí ëþáûõ äåéñòâèé ìîæíî
òîæå íàçâàòü ìîäåëüþ. Ãðàìîòíûé, îïûòíûé ñïåöèàëèñò ìîæåò
ïî ôèíàíñîâûì äîêóìåíòàì âîññîçäàòü âåñüìà ïîëíóþ êàðòèíó
äåÿòåëüíîñòè òîãî èëè èíîãî ïðåäïðèÿòèÿ. Çäåñü äîêóìåíòàöèÿ
ïðåäïðèÿòèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî ìîäåëüþ. Ýòè ïðèìåðû ìîæíî ëåãêî
ïðîäîëæèòü.

Çà÷åì ñòðîèòü è èçó÷àòü ìîäåëè, åñëè ìîæíî èçó÷àòü ðåàëü-
íûé îáúåêò? Ìîäåëü óïðîùàåò è ôèêñèðóåò îáúåêò. Â ìîäåëè
ó÷èòûâàþòñÿ òå ñâîéñòâà, êîòîðûå âàæíû â äàííîé ñèòóàöèè
äëÿ ïðèíÿòèÿ îïðåäåëåííîãî ðåøåíèÿ. Â ðàçíûõ ìîäåëÿõ îäèí è
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òîò æå îáúåêò ìîæåò è äîëæåí áûòü îïèñàí ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ
ïîäðîáíîñòè. Ïðè íàçíà÷åíèè ñòèïåíäèè ñòóäåíòó åãî ìîäåëü ñâî-
äèòñÿ ê îöåíêàì â åãî çà÷åòêå. Ïðè ðåêîìåíäàöèè âûïóñêíèêà â
àñïèðàíòóðó îöåíêè â åãî äèïëîìå, êîíå÷íî, ó÷èòûâàþòñÿ, íî
îäíèõ õîðîøèõ îöåíîê ìîæåò áûòü íåäîñòàòî÷íî. Ìîäåëü íå äîë-
æíà áûòü è ÷åðåñ÷óð ïðîñòîé, è ÷åðåñ÷óð ñëîæíîé. Ïîäðîáíîñòü
îïèñàíèÿ îáúåêòà äèêòóåòñÿ íàøèìè âîçìîæíîñòÿìè è íàøèìè
öåëÿìè. Ïî óñëîæíåííîé ìîäåëè ÷àñòî òðóäíî è äàæå íåâîçìîæ-
íî ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé çà-
äà÷è. Ôèçèêà Íüþòîíà â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðåêðàñíî îïèñû-
âàåò îêðóæàþùèé íàñ ìèð, íî èíîãäà îíà åãî èñêàæàåò, è òîãäà
äîëæíà ó÷èòûâàòüñÿ ôèçèêà Ýéíøòåéíà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ëþáîé ýêîíîìè÷åñêîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêè-
ìè ìåòîäàìè íåîáõîäèìî ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
Àíàëèçèðóÿ èìåþùóþñÿ èíôîðìàöèþ, ÷åëîâåê ïðèíèìàåò ðå-
øåíèå. Êà÷åñòâî ïðèíÿòîãî ðåøåíèÿ çàâèñèò îò ìíîãèõ ôàêòî-
ðîâ: îò îïûòà, çíàíèé, òî÷íîñòè èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè, èí-
òåëëåêòà, èíòóèöèè è ò. ä. Âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ìû ïðèìåíÿåì
ìîäåëè, ðàçðàáîòàííûå ðàíåå, íî èíîãäà íàäî ïîñòðîèòü íîâóþ
ìîäåëü (èëè ìîäèôèöèðîâàòü ñòàðóþ) ñàìîñòîÿòåëüíî. Ïðàâèëü-
íûé âûáîð ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì íà ïóòè ïîëó÷åíèÿ
ðåøåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â ýêîíîìèêå äîëæíû ñòðîèòü-
ñÿ â ïðîöåññå äèàëîãà ýêîíîìèñòà — ïðàêòèêà ñ ìàòåìàòèêîì.
Ïîñëå òîãî êàê ìîäåëü ïîñòðîåíà, ìû ðåøàåì ïîëó÷åííóþ ìàòå-
ìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå íàäî ïðîâåðèòü íà ïðàâ-
äîïîäîáíîñòü è ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêà, è ñ òî÷êè çðåíèÿ
ýêîíîìèñòà. Íà ýòîé ñòàäèè ìîäåëü ÷àñòî óòî÷íÿåòñÿ.

Âûáîðó íàèëó÷øèõ ðåøåíèé â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ, âîç-
íèêàþùèõ â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, è ïîñâÿùåí êóðñ ëåê-
öèé, ÷èòàåìûé îäíèì èç àâòîðîâ íà 3-ì êóðñå ýêîíîìè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà Âîëãîãðàäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, êðàò-
êîìó èçëîæåíèþ êîòîðîãî ñëóæèò ýòî ïîñîáèå. Îíî äîëæíî ïî-
ìî÷ü ñòóäåíòàì îçíàêîìèòüñÿ ñ íåêîòîðûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè
ìîäåëÿìè ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ è îñâîèòü àëãîðèòìû ðåøåíèÿ
ïîëó÷àþùèõñÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.

Êàê ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü? Ïðè ïîñòðîåíèè
ìîäåëè íàäî âûáðàòü îñíîâíûå, ñóùåñòâåííûå ïðèçíàêè îáúåêòà
è çàïèñàòü èõ íà ÿçûêå ìàòåìàòèêè. Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ïîñòðî-
åíèå ìîäåëè íàïîìèíàåò çàäà÷è íà ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèé, çíà-



6

êîìûå ïî øêîëüíîìó êóðñó. Ñíà÷àëà íàäî ïîíÿòü ñèòóàöèþ òàê,
÷òîáû åå ìîæíî áûëî ðàññêàçàòü äðóãîìó ÷åëîâåêó. Çàòåì îïðåäå-
ëèòü ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê, íà êîòîðîì áóäåò ñòðîèòüñÿ íàøà
ìîäåëü. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ñêàçàòü «íàäî íàéòè ïëàí äåéñòâèé»,
ñëåäóåò óêàçàòü, êàê åãî ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü. Ïëàí ìîæåò áûòü
çàäàí îïðåäåëåíèåì çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ õ, ó ëèáî âåêòîðà z =
(z1, z2, ..., zn), ìàòðèöû À è ò. ä. Äàëåå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìíî-
æåñòâî äîïóñòèìûõ âàðèàíòîâ, òî åñòü çàäàòü ìíîæåñòâî îãðàíè-
÷åíèé, êîòîðûì äîïóñòèìûå âàðèàíòû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü.
Ïîñëå ýòîãî íàäî îòâåòèòü íà âîïðîñ «êàê ñðàâíèâàòü âàðèàí-
òû?». Îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ (îíà íàçûâàåòñÿ
öåëåâîé ôóíêöèåé èëè ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè). Äëÿ ñðàâíåíèÿ
äâóõ äîïóñòèìûõ âàðèàíòîâ ìû äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïîäñ÷èòûâà-
åì çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè è îáúÿâëÿåì ëó÷øèì òî çíà÷åíèå,
ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèè áîëüøå (èëè ìåíüøå).

Â ðåçóëüòàòå ìíîãèå ìîäåëè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå çàäà÷è
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Íàéòè max f(x), x ∈ A.
Çäåñü A — ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âàðèàíòîâ, f(x)— öåëåâàÿ

ôóíêöèÿ.
Â ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ f(x) ëèíåéíà, à ìíîæåñòâî îãðàíè-

÷åíèé çàäàíî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, çàäà-
÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðàññóæäåíèÿ î ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ çàêîí÷èì ôðàçîé
Ãåêñëè: «Ìàòåìàòèêà, ïîäîáíî æåðíîâó, ïåðåìàëûâàåò òî, ÷òî
ïîä íåå çàñûïàþò, è, êàê, çàñûïàâ ëåáåäó, âû íå ïîëó÷èòå ïøå-
íè÷íîé ìóêè, òàê, èñïèñàâ öåëûå ñòðàíèöû ôîðìóëàìè, âû íå
ïîëó÷èòå èñòèíû èç ëîæíûõ ïðåäïîñûëîê».

Ïîñîáèå ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è 6 ïàðàãðàôîâ. Ïàðàãðàôû
ïîñâÿùåíû ðàçëè÷íûì îïòèìèçàöèîííûì çàäà÷àì. Â §1 ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ çàäà÷à âûáîðà ìåñòà ñòðîèòåëüñòâà æåëåçíîäîðîæíîé
ñòàíöèè äëÿ îáñëóæèâàíèÿ äâóõ ãîðîäîâ. Çäåñü ñòðîÿòñÿ òðè ðàç-
ëè÷íûå ìîäåëè ôîðìàëèçàöèè îäíîé ñèòóàöèè. Â §2 ðàññìàòðèâà-
åòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñåòåâûõ ãðàôèêîâ. Â §3 ðåøàåòñÿ çàäà÷à î
êðàò÷àéøåì ïóòè â ãðàôå. §4 ïîñâÿùåí ðåøåíèþ çàäà÷è î íàçíà-
÷åíèÿõ. Â §5 ðàññìîòðåíà òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à. Äëÿ åå ðåøåíèÿ
ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîä ïîòåíöèàëîâ è âåíãåðñêèé àëãîðèòì. Â §6
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ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà. Â êàæäîì
ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ ðÿä çàäà÷ ñ îòâåòàìè äëÿ ðåøåíèÿ íà ñå-
ìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ. Ïî êàæäîé òåìå ïðåäëîæåíû òèïîâûå çàäà-
÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû (§7). Äëÿ ãåíåðèðîâàíèÿ çàäà÷ íà
ÝÂÌ áûëè ñîñòàâëåíû ïðîãðàììû, íåêîòîðûå èç íèõ íàïèñàë
À.Â. Èîíîâ, êîòîðîìó àâòîðû âûðàæàþò ñâîþ áëàãîäàðíîñòü.

Àâòîðû õîòÿò âûðàçèòü ñâîþ ïðèçíàòåëüíîñòü Ñîðîñîâñêî-
ìó ïðîôåññîðó Àíàòîëèþ Þðüåâè÷ó Ëåâèíó, íà êàôåäðå êîòî-
ðîãî îíè ïðîðàáîòàëè îêîëî 10 ëåò. Áîëüøóþ ïîìîùü â íàáîðå
òåêñòà îêàçàëè ñòóäåíòû ýêîíîìè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Î ãðàôàõ

Â ðÿäå ñëó÷àåâ íóæíóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ãðàôà.

Ãðàô ñîñòîèò èç äâóõ ìíîæåñòâ: ìíîæåñòâà âåðøèí è ìíî-
æåñòâà ðåáåð (äóã), ñîåäèíÿþùèõ ýòè âåðøèíû. Â îáùåì ñëó÷àå
âåðøèíû ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò êàêèì-òî îáúåêòàì è èçîáðàæà-
þòñÿ íà ñõåìå â âèäå òî÷åê, êðóãîâ, ïðÿìîóãîëüíèêîâ, à ðåáðà
ñîåäèíÿþò ýòè îáúåêòû è èçîáðàæàþòñÿ â âèäå îòðåçêîâ, äóã,
ëèíèé, ñòðåëîê. Íàïðèìåð, ñõåìà æåëåçíûõ èëè àâòîìîáèëüíûõ
äîðîã ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ãðàôà. Çäåñü âåðøèíû
ãðàôà — ýòî ãîðîäà, à ðåáðà — ñîåäèíÿþùèå èõ äîðîãè. Àëãîðèò-
ìû ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ÷àñòî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå áëîê-
ñõåì. Îòäåëüíûå áëîêè ñîîòâåòñòâóþò øàãàì àëãîðèòìà è ÿâëÿ-
þòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà. Ñòðåëêè óêàçûâàþò ïîðÿäîê âûïîëíå-
íèÿ ýòèõ áëîêîâ è ÿâëÿþòñÿ ðåáðàìè ãðàôà. Ãðàôû ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü, ÷òîáû îáúÿñíèòü ñòðóêòóðó êàêîé-ëèáî îðãàíèçà-
öèè, âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ â ñëîæíîé ñèñòåìå è ò. ä.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ âåðøèíàì è (èëè) ðåáðàì ãðàôà ïðèïèñàíû
÷èñëà. Èíîãäà èõ íàçûâàþò âåñàìè, à ñàìè ãðàôû âçâåøåííûìè.
Íàïðèìåð, ïðè ïëàíèðîâàíèè ïóòåøåñòâèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàô,
âåðøèíàì êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ãîðîäà, êîòîðûå ïëàíèðóåòñÿ
ïîñåòèòü, ðåáðàì ñîîòâåòñòâóþò âîçìîæíîñòè ïåðååçäà èç ãîðîäà
â ãîðîä, à âåñ ðåáðà ðàâåí ñòîèìîñòè ïðîåçäà ïî ýòîìó ðåáðó.

Ñóùåñòâóþò îðèåíòèðîâàííûå è íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû.
Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ìû ðàçëè÷àåì ðåáðî (a,b) è ðåáðî (b,a).
Çäåñü îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî (a,b) èäåò èç âåðøèíû a â âåðøèíó
b: a→b, à îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî (b,a) èäåò èç âåðøèíû b â
âåðøèíó a: b→a. Â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ýòè ðåáðà íå ðàçëè-
÷àþòñÿ è ðåáðî (a,b) â ðàâíîé ñòåïåíè ñîåäèíÿåò îáå âåðøèíû:
a↔b. Îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà ÷àñòî íàçûâàþò äóãàìè. Åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñõåìó àâòîìîáèëüíûõ äîðîã, òî åå, êàê ïðàâèëî, íàäî
ñ÷èòàòü íåîðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì. À åñëè ðàññìàòðèâàòü ñõåìó
âîäíîãî òðàíñïîðòà, òî (ñ ó÷åòîì òå÷åíèÿ) ëó÷øå ïðèìåíèòü
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ïóòåøåñòâîâàòü íà ëîäêàõ èëè ïëîòàõ
ìîæíî òîëüêî ïî òå÷åíèþ. Äàæå åñëè ìû ìîæåì ïëûòü ïðîòèâ
òå÷åíèÿ, òî ñêîðîñòü, çàòðà÷åííûå óñèëèÿ è âðåìÿ ìîãóò ñóùå-
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ñòâåííî îòëè÷àòüñÿ. Åñëè, íàïðèìåð, ïñèõîëîã èçó÷àåò îòíîøå-
íèÿ â êîëëåêòèâå, òî îí ìîæåò ïîñòðîèòü ãðàô, â êîòîðîì âåð-
øèíû — ýòî ëþäè, à ðåáðà ñîåäèíÿþò äðóçåé. Â ýòîì ñëó÷àå ó íàñ
íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Åñëè æå ðàññìîòðåòü ãðàô çíàêîìñòâ,
òî åñòü âåðøèíû ãðàôà ëþäè, à äóãà èäåò îò À ê Â, åñëè À çíàåò
Â, òî òàêîé ãðàô âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íàäî ðàññìàòðèâàòü îðèåíòè-
ðîâàííûì. Íàïðèìåð, âñå ñòóäåíòû óíèâåðñèòåòà çíàþò, êòî â
óíèâåðñèòåòå ðåêòîð è êòî â ñòðàíå ïðåçèäåíò, íî ðåêòîð íå
ìîæåò çíàòü âñåõ ñòóäåíòîâ, à ïðåçèäåíò Ðîññèè íå ìîæåò çíàòü
âñåõ æèòåëåé. ×àñòî îðèåíòàöèÿ ãðàôà ñâÿçàíà ñ ïåðåâîçêîé òî-
âàðîâ. Èçó÷àÿ ãðóçîïîòîêè òîâàðîâ, ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàô, ãäå
âåðøèíû — ïðîèçâîäèòåëè è ïîòðåáèòåëè òîâàðîâ, à ñòðåëêè
óêàçûâàþò ïåðåâîçêè òîâàðîâ. Îòìåòèì, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ ãðàô
âîçìîæíûõ ïåðåâîçîê ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì, íî
ãðàô ðåàëüíî îñóùåñòâëÿåìûõ ïåðåâîçîê îáÿçàòåëüíî îðèåíòè-
ðîâàííûé.

Î òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìîâ

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ èõ òðóäîåì-
êîñòü, òî åñòü ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è ýòèì àëãîðèòìîì.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ìîæíî ëè ïåøêîì äîéòè îò Âîëãîãðàäà
äî Ìîñêâû? Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î÷åíü ïðîñò: ñäåëàé øàã
ïðàâîé íîãîé, ñäåëàé øàã ëåâîé íîãîé; òàê ïîñòóïàé äî òåõ ïîð,
ïîêà çàäà÷à íå áóäåò ðåøåíà.

Àëãîðèòì ïðîñòîé, íî ÷èñëî øàãîâ (êàê àëãîðèòìà, òàê è
åãî èñïîëíèòåëÿ) î÷åíü âåëèêî. Ïîýòîìó ýòîò àëãîðèòì âðÿä ëè
áóäåò ïðèìåíåí íà ïðàêòèêå. Çàäà÷à ïðàêòè÷åñêè íåðàçðåøèìà.

Ðàññìîòðèì äðóãîé ïðèìåð. Ïóñòü ñòóäåíò ïîòðàòèë ÷àñ íà
ïåðåìíîæåíèå äâóõ ìàòðèö ðàçìåðà 5½5. Ñêîëüêî ïðèìåðíî âðå-
ìåíè åìó ïîíàäîáèòñÿ íà ïåðåìíîæåíèå äâóõ ìàòðèö ðàçìåðà
10½10? Òðóäîåìêîñòü T(n) ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà ðàñòåò êàê Ñn3.
Çäåñü n — ðàçìåð ìàòðèöû, C — êîíñòàíòà, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò
n. Ïðè ïåðåõîäå îò 5 äî 10 ðàçìåðû ìàòðèöû óâåëè÷èëèñü â äâà
ðàçà. Ïîýòîìó íà ïåðåìíîæåíèå äâóõ ìàòðèö ðàçìåðà 10½10 ñòó-
äåíò ïîòðàòèò â 8 ðàç áîëüøå âðåìåíè, òî åñòü ïðèìåðíî 8 ÷àñîâ.
Åñëè îí ïðèìåíèò êîìïüþòåð, òî ýòî èçìåíèò âåëè÷èíó C, íî
âñå ðàâíî (åñëè íå èçìåíèòü àëãîðèòì), ïåðåìíîæåíèå äâóõ ìàò-
ðèö ðàçìåðà 10½10 çàéìåò ó íåãî â 8 ðàç áîëüøå âðåìåíè, ÷åì
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ïåðåìíîæåíèå äâóõ ìàòðèö ðàçìåðà 5½5. Åñëè ðàçìåð ìàòðèöû
óâåëè÷èòü â 10 ðàç, òî âðåìÿ ñ÷åòà óâåëè÷èòñÿ â 1000 ðàç.

Åñëè òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ ïîëèíîìîì (ìíî-
ãî÷ëåíîì) îò ðàçìåðîâ çàäà÷è, òî òàêèå àëãîðèòìû íàçûâàþòñÿ
ïîëèíîìèàëüíûìè. Ïðè íàëè÷èè ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ïðàê-
òè÷åñêè íà êîìïüþòåðå ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó ëþáûõ ðàçìåðîâ.
Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü — ïîëó÷èòü äàííûå è ââåñòè èõ â êîìïüþòåð.

Î íåâîçìîæíîñòè áîëüøîãî ïåðåáîðà

Êîìïüþòåðû ðàáîòàþò î÷åíü áûñòðî, è ñ êàæäûì ãîäîì èõ
áûñòðîäåéñòâèå óâåëè÷èâàåòñÿ. Óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè ðàáîòû êîì-
ïüþòåðà ïðèâîäèò ê íàäåæäå, ÷òî êîìïüþòåð ìîæåò ðåøèòü ëþ-
áûå çàäà÷è. Íàñêîëüêî îáîñíîâàí ýòîò îïòèìèçì?

Áûñòðîäåéñòâèå êîìïüþòåðîâ íå áåñïðåäåëüíî. Ñîâðåìåí-
íàÿ ôèçèêà ñ÷èòàåò, ÷òî íèêàêîé ïðîöåññ íå ìîæåò ïðîòåêàòü
áûñòðåå ñêîðîñòè ñâåòà 3·1010 ñì/ñ. Åñëè äëÿ ñîâåðøåíèÿ îäíîé
îïåðàöèè õîòÿ áû îäèí ýëåêòðîí äîëæåí ïåðåäâèíóòüñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèå äèàìåòðà àòîìà âîäîðîäà (1 àíãñòðåì = 10-8 ñì), òî âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè íå ìåíüøå ÷åì (ðàññòîÿíèå äåëèì íà ñêî-
ðîñòü) 3·10-19 ñ. Ïîýòîìó áûñòðîäåéñòâèå êîìïüþòåðà íå ìîæåò
áûòü áîëüøå 3·1018 îï./ñ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü äâå áðèãàäû äîëæíû âûïîëíèòü
100 ðàáîò. Êàê ðàñïðåäåëèòü ýòè ðàáîòû ìåæäó äâóìÿ áðèãàäàìè?
Âûïîëíåíèå ëþáîé ðàáîòû ìîæíî äîâåðèòü ëþáîé èç áðèãàä.
Ïóñòü ìû ðàçðàáîòàëè àëãîðèòì, è êîìïüþòåð äëÿ ëþáîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðàáîò ìîæåò îïðåäåëèòü, âîçìîæíî ëè òàêîå ðàñïðå-
äåëåíèå ðàáîò, à òàêæå óìååò ñðàâíèâàòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû.
Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü ëó÷øèé âàðèàíò, ðàññìîòðåâ âñå âîçìîæíûå
âàðèàíòû?

Î÷åâèäíî, ÷òî îáùåå ÷èñëî ýòèõ ñïîñîáîâ ðàñïðåäåëèòü 100
ðàáîò ìåæäó 2 áðèãàäàìè ðàâíî 2100. Îöåíèì ýòó âåëè÷èíó.
210 ≈ 1000, 2100 ≈ 1030. Ïðè áûñòðîäåéñòâèè 1018 îï./ñ êîìïüþòåðó
ïîòðåáóåòñÿ 1012 ñ > 1010 ìèí >108 ÷ > 104 ëåò. Òàêèì îáðàçîì,
ïåðåáðàòü âñå âàðèàíòû ìû íå ñìîæåì.

Áûñòðîäåéñòâèå êîìïüþòåðà ìîæíî óâåëè÷èòü çà ñ÷åò îäíî-
âðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà íà íåñêîëüêèõ êîìïüþòåðàõ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäèí êîìïüþòåð èìååò áûñòðîäåéñòâèå 1018

îï./ñ è îáúåì 1 ñì3. Èç òàêèõ êîìïüþòåðîâ ñäåëàí ñóïåðêîìïüþ-
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òåð ðàçìåðîì ñ Çåìíîé øàð. Êàêîâî áûñòðîäåéñòâèå òàêîãî ñóïåð-
êîìïüþòåðà? Îáúåì Çåìëè V = 4πR3/3. R = 6400 êì = 26·100 êì =
26·107 ñì. Ïîýòîìó V≈ 4·(26·107ñì)3 = 220·1021  ñì3 ≈ 1027 ñì3. Ïîýòîìó
òàêîé ñóïåðêîìïüþòåð ìîæåò ñäåëàòü 1018·1027 = 1045 îï./ñ. Ýòî,
êîíå÷íî, î÷åíü ìíîãî. Íî âñåãäà ëè äîñòàòî÷íî?

Ïóñòü èç Âîëãîãðàäà â ñòîðîíó Ñàðàòîâà îòïðàâëÿåòñÿ òî-
âàðíûé ïîåçä. Â íåì îêîëî 50 âàãîíîâ. Ìû õîòèì ñôîðìèðîâàòü
ñîñòàâ, âûáðàâ îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê âàãîíîâ. Îáùåå ÷èñëî âà-
ðèàíòîâ 50!≈1065. Ïðè áûñòðîäåéñòâèè 1045 îï/ñ êîìïüþòåðó ïî-
òðåáóåòñÿ 1065/1045 = 1020 ñ > 1018 ìèí >1016 ÷ > 1012 ëåò. Òàêèì
îáðàçîì, ïåðåáðàòü âñå âàðèàíòû ìû íå ñìîæåì è íà òàêîì ñó-
ïåðêîìïüþòåðå.

Ïîäâåäåì èòîãè. Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé àëãîðèòìà ÿâëÿ-
åòñÿ åãî òðóäîåìêîñòü. Åñëè òðóäîåìêîñòü êàêîãî-ëèáî àëãîðèòìà
ðàñòåò êàê ïîëèíîì (ìíîãî÷ëåí) îò ðàçìåðîâ çàäà÷è, òî ðåøèòü
çàäà÷ó ìîæíî ïðàêòè÷åñêè äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Åñëè æå òðó-
äîåìêîñòü êàêîãî-ëèáî àëãîðèòìà ðàñòåò êàê 2 n èëè n!, òî ïðè
áîëüøèõ n ïðèìåíåíèå ýòîãî àëãîðèòìà ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.
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§1. ÇÀÄÀ×À Î ÄÂÓÕ ÃÎÐÎÄÀÕ

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, ðàññìàòðèâàÿ îäíó è òó æå ïðàêòè÷åñ-
êóþ ñèòóàöèþ, ìîæíî ïðåäëîæèòü ðàçíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäå-
ëè åå ôîðìàëèçàöèè. Ðàññìîòðèì òàêóþ ñèòóàöèþ. Ìýðû äâóõ
ãîðîäîâ À è Â ðåøèëè ïîñòðîèòü íà áëèçëåæàùåé æåëåçíîé äîðî-
ãå L ñòàíöèþ äëÿ ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Êàê âûáðàòü ìåñòî
äëÿ ñòàíöèè? Êàæäûé ìýð çàèíòåðåñîâàí â òîì, ÷òîáû ñòàíöèÿ
ðàñïîëàãàëàñü âîçìîæíî áëèæå ê åãî ãîðîäó. Ïîýòîìó îäèí ìýð
õîòåë áû ïîñòðîèòü ñòàíöèþ â òî÷êå À1, à äðóãîé — â Â1 (ñì. ðèñ.
1). Çäåñü òî÷êè À1 è Â1 — áëèæàéøèå ê ãîðîäàì À è Â òî÷êè
æåëåçíîé äîðîãè. Î÷åâèäíî, îòðåçêè ÀÀ1 è Â1Â ïåðïåíäèêóëÿðíû
ëèíèè L æåëåçíîé äîðîãè. Êàê íàéòè êîìïðîìèññíîå ðåøåíèå?

                              В°
         А°

 L       А1                  В1

Ðèñ. 1.

Ìîäåëü 1. Ïðèíÿòî ðåøåíèå ïîñòðîèòü ñòàíöèþ íà ðàâíîì ðàñ-
ñòîÿíèè îò ãîðîäîâ.

Âîçíèêëà ñëåäóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à.
Íà ïðÿìîé L âûáðàòü òî÷êó S òàêóþ, ÷òî AS = BS.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ ñòàíöèè â ýòîì ñëó÷àå

äîñòàòî÷íî çíàíèé øêîëüíîé ãåîìåòðèè. ×òîáû íàéòè âñå òî÷êè,
ðàâíîóäàëåííûå îò äâóõ äàííûõ, íàäî ïîñòðîèòü ïåðïåíäèêóëÿð
ê ñåðåäèíå ñîåäèíÿþùåãî ýòè òî÷êè îòðåçêà ÀÂ. Ñòàíöèþ íóæíî
ñòðîèòü íà ïåðåñå÷åíèè ýòîãî ñðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ñ ëè-
íèåé æåëåçíîé äîðîãè.

                  С          °В
        А°

L     А1         S
’       В1

Ðèñ. 2.



13

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïóñòü ëèíèÿ æåëåçíîé äîðîãè
ñîâïàäàåò ñ îñüþ àáñöèññ. Ïîëîæåíèå ãîðîäîâ îïðåäåëÿåòñÿ êî-
îðäèíàòàìè òî÷åê À è Â. À (à1, à2), Â (b1, b2). Òîãäà êîîðäèíàòû
òî÷êè Ñ, ÿâëÿþùåéñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà ÀÂ, îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì:

( ) 2111 /bас += , ( ) 2222 /bас += .                     (1)
Óðàâíåíèå ïðÿìîé ÀÂ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

(õ — à1 )(b2 — à2 ) = (ó — a2 )(b1 — à1 ).
Íàéäåì k — óãëîâîé êîýôôèöèåíò ýòîé ïðÿìîé.

))(k 1122 a-(ba-b= .
Íàéäåì k

1
 — óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé CS. Äëÿ âçàèì-

íî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ
k ⋅ k1 = — 1.

Îòñþäà
))(k 2211 a-(ba-b=1 .                                   (2)

Åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (ñ1, ñ2), à åå óãëîâîé êî-
ýôôèöèåíò ðàâåí k1, òî åå óðàâíåíèå ìîæíî çàäàòü â âèäå

ó = ñ2 + k1(õ — ñ1).                                 (3)
Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ CS, òî÷êè êîòîðîé ðàâíîóäàëåíû

îò òî÷åê À è Â, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (3). Äëÿ íàõîæäåíèÿ
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ àáñöèññ ïîäñòàâèì ó = 0. Íàéäåííîå
çíà÷åíèå õ çàäàåò ïîëîæåíèå ñòàíöèè S â ìîäåëè 1. Ëåãêî íàéòè
ðàññòîÿíèå äî êàæäîãî ãîðîäà. Äëèíû îòðåçêîâ AS è BS âû÷èñëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì:

2
2

2
1 )ya()xa(AS −+−= = ( )a x a1

2
2

2− + , 
2

2
2

1 b)xb(BS +−= .
Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïðèìåðà æåëàòåëüíî ïðîâåðèòü,

÷òî ÀS = BS.
Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòà ìîäåëü äàåò âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíîå

ðåøåíèå, íî ìîæåò äàòü è ÿâíî íåâûãîäíîå (ñì. ðèñ. 3). Ïî÷åìó
ýòî ïðîèñõîäèò? Îñíîâíûì êðèòåðèåì ðåøåíèÿ áûëî ðàâåíñòâî
ðàññòîÿíèé îò äàííûõ ãîðîäîâ. Ïñèõîëîãè÷åñêè ýòî îïðàâäàíî,
òàê êàê óäîâëåòâîðÿåò ïðåòåíçèÿì äâóõ ñòîðîí â ðàâíîé ñòåïåíè,
íî â ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷àõ âàæíî ìèíèìèçèðîâàòü ðàñõîäû (èëè
ìàêñèìèçèðîâàòü äîõîäû). Â äàííîì ïðèìåðå (ðèñ.3) ìîæíî âè-
äåòü, ÷òî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â ðàìêàõ ìîäåëè, íå ÿâëÿåòñÿ
âûãîäíûì íè äëÿ îäíîé ñòîðîíû.
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°В

°А

L S

Ðèñ. 3.

Ìîäåëü 2. Âûáåðåì ìåñòî ñòðîèòåëüñòâà ñòàíöèè òàê, ÷òîáû
ñóììàðíàÿ äëèíà äîðîã îò ñòàíöèè äî îáîèõ ãîðîäîâ áûëà ìèíè-
ìàëüíîé.

Âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à.
Íà ïðÿìîé L âûáðàòü òî÷êó S òàê, ÷òîáû âåëè÷èíà ÀS + ÂS

èìåëà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

А°

°B

L              'S        S’

А·°
Ðèñ. 4.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îäíó èç äàííûõ òî÷åê À èëè Â
(íàïðèìåð, À) îòîáðàçèì ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé L.
Ïîëó÷åííóþ òî÷êó À´  ñîåäèíèì ñ òî÷êîé Â (ñì. ðèñ.4). Òî÷êó S
âûáåðåì íà ïåðåñå÷åíèè ïðÿìîé L ñ ïðÿìîé À´B. Î÷åâèäíî, ÷òî
ýòî ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîé âåëè÷èíå ÀS + ÂS, òàê êàê äëè-
íà ïóòè ÀS + ÂS ðàâíà äëèíå îòðåçêà À´Â, à ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà S´
îïðåäåëÿåò ëîìàíóþ À´S´Â, äëèíà êîòîðîé áîëüøå äëèíû îòðåçêà
À´Â.

Íàïðèìåð, çàäàíû òî÷êè À(à1, à2) è Â(b1, b2). Òîãäà À´  èìå-
åò êîîðäèíàòû (à1, -à2), Íàéäåì óðàâíåíèå ïðÿìîé À´Â:

22

2

11

1

ab

ay

ab

ax

+
+

=
−
−

.

Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå çíà÷åíèå ó = 0, íàéäåì
çíà÷åíèå õ.

)ab()baba(x 221221 ++= .



15

Òî÷êà
));ab()baba((S 0221221 ++                         (4)

îïðåäåëÿåò ìåñòî ðàñïîëîæåíèÿ ñòàíöèè.

Ìîäåëü 3. Â ðÿäå ñëó÷àåâ íåâûãîäíî âåñòè ê ñòàíöèè äâå îòäåëü-
íûå äîðîãè. Ìîæíî âûáðàòü ãäå-ëèáî ïåðåêðåñòîê P, ïðîâåñòè äî-
ðîãè èç À è Â ê ïåðåêðåñòêó P, à çàòåì îò ïåðåêðåñòêà P ê ñòàí-
öèè S (ñì. ðèñ. 5).

А°
°B

60°
60°

L     А1  S      В 1

P

Ðèñ. 5.

Ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó.
Îïðåäåëèòü ðàñïîëîæåíèå òî÷åê P è S òàê, ÷òîáû S ëåæàëà

íà ïðÿìîé L è ñóììà äëèí îòðåçêîâ ÀÐ + ÂÐ + ÐS áûëà áû
ìèíèìàëüíîé.

Êàê â ýòîì ñëó÷àå âûáðàòü P è S? Î÷åâèäíî, ÷òî PS ⊥  L
ëèíèè æåëåçíîé äîðîãè. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè Ð íå ñîâïàäà-
åò íè ñ À, íè ñ Â, íè ñ S, òî óãëû APB, APS è BPS ðàâíû 120°.
Ñëåäîâàòåëüíî, óãëû A1AP è B1BP ðàâíû 60°. Ïîýòîìó, äëÿ íà-
õîæäåíèÿ P íàäî îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿðû ÀÀ1 è ÂÂ1 èç òî÷åê À
è Â íà ëèíèþ L è ïðîâåñòè ïðÿìûå èç òî÷åê À è Â ïîä óãëîì 60°
ê îòðåçêàì ÀÀ1 è ÂÂ1 âíóòðü âåðòèêàëüíîé ïîëîñû, çàêëþ÷åííîé
ìåæäó íèìè. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ îáîçíà÷èì áóêâîé Ð. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè, ïðîâåäåì ñëå-
äóþùèå âûêëàäêè. Ïóñòü äàíû òî÷êè À(à1, à2) è Â(b1, b2). Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî à1 < b1. Óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé ÀÐ, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êó À ïîä óãëîì 60° ê ÀÀ1, ðàâåí tg150° = −1 3 , à
óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé ÐÂ, ïðîõîäÿùåé ïîä óãëîì 60° ê

ÂÂ1, ðàâåí tg30° = −1 3  (ñì. ðèñ. 5). Êîîðäèíàòû òî÷êè Ð(õ,ó)
îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé:
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−=−

−−=−

).bx(by

)ax(ay

12

12

3

1
3

1

                              (5)

Ðåøèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (5). Ñëîæèâ óðàâíå-
íèÿ, íàéäåì çíà÷åíèå ó, âû÷èòàÿ èç âòîðîãî ïåðâîå, íàéäåì
çíà÷åíèå õ.

А°
°В

В1
P

A1L

Ðèñ. 5à.

Ïðîàíàëèçèðóåì ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (5). Çäåñü âîç-
ìîæíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè. Åñëè ó < 0, òî òî÷êà Ð ðàñïîëîæåíà
íèæå ëèíèè L (ñì. ðèñ. 5à). Â ýòîé òî÷êå ÿâíî íåò ñìûñëà ñòðîèòü
ïåðåêðåñòîê. ×òî äåëàòü? Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåêðåñòîê íå íóæåí.
Òî÷êà P ñîâïàäàåò ñ S. Îïòèìàëüíîå ðàñïîëîæåíèå ñòàíöèè S
íóæíî èñêàòü, êàê â ìîäåëè 2.

L    А1    S           В1

°B
А°

P

Ðèñ. 5b.

Åñëè ó > 0 è ïðè ýòîì à1 < õ < b1, òî òî÷êà Ð (õ,ó) ðàñïîëî-
æåíà íàä ëèíèåé L è íàõîäèòñÿ ìåæäó îòðåçêàìè ÀÀ1 è ÂÂ1. Â
òî÷êå Ð ñòðîèì ïåðåêðåñòîê, à ñòàíöèþ ðàñïîëàãàåì â òî÷êå S(õ,0)
(ñì. ðèñ. 5b). Äîðîãà ïðîêëàäûâàåòñÿ îò ëèíèè æåëåçíîé äîðîãè
âäîëü îòðåçêà SP îò ñòàíöèè S ê ïåðåêðåñòêó Ð, à çàòåì âäîëü
îòðåçêà ÐÀ ê ãîðîäó À è âäîëü îòðåçêà ÐÂ ê ãîðîäó Â.
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L    А1                       В1

А°

°B

Ðèñ. 5ñ.

Íàêîíåö, ïðè ó > 0 âîçìîæåí ñëó÷àé, ÷òî õ < à1, ëèáî õ >b1

(ñì. ðèñ. 5ñ). Â ýòîì ñëó÷àå ñîåäèíÿåì äîðîãîé ãîðîäà À è Â, à
ñòàíöèþ S ðàñïîëàãàåì íà ëèíèè æåëåçíîé äîðîãè íà áëèæàé-
øåì ðàññòîÿíèè îò îäíîãî èç ãîðîäîâ. Íà ðèñ. 5d ýòî òî÷êà À1.
Òî÷êà Ð ñîâïàëà ñ òî÷êîé À.

А°

°B

L    А1

Ðèñ. 5d.

Ïðèìåð. Ãîðîäà çàäàíû íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè òî÷êàìè
À è Â. À(1; 4), Â(5; 3). Êàê îïðåäåëèòü íàèáîëåå âûãîäíîå ðàñïîëî-
æåíèå ñòàíöèè S íà æåëåçíîé äîðîãå, åñëè ëèíèÿ æåëåçíîé äî-
ðîãè ñîâïàäàåò ñ îñüþ ÎÕ?

Ìîäåëü 1. Áóäåì èñêàòü òî÷êó ðàñïîëîæåíèÿ ñòàíöèè S òàê,
÷òîáû ÀS = BS (ñì. ðèñ.6).

y

5
4
3
2
1
0

1    2   3   4    5   6   7          х

А(1,4)

В(5,3)С

Ðèñ. 6.
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1 ñïîñîá.
Îïðåäåëèì êîîðäèíàòû òî÷êè Ñ — ñåðåäèíû îòðåçêà ÀÂ è

êîýôôèöèåíò k1. Èñïîëüçóåì ôîðìóëû (1) è (2).
c1 = (1 + 5)/2=3, c2  = (4 + 3)/2 = 3,5, k1 = (5 – 1)/(4 – 3) = 4.

Âûïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé, âñå òî÷êè êîòîðîé ðàâíîóäà-
ëåíû îò òî÷åê À è Â. Ïîäñòàâèì â (3) çíà÷åíèÿ k1, ñ1, ñ2:

ó = 3,5 + 4(õ - 3).
Ïîäñòàâèì ó = 0 è ïîëó÷èì õS. 4õS = 8,5; õS = 2,125. Òàêèì

îáðàçîì, îïðåäåëèëè êîîðäèíàòû òî÷êè S: S(2,125; 0).

2 ñïîñîá.
Ýòî ðåøåíèå îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè âåêòîðíîãî èñ÷èñëå-

íèÿ. Îïðåäåëèì êîîðäèíàòû òî÷êè Ñ — ñåðåäèíû îòðåçêà ÀÂ.
c1 = (1 + 5)/2=3, c2  = (4 + 3)/2 = 3,5.

Âåêòîðà ÀÂ è ÑS ïåðïåíäèêóëÿðíû è âåðøèíà S ëåæèò íà
îñè ÎÕ. S(õS; 0).

ÀÂ = (5 – 1; 3 – 4) = (4, -1),
ÑS = (õS – 3; 0 – 3,5) = (õS – 3; -3,5).

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ. Ðàñ-
ñìîòðèì óðàâíåíèå

(ÀÂ, ÑS) = 0.

4(õS – 3) – 1(-3,5) = 0.
Îòêóäà 4õS = 8,5, õS = 2,125.
Ïîëó÷èëè òàêîå æå ðåøåíèå: S(2,125; 0).

3 ñïîñîá.
Íàéäåì õ èç óðàâíåíèÿ ÀS = BS.

22 041 )()x(AS −+−= , 
22 35 +−= )x(BS

2222 35041 +−=−+− )x()()x( .
Âîçâåäåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò, ïðèâåäåì ïîäîá-

íûå è îïðåäåëèì çíà÷åíèå õ.
õ = 2,125.

Ïðîâåðèì, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ÀS è BS îäèíàêîâû.

1642656170412521 22 ,,)(),(AS ==−+−= .

164265617312525 22 ,,),(BS ==+−= .
Ñóììàðíûé ïóòü ÀS + BS = 8,32.
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Ìîäåëü 2. Èùåì òàêîå ðàñïîëîæåíèå ñòàíöèè S, ÷òîáû ìèíèìè-
çèðîâàòü îáùóþ äëèíó ïóòè ÀS + BS (ñì. ðèñ. 7).

у

5
4

3
2
1 S

0  1   2   3   4   5   6   7      x

A’

-1
-2
-3
-4

A(1;4)

В(5;3)

Ðèñ. 7.

Ïî ôîðìóëå (4) ñðàçó íàéäåì ðàñïîëîæåíèå ñòàíöèè.

7
2323/7)4+(35)4+31( ==⋅⋅=Sx .

Çäåñü òàêæå ìîæíî ðàññìîòðåòü äðóãîå ðåøåíèå. Îïðåäå-
ëèì êîîðäèíàòû òî÷êè À′. À′ (1; -4). Âåêòîð À′Â êîëëèíåàðåí
âåêòîðó À′S.

À′Â = (5 — 1; 3 — (-4)) = (4; 7).

À′S = (õS — 1; 0 — (- 4)) = (õS — 1; 4).
Èç óñëîâèÿ êîëëèíåàðíîñòè èìååì:

744( =1)-Sx .  237 =Sx . 3=Sx  .

Ïîëó÷èëè S(3 2
7 ; 0).

Âû÷èñëèì ÀS + BS.

ÀS + BS = À´S + BS = À´Â = ( ) (( ) )1 5 4 32 2− + − −  =
= 65  = 8,06.

Ìîäåëü 2 äàëà ëó÷øåå ðåøåíèå, ÷åì ìîäåëü 1: 8,06 < 8,32,
êàê è ïðåäïîëàãàëîñü.

Ìîäåëü 3. Èùåì ðàñïîëîæåíèå ñòàíöèè S è ïåðåêðåñòêà Ð, èñ-
ïîëüçóÿ ôîðìóëû (1)—(5).

Ïðÿìàÿ ÀÐ ðàñïîëîæåíà ïîä óãëîì 150 ° ê îñè ÎÕ. Ñëåäîâà-

òåëüíî, óãëîâîé êîýôôèöèåíò k = tg150 ° = -
1

3
. Ïîäñòàâëÿåì â
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óðàâíåíèå ïðÿìîé )( 11 xxkyy −=−  êîîðäèíàòû òî÷êè À è âûïè-
ñûâàåì óðàâíåíèå ïðÿìîé ÀÂ:

)x(y 1
3

1
4 −−=−

0  1   2   3   4   5    6   7      x

у

5
4

3
2
1

В(5;3)

A(1;4)

S

Р

Óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé ÂÐ: 1k = tg30  = 
1

3
. Ïîä-

ñòàâëÿåì êîîðäèíàòû òî÷êè Â è âûïèñûâàåì óðàâíåíèå ïðÿìîé
ÂÐ:

y x− = −3
1

3
5( ) .

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé 






,-x =-y

-x =--y 

)5
3

13

)1(
3

14

(  íàéäåì òî÷êó

Ð ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ.
Ïðèáàâèì ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ âòîðîå è ïîëó÷èì:

2ó — 7= –
4

3
. ó = 

7

2
  – 

4

2 3
. y = 2,34.

Âû÷èòàÿ îò ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷èì çíà÷åíèå õ:
2

3

6

3

x −  = 1. õ = 
6 3

2

+
 = 3,87.

Ïîëó÷èëè: Ð (3,87; 2,34), S (3,87;0). Òàê êàê òî÷êà Ð ëåæèò
âûøå îñè Õ è â ïîëîñå ìåæäó ãîðîäàìè À è Â, òî ñòðîèì çäåñü
ïåðåêðåñòîê.

Âû÷èñëèì ñóììàðíóþ äëèíó äîðîã ÀÐ + ÂÐ + ÐS.
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АР =  ( , ) ( , )1 3 87 4 2 342 2− + − = 3,32.

ВР = (5 , ) ( , )− + −3 87 3 2 342 2
= 1,31.

РS =2,34.

АР + ВР + РS =3,32 +1,31 +2,34 = 6,97.
Ìîäåëü 3 äàëà íàèìåíüøåå ñóììàðíîå ðàññòîÿíèå:

6,97 <8,06 < 8,32.
Ðàññìîòðèì åùå ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè 3. Ïóñòü ãîðîäà

çàäàíû íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè òî÷êàìè À (1; 9), Â (5; 3).
Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû íà îñü Õ èç òî÷åê À è Â. Îáîçíà÷èì èõ
ÀÀ1 è ÂÂ1. Ðàññìîòðèì óãîë À1ÀÂ. Åãî òàíãåíñ ðàâåí 4/6. Ýòî
ìåíüøå, ÷åì òàíãåíñ 60 ãðàäóñîâ. Ïîýòîìó ëó÷, ïðîâåäåííûé èç
À ïîä óãëîì â 60 °, ïðîéäåò âûøå òî÷êè Â. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà Ð
ñîâïàäàåò ñ Â. Íàäî ñîåäèíèòü À ñ Â è Â ñ Â1.

Âûâîäû. ×àñòî â îäíîé è òîé æå ñèòóàöèè ìû ìîæåì ïîñò-
ðîèòü ðàçíûå ìîäåëè. Ìîäåëü 1 ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïëîõî ïðîäó-
ìàííîé ìîäåëè. Åå èñïîëüçîâàíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê ÿâíî íåëå-
ïûì ðåçóëüòàòàì. Ìîäåëè 2 è 3 íàïðàâëåíû íà ýêîíîìèþ ñðåäñòâ.
Ìîäåëü 3 äàåò íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò, îí ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ðå-
çóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè 2.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíû êîîðäèíàòû äâóõ ãîðîäîâ íà ïëîñêîñòè. Ëèíèÿ æå-
ëåçíîé äîðîãè ñîâïàäàåò ñ îñüþ ÎÕ. Äëÿ êàæäîé èç òðåõ ìîäåëåé
íàéòè îïòèìàëüíîå ðàñïîëîæåíèå æåëåçíîäîðîæíîé ñòàíöèè è
ñóììàðíóþ äëèíó äîðîã, ñâÿçûâàþùèõ ñòàíöèþ ñ ãîðîäàìè.

1. A (1, 4), B (6, 6). 2. A (4, 3), B (5, 5). 3. A (1, 5), B (6, 6 ).

4. A (2, 5), B (5, 7). 5. A (4, 8), B (6, 7). 6. A (4, 8), B (7, 4).

Îòâåòû

1. l1= 12,04; l2= 11,18; l3= 9,33. 2. l1= 18,03; l2= 8,06; l3= 5,24.
3. l1= 12,32; l2= 12,08; l3= 9,83. 4. l1= 14,87; l2= 12,37; l3= 8,61.
5. l1= 16,92; l2= 15,13; l3= 9,23. 6. l1= 20,62; l2= 12,37; l3 = 9.
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§2. ÑÅÒÅÂÛÅ ÃÐÀÔÈÊÈ

Çàäà÷à î ñåòåâîì ãðàôèêå âîçíèêàåò ïðè ïëàíèðîâàíèè ñðî-
êîâ âûïîëíåíèÿ êîìïëåêñà ðàáîò. Ïðè âûïîëíåíèè ñëîæíîãî
ïðîåêòà — ñòðîèòåëüñòâå çàâîäà, çàïóñêå êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ
è ò. ä. — íåîáõîäèìî çà íàèìåíüøåå âðåìÿ âûïîëíèòü ìíîãî ðàç-
íûõ ðàáîò. Ïðè ïëàíèðîâàíèè ñðîêîâ âûïîëíåíèÿ êîìïëåêñà ðà-
áîò áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûì, êàêèå ðàáîòû íàäî âûïîëíèòü, è
âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîé ðàáîòû.

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü íàäî âûïîëíèòü äâå
ðàáîòû. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü îäíîé ðàâíà 10, à äðóãîé 7 äíåé. Çà
ñêîëüêî äíåé ìîæíî âûïîëíèòü îáå ðàáîòû?

Åñëè ðàáîòû äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, òî âðå-
ìÿ âûïîëíåíèÿ âñåãî êîìïëåêñà ðàáîò ðàâíî ñóììàðíîìó âðåìå-
íè âûïîëíåíèÿ âñåõ ðàáîò, òî åñòü 10 + 7 = 17.

Åñëè ðàáîòû ìîæíî ïîðó÷èòü ðàçíûì èñïîëíèòåëÿì è âû-
ïîëíÿòü îäíîâðåìåííî, òî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êîìïëåêñà ðàâíî
âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ñàìîé äëèòåëüíîé ðàáîòû êîìïëåêñà, òî
åñòü max (10, 7) = 10.

Â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ íà ïîðÿäîê âû-
ïîëíåíèÿ ðàáîò — êàêèå-òî ðàáîòû ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðå-
ìåííî, à êàêèå-òî ìîæíî íà÷èíàòü òîëüêî ïî çàâåðøåíèþ äðó-
ãèõ. Íàïðèìåð, ìîæíî âåñòè îòäåëî÷íûå ðàáîòû íà ïåðâîì ýòàæå
ñòðîÿùåãîñÿ äîìà è îäíîâðåìåííî ñòðîèòü 5-é ýòàæ.

Èíôîðìàöèþ î êîìïëåêñå ðàáîò ìîæíî çàïèñàòü â òàáëè-
öó, ãäå áóäåò óêàçàíî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîé ðàáîòû è íîìå-
ðà ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò (òî åñòü òàêèõ, êîòîðûå íåîáõîäèìî
çàâåðøèòü äî íà÷àëà äàííîé).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð 1. Ïóñòü ìû ñîáèðàåì óñòðîéñòâî, ñîñòî-
ÿùåå èç äâóõ óçëîâ. Âûäåëèì 4 ðàáîòû. Íåîáõîäèìî çàêóïèòü
ìàòåðèàëû, èçãîòîâèòü îáà óçëà è ñîáðàòü óñòðîéñòâî. Ïðè ýòîì
èçãîòîâëÿòü óçëû ìîæíî íåçàâèñèìî îäèí îò äðóãîãî, íî ïîñëå
çàêóïêè ìàòåðèàëà, à ñîáèðàòü óñòðîéñòâî ìîæíî ïîñëå èçãîòîâ-
ëåíèÿ îáîèõ óçëîâ. Èñõîäíûå äàííûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
òàáëèöû.
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Òàáëèöà

№ 
п/п 

Содержание работ Продолжитель-
ность работы 

№ предшест-
вующей работы 

1. Закупка материалов 3 дн<  
2. Изготовление узла 1 8 дней 1 
3. Изготовление узла 2 4 дн< 1 
4. Сборка 2 дн< 2,3 

Èçâåñòåí ïåðå÷åíü ðàáîò, âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ âûïîë-
íåíèÿ êàæäîé ðàáîòû, à òàêæå îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìåæäó
ðàáîòàìè.

Èíôîðìàöèþ î êîìïëåêñå ðàáîò ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü
â âèäå ãðàôà. Ïðèìåíÿþòñÿ äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ è èíòåðïðå-
òàöèè ãðàôà ïðè ïëàíèðîâàíèè êîìïëåêñà ðàáîò.

Ìîäåëü 1. Âåðøèíû ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò ðàáîòàì, êîòîðûå íå-
îáõîäèìî âûïîëíèòü. Äóãè (îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà) ñîäåðæàò èí-
ôîðìàöèþ î ïîðÿäêå âûïîëíåíèÿ ðàáîò. Åñëè ðàáîòó Â íåëüçÿ
íà÷èíàòü ðàíüøå, ÷åì çàêîí÷èòñÿ ðàáîòà À, òî â ãðàôå åñòü äóãà
èç âåðøèíû À â âåðøèíó Â.

Ïîñòðîèì ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåðó 1 è ìîäåëè 1.
Âåðøèíû ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò ðàáîòàì. Òàê êàê â ïðèìåðå 4 ðà-
áîòû, òî â ãðàôå áóäóò 4 âåðøèíû.

                 !
"                               #
               $

Ðåáðà ãðàôà óêàçûâàþò, ÷òî ðàáîòû 2 è 3 íåëüçÿ íà÷èíàòü
äî îêîí÷àíèÿ ðàáîòû 1, à ðàáîòó 4 íåëüçÿ íà÷èíàòü äî îêîí÷àíèÿ
ðàáîò 2 è 3.

Ìîäåëü 2. Âåðøèíû ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåííûì ìîìåí-
òàì âðåìåíè (ñðîêàì íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ îòäåëüíûõ ðàáîò). Äóãè
ñîîòâåòñòâóþò ðàáîòàì. Ðàáîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äóãå, âûõî-
äÿùåé èç âåðøèíû i, ìîæåò íà÷èíàòüñÿ òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê
áóäóò âûïîëíåíû âñå ðàáîòû, çàêàí÷èâàþùèåñÿ â âåðøèíå i.

Ïîñòðîèì ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåðó 1 è ìîäåëè 2.
Âåðøèíû ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòàì âðåìåíè íà÷àëà è îêîí-
÷àíèÿ îòäåëüíûõ ðàáîò. Ðàáîòàì ñîîòâåòñòâóþò äóãè. Ðàáîòà 1 íà÷-
íåòñÿ â âåðøèíå 1 è çàêîí÷èòñÿ â âåðøèíå 2. Ðàáîòû 2 è 3
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íà÷íóòñÿ â âåðøèíå 2 è çàêîí÷àòñÿ â âåðøèíå 3. Ðàáîòà 4 íà÷íåò-
ñÿ â âåðøèíå 3 è çàêîí÷èòñÿ â âåðøèíå 4. Çäåñü âåðøèíà 1 ñîîò-
âåòñòâóåò íà÷àëó ðàáîò. Âåðøèíà 2 ñîîòâåòñòâóåò îêîí÷àíèþ ïî-
êóïêè ìàòåðèàëîâ è íà÷àëó èçãîòîâëåíèÿ óçëîâ. Âåðøèíà 3 ñîîò-
âåòñòâóåò íà÷àëó ñáîðêè. Âåðøèíà 4 ñîîòâåòñòâóåò îêîí÷àíèþ âñåõ
ðàáîò.

"              !                 $              #
Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ òîëüêî ìîäåëè 1.
Â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå íàéäåì âðåìÿ âûïîëíåíèÿ

êîìïëåêñà ðàáîò è ñîñòàâèì ãðàôèê èõ âûïîëíåíèÿ. Äëÿ êàæäîé
ðàáîòû îïðåäåëèì ñàìûé ðàííèé ñðîê åå âûïîëíåíèÿ. Ðàáîòà 1
íå èìååò ïðåäøåñòâåííèêîâ. Íà÷íåì åå â ìîìåíò 0 è, òàê êàê
âðåìÿ åå âûïîëíåíèÿ 3 äíÿ, çàêîí÷èì â ìîìåíò 3. Ðàáîòà 2 èìååò
ïðåäøåñòâåííèêîì ðàáîòó 1, ïîýòîìó ñàìîå ðàííåå âðåìÿ íà÷àëà
ðàáîòû 2 ðàâíî ñàìîìó ðàííåìó âðåìåíè îêîí÷àíèÿ ðàáîòû 1, òî
åñòü 3. Òàê êàê äëèòåëüíîñòü åå ðàâíà 8, òî ñàìîå ðàííåå âðåìÿ åå
îêîí÷àíèÿ 11(=3 + 8). Ðàáîòó 3 ìîæíî íà÷àòü â ìîìåíò 3 è
çàêîí÷èòü â ìîìåíò 7. Ó ðàáîòû 4 äâà ïðåäøåñòâåííèêà. Ñàìîå
ðàííåå âðåìÿ åå íà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ ðàííèìè ñðîêàìè îêîí÷à-
íèÿ òåõ ðàáîò, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ åå ïðåäøåñòâåííèêàìè. Îíî
ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó èç íèõ. Ïîýòîìó åå ìîæíî íà÷àòü â 11 è
çàêîí÷èòü â 13. Âðåìÿ îêîí÷àíèÿ ýòîé ðàáîòû è áóäåò âðåìåíåì
îêîí÷àíèÿ âñåãî êîìïëåêñà ðàáîò (13 äíåé). Çàïèøåì ðåçóëüòàòû
íàøåãî îáñóæäåíèÿ â òàáëèöó.

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ:
Òi

ðí
 — ñàìûé ðàííèé ñðîê íà÷àëà i-é ðàáîòû;

Ti
ðî — ñàìûé ðàííèé ñðîê îêîí÷àíèÿ i-é ðàáîòû; i = 1, 2, 3, 4.

№ 
п/п 

Содержание работ Продолжи-
тельность 
работы 

№ предше-
ствующей 
работы 

Самый 
ранний 
срок нача-
ла работы 

Самый ран-
ний срок 
окончани< 
работы 

1. Закупка материалов 3 дн<  0 3  
2. Изготовление узла 1 8 дней 1 3  11  
3. Изготовление узла 2 4 дн< 1 3  7  
4. Сборка 2 дн< 2,3 11  13 

Äâà ïîñëåäíèõ ñòîëáöà íàøåé òàáëèöû ìîãóò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê ãðàôèê âûïîëíåíèÿ êîìïëåêñà ðàáîò.
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Ïðèìåð 2. Ïóñòü êîìïëåêñ ðàáîò ïðåäñòàâëåí â âèäå ãðàôà.

Çäåñü ó íàñ 9 ðàáîò è 12 îãðàíè÷åíèé íà ïîðÿäîê âûïîëíå-
íèÿ ðàáîò. Ðàáîòû ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì íàøåãî ãðàôà, à îã-
ðàíè÷åíèÿ åãî äóãàì. Íàïðèìåð, ðàáîòó 5 íåëüçÿ íà÷àòü, ïîêà íå
çàêîí÷àòñÿ ðàáîòû 2 è 4, òàê êàê â âåðøèíó 5 âõîäÿò ðåáðà èç 2-
é è 4-é âåðøèíû. Â ñâîþ î÷åðåäü, äî çàâåðøåíèÿ ðàáîòû 5 íåëüçÿ
íà÷èíàòü ðàáîòû 6 è 8.

Ìû õîòèì ñîñòàâèòü ãðàôèê âûïîëíåíèÿ âñåãî êîìïëåêñà
ðàáîò çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

Íàéäåì ñàìûå ðàííèå ñðîêè íà÷àëà êàæäîé ðàáîòû. Òàê êàê
ðàáîòû çàíóìåðîâàíû òàê, ÷òî íîìåð ïðåäøåñòâåííèêà âñåãäà
ìåíüøå íîìåðà ñàìîé ðàáîòû, òî îïðåäåëÿòü ñàìûå ðàííèå ñðîêè
áóäåì â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ íîìåðîâ ðàáîò.

Ðàáîòó 1 íà÷íåì â ìîìåíò 0 è çàêîí÷èì â ìîìåíò 3. Ðàáîòó
2 ìîæíî íà÷àòü ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû 1. Ïîýòîìó ñàìîå ðàííåå
íà÷àëî ðàáîòû 2 ðàâíî âðåìåíè ñàìîãî ðàííåãî îêîí÷àíèÿ ðàáî-
òû 1, òî åñòü 3. Òàê êàê âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàâíî 2, òî ñàìîå
ðàííåå îêîí÷àíèå ðàáîòû 2 ðàâíî 5. Äëÿ ðàáîòû 3 ñàìûå ðàííèå
ñðîêè âûïîëíåíèÿ 5 — 10. Ðàáîòó 4 ìîæíî íà÷àòü ïîñëå âûïîë-
íåíèÿ ðàáîòû 1. Ïîýòîìó ñàìûå ðàííèå ñðîêè åå âûïîëíåíèÿ 3 —
4. Ó ðàáîòû 5 äâà ïðåäøåñòâåííèêà. Èç ìîìåíòîâ èõ îêîí÷àíèÿ
íàäî âçÿòü ìàêñèìóì. Ñàìûå ðàííèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ 5 — 9. Ó
ðàáîòû 6 ñàìûå ðàííèå ñðîêè 10 — 14. Àíàëîãè÷íî äëÿ ðàáîòû 7:
4 — 6, ðàáîòû 8: 9 — 12, ðàáîòû 9: 14 — 18.

Äëÿ îòûñêàíèÿ ñàìîãî ðàííåãî ñðîêà íà÷àëà íåêîòîðîé ðàáî-
òû íàäî íàéòè âñåõ åå ïðåäøåñòâåííèêîâ è îïðåäåëèòü ìàêñèìóì
èç ñàìûõ ðàííèõ ñðîêîâ îêîí÷àíèÿ ýòèõ ðàáîò. Äëÿ îòûñêàíèÿ
ñàìîãî ðàííåãî ñðîêà îêîí÷àíèÿ ðàáîòû íàäî ê ñðîêó ñàìîãî ðàí-
íåãî åå íà÷àëà ïðèáàâèòü âðåìÿ åå âûïîëíåíèÿ.
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Ìû íàøëè ñàìûå ðàííèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ êàæäîé ðàáîòû
è òåì ñàìûì ìèíèìàëüíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ âñåãî êîìïëåêñà. Â
äàííîì ñëó÷àå êîìïëåêñ èç 9 ðàáîò ìîæíî âûïîëíèòü çà 20
åäèíèö âðåìåíè. Âûïèøåì ãðàôèê âûïîëíåíèÿ â âèäå ñòðîêè:

0—3, 3—5, 5—10, 3—4, 5—9, 10—14, 4—6, 9—12, 14—18.
Çäåñü ïåðâûé èíòåðâàë çàäàåò ñàìûå ðàííèå ñðîêè âûïîë-

íåíèÿ 1-é ðàáîòû, âòîðîé èíòåðâàë — 2-é ðàáîòû è ò. ä.
Ïîäñ÷èòàåì ñàìûå ïîçäíèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ êàæäîé ðà-

áîòû ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû äîëæíû óëîæèòüñÿ â ñàìûé ðàííèé
ñðîê âûïîëíåíèÿ âñåãî êîìïëåêñà ðàáîò.

Ðàáîòó 9 íåîáõîäèìî çàêîí÷èòü ê 18. Ïîýòîìó ñàìûé ïî-
çäíèé ñðîê åå îêîí÷àíèÿ ðàâåí 18. Ñàìûé ïîçäíèé ñðîê íà÷àëà
ðàâåí 18 — 4 = 14.

Ñàìûé ïîçäíèé ñðîê îêîí÷àíèÿ ëþáîé ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ
ñàìûìè ïîçäíèìè ñðîêàìè íà÷àëà îæèäàþùèõ åå ðàáîò è ðàâåí
ìèíèìàëüíîìó èç ýòèõ ñðîêîâ. Ñàìûé ïîçäíèé ñðîê íà÷àëà ðàáîòû
ðàâåí ñàìîìó ïîçäíåìó ñðîêó åå îêîí÷àíèÿ ìèíóñ âðåìÿ åå âûïîë-
íåíèÿ.

Ðàáîòó 8 íåîáõîäèìî çàêîí÷èòü ê 14. Ïîýòîìó ñàìûé ïî-
çäíèé ñðîê åå îêîí÷àíèÿ ðàâåí 14. Ñàìûé ïîçäíèé ñðîê íà÷àëà
ðàâåí 14 — 3 =11.

Ðàáîòó 7 íåîáõîäèìî çàêîí÷èòü ê 11. Ïîýòîìó ñàìûé ïî-
çäíèé ñðîê îêîí÷àíèÿ ðàâåí 11. Ñàìûé ïîçäíèé ñðîê íà÷àëà
ðàâåí 11 — 2 = 9.

Ðàáîòó 6 íåîáõîäèìî çàêîí÷èòü ê 14. Ïîýòîìó ñàìûé ïî-
çäíèé ñðîê åå îêîí÷àíèÿ ðàâåí 14. Ñàìûé ïîçäíèé ñðîê íà÷àëà
ðàâåí 14 — 4 =10.

Ðàáîòó 5 íåîáõîäèìî çàêîí÷èòü ê 10. Ïîýòîìó ñàìûé ïî-
çäíèé ñðîê åå îêîí÷àíèÿ ðàâåí 10. Ñàìûé ïîçäíèé ñðîê íà÷àëà
ðàâåí 10 — 4 = 6.

Ðàáîòó 4 íåîáõîäèìî çàêîí÷èòü ê 6. Ïîýòîìó ñàìûé ïî-
çäíèé ñðîê åå îêîí÷àíèÿ ðàâåí 6. Ñàìûé ïîçäíèé ñðîê íà÷àëà
ðàâåí 6 — 1 = 5.

Ðàáîòó 3 íåîáõîäèìî çàêîí÷èòü ê 10. Ïîýòîìó ñàìûé ïî-
çäíèé ñðîê åå îêîí÷àíèÿ ðàâåí 10. Ñàìûé ïîçäíèé ñðîê íà÷àëà
ðàâåí 10 — 5 = 5.

Ðàáîòó 2 íåîáõîäèìî çàêîí÷èòü ê 5. Ïîýòîìó ñàìûé ïî-
çäíèé ñðîê åå îêîí÷àíèÿ ðàâåí 5. Ñàìûé ïîçäíèé ñðîê íà÷àëà
ðàâåí 5 — 2 = 3.
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Ðàáîòó 1 íåîáõîäèìî çàêîí÷èòü ê 3. Ïîýòîìó ñàìûé ïî-
çäíèé ñðîê åå îêîí÷àíèÿ ðàâåí 3. Ñàìûé ïîçäíèé ñðîê íà÷àëà
ðàâåí 3 — 3 = 0.

Âûïèøåì ðåçóëüòàòû â âèäå ñòðîêè:
0 — 3, 3 — 5, 5 — 10, 5 — 6, 6 — 10, 10 — 14, 9 — 11, 11 — 14,

14 — 18.
Àíàëîãè÷íî ñ ïðåäûäóùèì, çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíî óêàçàíû

ñðîêè ñàìîãî ïîçäíåãî íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ êàæäîé ðàáîòû.
Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé êîìïëåêñà ðàáîò ÿâëÿþòñÿ ðåçåð-

âû, òî åñòü âðåìÿ, íà êîòîðîå áåç áîëüøèõ íåïðèÿòíûõ ïîñëåä-
ñòâèé ìîæíî çàäåðæàòü òó èëè èíóþ ðàáîòó.

Îïðåäåëèì äâà âèäà ðåçåðâîâ1 .
Ïîëíûé ðåçåðâ Ri

ïîë — âðåìÿ, íà êîòîðîå ìîæíî çàäåðæàòü
âûïîëíåíèå ðàáîòû i áåç èçìåíåíèÿ âðåìåíè îêîí÷àíèÿ âñåãî
êîìïëåêñà ðàáîò:

Ri
ïîë = Òi

ïí — Òi
ðí

.

Ñâîáîäíûé ðåçåðâ Ri
ñâ — âðåìÿ, íà êîòîðîå ìîæíî çàäåðæàòü

âûïîëíåíèå i-é ðàáîòû áåç èçìåíåíèÿ ñàìûõ ðàííèõ ñðîêîâ íà-
÷àëà ïîñëåäóþùèõ ðàáîò:

Ri
ñâ = min{Òk

ðí } — Òi
ðî

.

Çäåñü ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì òåì ðàáîòàì k, äëÿ êîòîðûõ
ðàáîòà i ÿâëÿåòñÿ ïðåäøåñòâåííèêîì.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî Ri
ïîë ≥ Ri

ñâ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè
ïîëíûé ðåçåðâ ðàâåí íóëþ, òî è ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàâåí íóëþ.
Îáðàòíîå ìîæåò áûòü íåâåðíûì.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëíîãî ðåçåðâà íóæíî îò ñàìûõ ïîçäíèõ
ñðîêîâ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû îòíÿòü ñàìûå ðàííèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
ñâîáîäíîãî ðåçåðâà íàäî íàéòè ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, êîãäà ýòà ðà-
áîòà êîìó-ëèáî ïîíàäîáèòñÿ, è îòíÿòü ñàìîå ðàííåå âðåìÿ îêîí-
÷àíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Íàéäåì ïîëíûå è ñâîáîäíûå ðåçåðâû äëÿ âñåõ ðàáîò â íà-
øåì ïðèìåðå:

Ó ðàáîòû 1 ñàìûå ðàííèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ
ñàìûìè ïîçäíèìè. Ïîëíûé ðåçåðâ ýòîé ðàáîòû ðàâåí 0. Ó ðàáîòû
2 ñàìûå ðàííèå ñðîêè ñîâïàäàþò ñ ñàìûìè ïîçäíèìè. Ïîëíûé

__________________

1 Èíîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ è äðóãèå âèäû ðåçåðâîâ.
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ðåçåðâ ýòîé ðàáîòû ðàâåí 0. Ó ðàáîòû 3 ñàìûå ðàííèå ñðîêè
ñîâïàäàþò ñ ñàìûìè ïîçäíèìè. Ïîëíûé ðåçåðâ ýòîé ðàáîòû ðà-
âåí 0. Ó ðàáîòû 4 ñàìûå ðàííèå ñðîêè 3 — 4, à ñàìûå ïîçäíèå 5 —
6. Ïîýòîìó ïîëíûé ðåçåðâ ýòîé ðàáîòû ðàâåí 2. Ó ðàáîòû 5 ñàìûå
ðàííèå ñðîêè 5 — 9, à ñàìûå ïîçäíèå 6 — 10. Ïîýòîìó ïîëíûé
ðåçåðâ ýòîé ðàáîòû ðàâåí 1. Ó ðàáîòû 6 ñàìûå ðàííèå ñðîêè ñî-
âïàäàþò ñ ñàìûìè ïîçäíèìè. Ïîëíûé ðåçåðâ ýòîé ðàáîòû ðàâåí 0.
Ó ðàáîòû 7 ñàìûå ðàííèå ñðîêè 4 — 6, à ñàìûå ïîçäíèå 9 — 11.
Ïîýòîìó ïîëíûé ðåçåðâ ýòîé ðàáîòû ðàâåí 5. Ó ðàáîòû 8 ñàìûå
ðàííèå ñðîêè 9 — 12, à ñàìûå ïîçäíèå 11 — 14. Ïîýòîìó ïîëíûé
ðåçåðâ ýòîé ðàáîòû ðàâåí 3. Ó ðàáîòû 9 ñàìûå ðàííèå ñðîêè ñî-
âïàäàþò ñ ñàìûìè ïîçäíèìè. Ïîëíûé ðåçåðâ ýòîé ðàáîòû ðàâåí 0.
Çàïèøåì ïîëíûå ðåçåðâû âåðøèí: 0, 0, 0, 2, 1, 0, 5, 3, 0.

Ñâîáîäíûé ðåçåðâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå ïîëíîãî. Ïîýòîìó ó
òåõ ðàáîò, ó êîòîðûõ ïîëíûé ðåçåðâ ðàâåí 0, ñâîáîäíûé ðåçåðâ
òîæå ðàâåí 0. Ïîäñ÷èòàåì ñâîáîäíûé ðåçåðâ ó òåõ ðàáîò, ó êîòîðûõ
ïîëíûé ðåçåðâ áîëüøå 0. Ðàáîòó 4 ìîæíî çàêîí÷èòü â 4. Â ýòîò
ìîìåíò åå æäåò ðàáîòà 7. Ïîýòîìó ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàáîòû 4
ðàâåí 0. Ðàáîòó 5 ìîæíî çàêîí÷èòü â 9. Â ýòîò ìîìåíò åå æäåò
ðàáîòà 8. Ïîýòîìó ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàáîòû 5 ðàâåí 0. Ðàáîòó 7
ìîæíî çàêîí÷èòü â 6. Åå æäåò òîëüêî ðàáîòà 8. Íî îíà íå ìîæåò
íà÷àòüñÿ ðàíåå 9. Ïîýòîìó ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàáîòû 7 ðàâåí 3
(ðàçíîñòü ìåæäó 9, âðåìåíåì, êîãäà îíà ïîíàäîáèòñÿ, è 6, âðåìå-
íåì ñàìîãî ðàííåãî îêîí÷àíèÿ). Ðàáîòó 8 ìîæíî çàêîí÷èòü â 12. Åå
æäåò òîëüêî ðàáîòà 9. Ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàáîòû 8 ðàâåí 2. (ðàç-
íîñòü ìåæäó 16, âðåìåíåì, êîãäà îíà ïîíàäîáèòñÿ, è 12, âðåìå-
íåì ñàìîãî ðàííåãî îêîí÷àíèÿ). Ïîëó÷èëè: 0, 0, 0, 0, 0, 0,3, 2, 0.

Ðàáîòû, ïîëíûé ðåçåðâ êîòîðûõ ðàâåí íóëþ, íàçûâàþòñÿ
êðèòè÷åñêèìè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòèõ ðàáîò îáðàçóåò îäèí èëè
íåñêîëüêî êðèòè÷åñêèõ ïóòåé 2 , òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåð-
øèí, ñîåäèíÿþùèõ íà÷àëî êîìïëåêñà ñ åãî îêîí÷àíèåì. Â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ïðèìåðå êðèòè÷åñêèé ïóòü òàêîé: 1-2-3-6-9. Èíîãäà
â ãðàôå ìîæåò áûòü íåñêîëüêî êðèòè÷åñêèõ ïóòåé, íî êàæäàÿ
ðàáîòà, ó êîòîðîé ïîëíûé ðåçåðâ ðàâåí íóëþ, îáÿçàòåëüíî âõî-
äèò õîòÿ áû â îäèí èç êðèòè÷åñêèõ ïóòåé.

__________________

2 Êðèòè÷åñêèé ïóòü ÿâëÿåòñÿ ïóòåì ìàêñèìàëüíîé äëèíû â ãðàôå.
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Óñëîâèå íàëè÷èÿ ðåøåíèÿ

Ìîæíî ëè âûïîëíèòü êîìïëåêñ ðàáîò, çàäàííûé ïðîèçâîëü-
íîé òàáëèöåé èëè ãðàôîì? Åñëè, íàïðèìåð, ó êàæäîé ðàáîòû
åñòü õîòÿ áû îäèí ïðåäøåñòâåííèê, òî âåñü êîìïëåêñ íåâûïîë-
íèì. Ìû íå ìîæåì íà÷àòü íè îäíîé ðàáîòû. Åñëè, íàïðèìåð, ó
ðàáîòû 5 ïðåäøåñòâåííèê ðàáîòà 3, à ó ðàáîòû 3 ïðåäøåñòâåííèê
ðàáîòà 5, òî âåñü êîìïëåêñ íåâûïîëíèì. Ìû íå ìîæåì íà÷àòü
ðàáîòó 3, ïîêà íå çàêîí÷èì ðàáîòó 5, è íå ìîæåì íà÷àòü ðàáîòó
5, ïîêà íå çàêîí÷èì ðàáîòó 3. Îáû÷íî òàêèå ñèòóàöèè âîçíèêàþò
èç-çà îøèáîê â íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ñåòåâîé ãðàôèê íå äîëæåí
ñîäåðæàòü îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ, òî åñòü â íåì íå äîëæíî
áûòü òàêîãî ìíîæåñòâà âåðøèí, â êîòîðîì â êàæäóþ ïîñëåäóþ-
ùóþ âåðøèíó èäåò îðèåíòèðîâàííàÿ äóãà èç ïðåäûäóùåé.

Òàêîãî ôðàãìåíòà íå äîëæíî áûòü â ñåòåâîì ãðàôèêå:

Åñëè â ãðàôå èìååòñÿ òàêîé öèêë, òî íè îäíó èç ðàáîò,
ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì öèêëà, âûïîëíèòü íåâîçìîæíî, òàê
êàê äëÿ ýòîãî íóæíî âûïîëíèòü åå ïðåäøåñòâåííèêà.

Êàê ïðîâåðèòü, åñòü ëè â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå öèêëû?

Òåîðåìà. Â ãðàôå íàâåðíÿêà íåò îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ, åñëè
âåðøèíû çàíóìåðîâàíû òàê, ÷òî êàæäîå ðåáðî èäåò èç âåðøèíû ñ
ìåíüøèì íîìåðîì â âåðøèíó ñ áîëüøèì íîìåðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
Äëÿ ïðîâåðêè îòñóòñòâèÿ öèêëîâ è íàõîæäåíèÿ òàêîé

íóìåðàöèè âåðøèí ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì àëãî-
ðèòìîì:

1) Íàéòè â ãðàôå âåðøèíó, â êîòîðóþ íå âõîäèò íè îäíà äóãà.
Ïðèñâîèòü åé íîìåð 1.

2) Ñðåäè âåðøèí, íå èìåþùèõ íîìåðà, íàéòè òàêóþ, â êîòî-
ðóþ ëèáî íå âõîäèò íè îäíà äóãà, ëèáî âõîäÿò äóãè òîëüêî èç óæå
ïðîíóìåðîâàííûõ âåðøèí. Íàéäåííàÿ âåðøèíà ïîëó÷àåò ñëåäóþùèé
ñâîáîäíûé íîìåð.
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Ýòîò øàã ïîâòîðÿåòñÿ ïîêà ýòî âîçìîæíî.
Åñëè â ðåçóëüòàòå âñå âåðøèíû ïîëó÷àò íîìåðà, òî â ãðàôå

íåò îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ. Åñëè æå íå âñå âåðøèíû ïîëó÷èëè
íîìåðà, òî ñðåäè îñòàâøèõñÿ âåðøèí åñòü öèêë. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî òðåáîâàíèÿ ïðîòèâîðå÷èâû. Íàø êîìïëåêñ ðàáîò âûïîëíèòü
íåâîçìîæíî.

Ïîäâåäåì èòîãè. Â ýòîì ïàðàãðàôå áûëà ðàññìîòðåíà ñëåäó-
þùàÿ çàäà÷à.

Èçâåñòåí ïåðå÷åíü ðàáîò, âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ âûïîëíåíèÿ
êàæäîé ðàáîòû, à òàêæå îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìåæäó ðà-
áîòàìè.

Íàñ èíòåðåñóþò îòâåòû íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:
Ìîæíî ëè âûïîëíèòü äàííûé êîìïëåêñ ðàáîò?
Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ìîæíî âûïîëíèòü âñå ðàáîòû?
Åñòü ëè ðåçåðâû ñðîêîâ âûïîëíåíèÿ îòäåëüíûõ ðàáîò?
Êàêèå ðàáîòû ñàìûå âàæíûå? ( Ñðûâ ñðîêîâ âûïîëíåíèÿ êà-

êèõ ðàáîò ïðèâåäåò ê ñðûâó ñðîêîâ ñäà÷è âñåãî êîìïëåêñà?).
Äëÿ îòâåòîâ íà ýòè âîïðîñû áûëè ðàññìîòðåíû áûñòðûå

(ïîëèíîìèíàëüíûå) àëãîðèòìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðàêòè÷åñ-
êîé ñèòóàöèè ñ ïðèìåíåíèåì ÝÂÌ ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó ïðàê-
òè÷åñêè ëþáîé ðàçìåðíîñòè.

Îòìåòèì äâà ìîìåíòà, êîòîðûå ìîãóò ïðèâåñòè ê áîëåå ñëîæ-
íûì çàäà÷àì è ñóùåñòâåííî çàòðóäíèòü ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðå-
øåíèÿ:

1. Â ðÿäå çàäà÷ ìîãóò âîçíèêíóòü äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïî-
ðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîò. Íàïðèìåð, «ðàáîòû À è Â ìîãóò âûïîë-
íÿòüñÿ â ëþáîì ïîðÿäêå, íî íå îäíîâðåìåííî».

2. Ìû ñ÷èòàëè, ÷òî ñðîêè âûïîëíåíèÿ êàæäîé ðàáîòû ôèê-
ñèðîâàíû. Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ îíè ìîãóò áûòü ñëó÷àéíûìè âåëè-
÷èíàìè, à òàêæå çàâèñåòü îò ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîãî ðåñóðñà
(íàïðèìåð, äåíåã èëè êîëè÷åñòâà ðàáîòíèêîâ).

Ïðè ó÷åòå ýòèõ ôàêòîðîâ ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ çàäà÷è, äëÿ êî-
òîðûõ íå èçâåñòíû áûñòðûå è òî÷íûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàí êîìïëåêñ èç 20 ðàáîò, ðàñïîëîæåííûõ â âèäå ïðÿìî-
óãîëüíèêà 4×5. Êàæäóþ ðàáîòó ìîæíî íà÷èíàòü âûïîëíÿòü ïîñëå
îêîí÷àíèÿ åå ñîñåäà ñëåâà è ñîñåäà ñâåðõó. Íàéòè: 1) ìèíèìàëü-
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íîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êîìïëåêñà ðàáîò; 2) ñàìûå ðàííèå è ñà-
ìûå ïîçäíèå âîçìîæíûå ñðîêè âûïîëíåíèÿ êàæäîé ðàáîòû; 3)
ïîëíûé è ñâîáîäíûé ðåçåðâû êàæäîé ðàáîòû; 4) êðèòè÷åñêèé
ïóòü; 5) ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ ðàáîò; 6) ÷èñëî ðàáîò, ó êîòîðûõ
ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàâåí 0; 7) ÷èñëî ðàáîò, ó êîòîðûõ ñâîáîäíûé
ðåçåðâ ðàâåí ïîëíîìó ðåçåðâó.

1. 6 5 5 3 3
6 2 6 6 6
2 4 7 6 4
7 7 2 7 4

2. 5 6 2 5 4
3 5 5 3 3
6 6 5 7 7
3 6 7 3 5

3. 2 7 6 2 5
2 2 6 3 2
3 4 3 7 7
4 3 2 2 5

4. 4 4 6 3 5
3 3 5 2 4
7 3 6 4 3
7 5 5 4 2

5. 5 6 7 7 2
5 7 4 6 5
5 4 4 4 3
2 3 7 2 4

6. 4 4 2 4 3
5 5 2 7 5
5 4 2 6 4
6 5 6 2 3

Îòâåòû

1. Ðàííèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ ðàáîò:
 0—6  6—11 11—16 16—19 19—22
6—12 12—14 16—22 22—28 28—34

12—14 14—18 22—29 29—35 35—39
14—21 21—28 29—31 35—42 42—46.

Êðèòè÷åñêèé ïóòü: (1, 1) (1, 2) (1, 3) (2, 3) (3, 3) (3, 4)
(4, 4) (4, 5). Óêàçàíû íîìåðà ñòðîê è ñòîëáöîâ ðàáîò îäíîãî
êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

Ïîçäíèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ ðàáîò:
 0—6   6—11 11—16 20—23 29—32
8—14 14—16 16—22 23—29 32—38

16—18 18—22 22—29 29—35 38—42
19—26 26—33 33—35 35—42 42—46.

Íîìåð ðàáîòû 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20.
Ïîëíûå ðåçåðâû: 0 0 0 4 10 2 2 0 1 4 4 4 0 0 3 5 5 4 0 0.
Ñâîáîäíûå ðåçåðâû: 0 0 0 0 6 0 0 0 0 1 0 3 0 0 3 0 1 4 0 0.

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ: 46.
×èñëî ðàáîò, ó êîòîðûõ ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàâåí 0: 14.
×èñëî êðèòè÷åñêèõ ðàáîò: 8.
×èñëî ðàáîò, ó êîòîðûõ ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàâåí ïîëíîìó: 10.
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2. Ðàííèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ ðàáîò:
 0—5   5—11 11—13 13—18 18—22
 5—8 11—16 16—21 21—24 24—27
8—14 16—22 22—27 27—34 34—41

14—17 22—28 28—35 35—38 41—46.

Êðèòè÷åñêèé ïóòü: (1, 1) (1, 2) (2, 2) (3, 2) (3, 3) (3, 4)
(3, 5) (4, 5). Óêàçàíû íîìåðà ñòðîê è ñòîëáöîâ ðàáîò îäíîãî
êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

Ïîçäíèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ ðàáîò:
 0—5  5—11 15—17 19—24 27—31
7—10 11—16 17—22 24—27 31—34

10—16 16—22 22—27 27—34 34—41
22—25 25—31 31—38 38—41 41—46.

Íîìåð ðàáîòû 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20.
Ïîëíûå ðåçåðâû: 0 0 4 6 9 2 0 1 3 7 2 0 0 0 0 8 3 3 3 0.
Ñâîáîäíûå ðåçåðâû: 0 0 0 0 2 0 0 0 0 7 0 0 0 0 0 5 0 0 3 0.

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ 46.
×èñëî ðàáîò, ó êîòîðûõ ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàâåí 0: 16.
×èñëî êðèòè÷åñêèõ ðàáîò 8.
×èñëî ðàáîò, ó êîòîðûõ ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàâåí ïîëíîìó: 10.

3. Ðàííèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ ðàáîò:
0—2   2—9  9—15 15—17 17—22
2—4  9—11 15—21 21—24 24—26
4—7 11—15 21—24 24—31 31—38

7—11 15—18 24—26 31—33 38—43

Êðèòè÷åñêèé ïóòü: (1, 1) (1, 2) (1, 3) (2, 3) (3, 3) (3, 4)
(3, 5) (4, 5). Óêàçàíû íîìåðà ñòðîê è ñòîëáöîâ ðàáîò îäíîãî
êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

Ïîçäíèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ ðàáîò:
0—2   2—9  9—15 19—21 24—29

11—13 13—15 15—21 21—24 29—31
14—17 17—21 21—24 24—31 31—38
27—31 31—34 34—36 36—38 38—43.

Íîìåð ðàáîòû 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20.
Ïîëíûå ðåçåðâû: 0 0 0 4 7 9 4 0 0 5 10 6 0 0 0 20 16 10 5 0.
Ñâîáîäíûå ðåçåðâû: 0 0 0 0 2 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0 4 6 5 5 0.
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Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ: 43.
×èñëî ðàáîò, ó êîòîðûõ ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàâåí 0: 14.
×èñëî êðèòè÷åñêèõ ðàáîò 9.
×èñëî ðàáîò, ó êîòîðûõ ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàâåí ïîëíîìó: 11.

4. Ðàííèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ ðàáîò:
 0—4   4—8  8—14 14—17 17—22
 4—7  8—11 14—19 19—21 22—26
7—14 14—17 19—25 25—29 29—32

14—21 21—26 26—31 31—35 35—37.

Êðèòè÷åñêèé ïóòü: (1, 1) (2, 1) (3, 1) (4, 1) (4, 2) (4, 3)
(4, 4) (4, 5). Óêàçàíû íîìåðà ñòðîê è ñòîëáöîâ ðàáîò îäíîãî
êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

Ïîçäíèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ ðàáîò:
 0—4   5—9  9—15 20—23 23—28
 4—7 12—15 15—20 25—27 28—32
7—14 17—20 20—26 27—31 32—35

14—21 21—26 26—31 31—35 35—37.

Íîìåð ðàáîòû 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20.
Ïîëíûå ðåçåðâû: 0 1 1 6 6 0 4 1 6 6 0 3 1 2 3 0 0 0 0 0.
Ñâîáîäíûå ðåçåðâû: 0 0 0 0 0 0 3 0 1 3 0 2 0 0 3 0 0 0 0 0.
Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ: 37.
×èñëî ðàáîò, ó êîòîðûõ ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàâåí 0: 15.
×èñëî êðèòè÷åñêèõ ðàáîò 8.
×èñëî ðàáîò, ó êîòîðûõ ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàâåí ïîëíîìó: 9.

5. Ðàííèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ ðàáîò:
 0—5  5—11 11—18 18—25 25—27
5—10 11—18 18—22 25—31 31—36

10—15 18—22 22—26 31—35 36—39
15—17 22—25 26—33 35—37 39—43.

Êðèòè÷åñêèé ïóòü: (1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (2, 4) (2, 5)
(3, 5) (4, 5). Óêàçàíû íîìåðà ñòðîê è ñòîëáöîâ ðàáîò îäíîãî
êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

Ïîçäíèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ ðàáîò:
 0—5  5—11 11—18 18—25 29—31
9—14 14—21 21—25 25—31 31—36

17—22 22—26 26—30 32—36 36—39
25—27 27—30 30—37 37—39 39—43.
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Íîìåð ðàáîòû 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20.
Ïîëíûå ðåçåðâû: 0 0 0 0 4 4 3 3 0 0 7 4 4 1 0 10 5 4 2 0.
Ñâîáîäíûå ðåçåðâû: 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 1 2 2 0.

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ: 43.
×èñëî ðàáîò, ó êîòîðûõ ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàâåí 0: 15.
×èñëî êðèòè÷åñêèõ ðàáîò: 8
×èñëî ðàáîò, ó êîòîðûõ ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàâåí ïîëíîìó: 10.

6. Ðàííèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ ðàáîò:
 0—4   4—8  8—10 10—14 14—17
 4—9  9—14 14—16 16—23 23—28
9—14 14—18 18—20 23—29 29—33

14—20 20—25 25—31 31—33 33—36.

Êðèòè÷åñêèé ïóòü: (1, 1) (2, 1) (3, 1) (4, 1) (4, 2) (4,
3) (4, 4) (4, 5). Óêàçàíû íîìåðà ñòðîê è ñòîëáöîâ ðàáîò îäíîãî
êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

Ïîçäíèå ñðîêè âûïîëíåíèÿ ðàáîò:
 0—4  5—9 10—12 12—16 21—24
 4—9  9—14 14—16 16—23 24—29
9—14 16—20 21—23 23—29 29—33

14—20 20—25 25—31 31—33 33—36.

Íîìåð ðàáîòû 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20.
Ïîëíûå ðåçåðâû: 0 1 2 2 7 0 0 0 0 1 0 2 3 0 0 0 0 0 0 0.
Ñâîáîäíûå ðåçåðâû: 0 0 0 0 6 0 0 0 0 1 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0.

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ: 36.
×èñëî ðàáîò, ó êîòîðûõ ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàâåí 0: 17.
×èñëî êðèòè÷åñêèõ ðàáîò: 13.
×èñëî ðàáîò, ó êîòîðûõ ñâîáîäíûé ðåçåðâ ðàâåí ïîëíîìó: 15.
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§3. ÇÀÄÀ×À Î ÊÐÀÒ×ÀÉØÅÌ ÏÓÒÈ Â ÃÐÀÔÅ

Ïðè ïåðåâîçêå ãðóçà èç ïóíêòà À â ïóíêò Â ìû õîòèì âûá-
ðàòü îïòèìàëüíûé ìàðøðóò. Ýòà çàäà÷à ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê çàäà÷à ïîèñêà ïóòè â ãðàôå. Çäåñü âåðøèíàìè ãðàôà ìîãóò
áûòü ãîðîäà, æåëåçíîäîðîæíûå ñòàíöèè, ïåðåêðåñòêè è ò. ä., à
ðåáðàìè ãðàôà ÿâëÿþòñÿ äîðîãè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Çàäàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, èìåþ-
ùèé 16 âåðøèí.

14 15 16 

9 11 12 

13 

10 

5 6 7 

1 2 3 4 

8 

Êàê ìîæíî ïîïàñòü èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 16? Çäåñü
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïóòåì1→2→3→4→8→12→16, à ìîæíî
1→2→6→10→11→15→16. Åñëè íà êàæäîì øàãå ìû èäåì òîëüêî
ââåðõ èëè âïðàâî, òî âñåãî â ýòîì ïðèìåðå èìåþòñÿ 20 âîçìîæ-
íûõ ïóòåé èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 16. Èíîãäà ìîæåò áûòü âû-
ãîäíî ðàçðåøèòü äâèãàòüñÿ íå òîëüêî ââåðõ èëè âïðàâî. Â ýòîì
ñëó÷àå ÷èñëî ïóòåé óâåëè÷èòñÿ. Òàê, âîçìîæåí âàðèàíò
1→2→6→5→9→10→11→12→16.

Êàê ñðàâíèâàòü âîçìîæíûå âàðèàíòû? Ýòî çàâèñèò îò ïî-
ñòàâëåííîé öåëè. Íàïðèìåð, ïðè âûáîðå ìàðøðóòà ïîåçäêè ñ
ðàáîòû äîìîé ìû ó÷èòûâàåì ìíîãî ôàêòîðîâ: íàëè÷èå ñâîáîä-
íîãî âðåìåíè, äåíåã, ñîñòîÿíèå ïîãîäû, âðåìÿ ñóòîê è ò. ä. Çäåñü
âûáîð ïðîèñõîäèò ïî ìíîãèì êðèòåðèÿì. Â ôîðìàëèçîâàííîé ìî-
äåëè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîìó ðåáðó ãðàôà ïðèïèñàíî îïðåäå-
ëåííîå ÷èñëî. Íàçîâåì ýòî ÷èñëî äëèíîé ðåáðà. Äëèíà ïóòè îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ñóììà äëèí âõîäÿùèõ â íåãî ðåáåð. Íàøåé çàäà÷åé
ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå êðàò÷àéøåãî ïóòè, âåäóùåãî èç îäíîé âåð-
øèíû â äðóãóþ.

Ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó.
Äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, êàæäîìó ðåáðó ïðèïèñàíà íå-

êîòîðàÿ äëèíà. Äëèíà ïóòè èç îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ ðàâíà
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ñóììå äëèí ðåáåð, âõîäÿùèõ â ýòîò ïóòü. Íåîáõîäèìî íàéòè êðàò-
÷àéøèé èç ïóòåé, âåäóùèõ èç âåðøèíû À â âåðøèíó Â.

Òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò âîçíèêíóòü â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ. Íà-
ïðèìåð, åñëè ìû çàõîòèì ïåðåâåçòè ãðóç, òî ðåáðà ãðàôà — ýòî
äîðîãè, à âåðøèíû ãðàôà — ãîðîäà, ñòîÿùèå íà ïåðåêðåñòêàõ
ïóòåé. Äëèíû ðåáåð îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè çàäà÷è. Åñëè ìû
õîòèì íàéòè ñàìûé äåøåâûé ïóòü, òî çà äëèíó ðåáðà íóæíî
âçÿòü ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè ãðóçà ïî ýòîìó ðåáðó. Åñëè ìû õîòèì
íàéòè ñàìûé áûñòðûé ïóòü, òî â êà÷åñòâå äëèíû íàäî âçÿòü
âðåìÿ ïðîåçäà. Åñëè ñàìûé êîðîòêèé — ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîîò-
âåòñòâóþùèìè ãîðîäàìè.

Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè âîçíèêàåò ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè çàäà÷è îá èñïîëüçîâàíèè îáîðóäîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü íàøå ïðîèçâîäñòâî â òå÷åíèå ãîäà
íóæäàåòñÿ â àâòîìîáèëå. Íàì ïðåäñòàâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå âîçìîæ-
íîñòè. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì àðåíäîâàòü àâòîìîáèëü íà îïðåäå-
ëåííûé ñðîê ïî îïðåäåëåííîé ñòîèìîñòè. Ìû ìîæåì êóïèòü àâ-
òîìîáèëü, êàêîå-òî âðåìÿ èì ïîëüçîâàòüñÿ, à çàòåì ïðîäàòü,
è ò. ä. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ðàçðàáîòàòü ñàìûé äåøåâûé ïëàí èñïîëü-
çîâàíèÿ îáîðóäîâàíèÿ íà óêàçàííûé ïåðèîä âðåìåíè. Çäåñü âåð-
øèíàì ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòû âðåìåíè, à êàæäîé èìåþ-
ùåéñÿ âîçìîæíîñòè (â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè) áóäåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü ðåáðî ãðàôà. Ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ðåáåð, ñîåäèíÿþ-
ùèõ îäíó è òó æå ïàðó âåðøèí. Çà äëèíó ðåáðà íóæíî ïðèíÿòü
ñòîèìîñòü âûáðàííîãî âàðèàíòà. Ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñêà-
çàííîå ñëåäóþùèì ðèñóíêîì. Çäåñü òî÷êè íà ïðÿìîé ñîîòâåò-
ñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíûì ìîìåíòàì âðåìåíè, îòðåçêè è äóãè
ñîîòâåòñòâóþò íàëè÷èþ ðåáðà (âàðèàíòà), aij  ñòîèìîñòü ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî âàðèàíòà èñïîëüçîâàíèÿ àâòîìîáèëÿ íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè [i, j].

                                                                                      aij

А                                                   В               i                                  j

Àëãîðèòì ðàññòàíîâêè ìåòîê

Ïðåäëîæåííûé íèæå àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè
ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ñíà÷àëà îïðåäåëÿþòñÿ äëèíû êðàò÷àéøèõ
ïóòåé èç âåðøèíû À âî âñå âåðøèíû ãðàôà, çàòåì, çíàÿ äëèíû,
íàõîäèì êðàò÷àéøèé ïóòü, òî åñòü ñïèñîê âåðøèí, ÷åðåç êîòî-
ðûå îí ïðîõîäèò.
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Íàõîæäåíèå äëèí êðàò÷àéøèõ ïóòåé, âûõîäÿùèõ èç âåðøè-
íû À, áóäåì ïðîèçâîäèòü, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ðàññòàíîâêè ìå-
òîê. Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà êàæäîé âåðøèíå áóäåò ïðèïè-
ñàíî íåêîòîðîå ÷èñëî, â äàëüíåéøåì ýòè ÷èñëà ìû áóäåì íàçû-
âàòü ìåòêàìè. Åñëè êàêîé-òî âåðøèíå ïðèïèñàíà ìåòêà, ðàâíàÿ
d, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïóòü èç âåðøèíû À â ýòó âåð-
øèíó äëèíîé d. Åñëè íàéäåí áîëåå êîðîòêèé ïóòü, òî çíà÷åíèå
ìåòêè çàìåíÿåòñÿ íà ìåíüøåå. Ìåòêè ìîãóò áûòü âðåìåííûìè
èëè ïîñòîÿííûìè. Ïîñòîÿííûå ìåòêè áóäåì îòìå÷àòü çíà÷êîì *,
íå îòìå÷åííûå òàêèì çíà÷êîì — âðåìåííûå. Íàïðèìåð, li — âðå-
ìåííàÿ, à li

* — ïîñòîÿííàÿ. Ìåòêà ñòàíîâèòñÿ ïîñòîÿííîé â òîì
ñëó÷àå, åñëè îíà ñîîòâåòñòâóåò ñàìîìó êîðîòêîìó ïóòè èç âåð-
øèíû À â äàííóþ âåðøèíó. Çàäà÷à ðåøåíà, åñëè âñå ìåòêè ñòàëè
ïîñòîÿííûìè.

Èòàê, âûïèøåì øàãè íàøåãî àëãîðèòìà.
Øàã 1. Êàæäîé âåðøèíå i ïðèïèñûâàåì íåêîòîðîå ÷èñëî li,

ðàâíîå äëèíå ñàìîãî êîðîòêîãî, èçâåñòíîãî íà äàííûé ìîìåíò
ïóòè èç âåðøèíû À â äàííóþ âåðøèíó. Âíà÷àëå ýòî lÀ = 0, à l2 =
l3 =... = lÂ = ∞. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âåðøèíå À ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíà ñ íîìåðîì 1, à âåðøèíå Â —
âåðøèíà ñ ñàìûì áîëüøèì íîìåðîì. Íà äàííîì ýòàïå âñå ìåòêè
âðåìåííûå.

Øàã 2. Ñðåäè âðåìåííûõ ìåòîê èùåì ìèíèìàëüíóþ. Íàïðè-
ìåð, ýòî âåðøèíà i. Ïðîñìàòðèâàåì âñå ðåáðà, âûõîäÿùèå èç
âåðøèíû i, è ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

li + aij < lj .                                  (3.1)
Äëÿ òåõ âåðøèí j, äëÿ êîòîðûõ îíî ñïðàâåäëèâî, çàìåíÿåì

ìåòêó lj íà li + aij, ýòà âåëè÷èíà ñîîòâåòñòâóåò ïóòè èç À â âåðøè-
íó i äëèíîé li, à çàòåì ïî ðåáðó aij â âåðøèíó j. Ìåòêà li ñòàíîâèò-
ñÿ ïîñòîÿííîé.

Çàäà÷à ðåøåíà, åñëè âñå ìåòêè ïîñòîÿííûå. Åñëè æå ñðåäè
ìåòîê åñòü âðåìåííûå, òî ïîâòîðÿåì øàã 2.

Äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç À â Â ðàâíà lÂ
*.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ãðàô, èìåþùèé äåâÿòü âåðøèí è 12
ðåáåð (ñì. ÷åðòåæ). Â íåì âûäåëåíû âåðøèíû À è Â, íåîáõîäèìî
íàéòè êðàò÷àéøèé ïóòü èç À â Â.
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9 
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Âûïîëíÿÿ ïåðâûé øàã, âåðøèíå À ïðèïèøåì ÷èñëî lÀ = 0,
âñåì îñòàëüíûì âåðøèíàì — áåñêîíå÷íîñòü:

lÀ = l1 = 0, l2 = ∞, l3 = ∞, l4 = ∞, l5 = ∞, l6 = ∞, l7 = ∞, l8 = ∞,
lÂ = l9= ∞.

Íà ñëåäóþùåì ýòàïå âûáèðàåì âåðøèíó À, åé ñîîòâåòñòâóåò
ìèíèìàëüíàÿ ìåòêà. Èç âåðøèíû À âûõîäÿò ðåáðà â âåðøèíó 2 è 4.

Î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ êàê äëÿ âåðøèíû 2:
l1 + a12 < l2 ⇒  0 + 4< ∞,

òàê è äëÿ âåðøèíû 4:
l1 + a14 < l4 ⇒  0 + 2 < ∞.

Ïîëîæèì:
l2 = 4, l4 = 2.

Ìåòêà lÀ ñòàíîâèòñÿ ïîñòîÿííîé, lÀ
* = 0. Âûïèøåì íîâûå

çíà÷åíèÿ ìåòîê:
lÀ

* = 0, l2 = 4, l3 = ∞, l4 = 2, l5 = ∞, l6 = ∞, l7 = ∞, l8 = ∞,
lÂ = l9 = ∞.

Ïîâòîðÿåì øàã 2. Ñðåäè âðåìåííûõ ìåòîê âûáèðàåì íàè-
ìåíüøóþ. Ýòî l4. Èç íåå âûõîäÿò ðåáðà â âåðøèíû 5 è 7.

Ïðîâåðÿåì íåðàâåíñòâî (3.1) äëÿ âåðøèí 5 è 7:
l4 + a45 < l5 ⇒  2 + 6 < ∞.

l4 + a47 < l7 ⇒  2 + 7 < ∞.
Çàìåíÿåì l5 è l7. l5 = 8, l7 = 9. Ìåòêà l4 ñòàíîâèòñÿ ïîñòîÿííîé.

l4
* = 2.

Çíà÷åíèÿ ìåòîê: lÀ
* = 0, l2 = 4, l3 = ∞, l4

* = 2, l5 = 8, l6 = ∞,
l7 = 9, l8 = ∞, lÂ = l9 = ∞.

Âíîâü âûïîëíÿåì øàã 2. Çäåñü ïîñòîÿííûå ìåòêè lÀ è l4.
Ñðåäè âðåìåííûõ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå èìååò l2 (l2 = 4, l5= 8,
l7= 9).

Ïðîâåðÿåì âåðøèíû 5 è 3. Èçìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå l3, l3 = 9.
Ïîñòîÿííîé ñòàíîâèòñÿ ìåòêà l2, l2

*= 4.
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lÀ
* = 0, l2

*= 4, l3 = 9, l4
* = 2, l5 = 8, l6 = ∞, l7 = 9, l8 = ∞, lÂ

= l9 = ∞.
Àíàëîãè÷íî, ñðåäè ìåòîê l3, l5, l7 (l3 = 9, l5= 8, l7= 9)

âûáèðàåì l5. Èç 5-é âåðøèíû åñòü ðåáðà â âåðøèíû 6 è 8. Çàìå-
íÿåì l6 = 9, l8 = 11. l5

* = 8.
lÀ

* = 0, l2
*= 4, l3 = 9, l4

* = 2, l5
* = 8, l6 = 9, l7 = 9, l8 = 11,

lÂ = l9 = ∞.
Äàëåå âûáîð ïðîèçâîäèòñÿ èç âåðøèí 3, 6, 7 è 8. Ìîæåò

áûòü âûáðàíà ëþáàÿ èç âåðøèí 3, 6, 7(l3 = 9, l6 = 9, l7 = 9, l8 =
11). Íàïðèìåð, 3-ÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ìåòêè ñîõðàíÿþò ñâîè çíà-
÷åíèÿ. l3

*= 9.
lÀ

* = 0, l2
*= 4, l3

*= 9, l4
* = 2, l5

* = 8, l6 = 9, l7 = 9, l8 = 11,
lÂ = l9 = ∞.

Èç âåðøèí 6, 7 è 8 âûáåðåì âåðøèíó 6. Òîãäà lÂ = 17. l6
*= 9.

lÀ
* = 0, l2

*= 4, l3 = 9, l4
* = 2, l5

* = 8, l6
*= 9, l7 = 9, l8 = 11,

lÂ = l9 = 17.
Íàêîíåö, èç âåðøèí 7, 8 è 9(Â) âûáèðàåì âåðøèíó ñ ìè-

íèìàëüíîé ìåòêîé. Ýòî âåðøèíà 7. Âñå ìåòêè ñîõðàíÿþò ñâîè
çíà÷åíèÿ. l7

*= 9.
Îñòàëèñü âåðøèíû 8-ÿ è Â (9-ÿ). Èõ ìåòêè äåëàþòñÿ ïîñòî-

ÿííûìè, ñîõðàíÿÿ ñâîè çíà÷åíèÿ. l8
* = 11, lÂ

* = 17. Òàêèì îáðà-
çîì, lÂ

*= 17.
Çàäà÷à ðåøåíà. Íàéäåíû äëèíû êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Äëÿ îòûñ-

êàíèÿ ñàìèõ ïóòåé íàäî, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû Â, äëÿ êàæäîé
âåðøèíû j îòìåòèòü òàêîå ðåáðî (i, j), äëÿ êîòîðîãî li + aij = lj.
Çäåñü ðåáðà îðèåíòèðîâàíû îò i  ê  j (!). Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå îòìå÷åííûå (ñì. ÷åðòåæ) ðåáðà. Ïðè ýòîì â êàæäóþ
âåðøèíó, êðîìå íà÷àëüíîé, âõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåáðî.

8 9 

4 6 

7 

5 

1 2 3 А 

В 

2 

4 

6 

7 3 

1 

8 

5 

Êðàò÷àéøèé ïóòü èäåò ÷åðåç âåðøèíû À → 4 → 5 → 6 → Â.
Â ïðîöåññå ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç À â Â îïðåäåëÿþòñÿ

è êðàò÷àéøèå ïóòè èç À â ëþáóþ äðóãóþ âåðøèíó ãðàôà. Òðóäî-
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åìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà Ñn2, ãäå n — ÷èñëî âåðøèí, Ñ — êîí-
ñòàíòà.

Â ðåàëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìîãóò âîçíèêàòü ñèòóà-
öèè, êîãäà íåêîòîðûå ðåáðà èìåþò îòðèöàòåëüíóþ äëèíó. Íà-
ïðèìåð, ïðè ïåðåâîçêå ïîïóòíîãî ãðóçà èç i â j ìîæíî íå òîëüêî
íå òðàòèòü äåíåã íà ïåðååçä, íî è ïîëó÷àòü ïðèáûëü. Â ýòîì ñëó-
÷àå, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íàëè÷èå â ãðàôå öèêëîâ îòðèöà-
òåëüíîé äëèíû. Åñëè òàêèõ öèêëîâ íåò, òî àëãîðèòì ìîæíî ïðè-
ìåíÿòü ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ìîæåò èçìåíèòüñÿ ìåòêà ñî çíà÷êîì *. Â ãðàôå áåç îòðèöàòåëüíûõ
äëèí ðåáåð òàêèå ìåòêè ìû íàçûâàëè ïîñòîÿííûìè, è îíè íå
ìîãëè ìåíÿòüñÿ. Çäåñü òàêàÿ ìåòêà ìîæåò èçìåíèòüñÿ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ìû óáèðàåì ó íåå * è ïðîäîëæàåì ðàáîòó àëãîðèòìà. Åñëè æå
â ãðàôå ñóùåñòâóåò öèêë îòðèöàòåëüíîé äëèíû (ñì. ÷åðòåæ), òî
êðàò÷àéøåãî ïóòè ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, êàê ýòî ìîæåò ïðî-
èçîéòè.

А В

D

C E

10

20 20

-1-1
-1

Íà ðèñóíêå âèäíî, ÷òî äëèíà ïóòè èç À â Â, ñîñòîÿùåãî èç
îäíîãî ðåáðà, ðàâíà 10. Åñëè æå ñíà÷àëà ïîéòè èç À â Ñ, çàòåì N
ðàç ïðîéòè ïî öèêëó CDE, à ëèøü ïîòîì ïîéòè â Â, òî äëèíà
ïóòè áóäåò ðàâíà (38 — 3N). Ïîïàäàÿ íà öèêë, ìîæåì ïðîêðó÷è-
âàòüñÿ ïî íåìó íåîäíîêðàòíî, ïîëó÷àÿ òåì ñàìûì äëèíó ïóòè èç
À â Â ìåíüøå ëþáîãî, íàïåðåä çàäàííîãî, ÷èñëà.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàí ãðàô ñ 20 âåðøèíàìè, ðàñïîëîæåííûìè â âèäå ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà 4×5 è èçîáðàæåííûìè êðóæî÷êàìè. Êàæäàÿ âåðøè-
íà ñîåäèíåíà ñ ñîñåäÿìè ñïðàâà, ñëåâà, ñíèçó, ñâåðõó íåîðèåí-
òèðîâàííûìè ðåáðàìè. Äëèíû ðåáåð óêàçàíû ÷èñëàìè, íàõîäÿ-
ùèìèñÿ ìåæäó âåðøèíàìè. Íàéòè äëèíû êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç
ëåâîé âåðõíåé âåðøèíû â êàæäóþ âåðøèíó ãðàôà.
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1. ° 5 ° 7 ° 3 ° 7 °
2   4   3   6   3
° 4 ° 6 ° 5 ° 6 °
6   5   3   3   2
° 5 ° 2 ° 5 ° 6 °
7   4   7   4   7
° 2 ° 6 ° 2 ° 2 °

2. ° 2 ° 6 ° 7 ° 6 °
3   7   4   7   5
° 4 ° 2 ° 4 ° 2 °
3   3   6   6   3
° 6 ° 6 ° 5 ° 5 °
7   3   4   7   3
° 7 ° 5 ° 6 ° 2 °

3. ° 2 ° 5 ° 7 ° 4 °
2   3   5   5   5
° 3 ° 7 ° 4 ° 4 °
3   3   5   3   5
° 7 ° 4 ° 5 ° 6 °
3   5   7   5   5
° 4 ° 3 ° 2 ° 2 °

4. ° 6 ° 3 ° 3 ° 4 °
2   6   2   2   7
° 4 ° 7 ° 2 ° 2 °
3   4   5   7   3
° 3 ° 3 ° 4 ° 5 °
4   6   6   4   7
° 5 ° 6 ° 6 ° 6 °

5. ° 2 ° 3 ° 2 ° 3 °
3   7   4   4   2
° 2 ° 3 ° 6 ° 3 °
6   6   4   4   4
° 2 ° 7 ° 2 ° 5 °
5   3   6   6   7
° 2 ° 6 ° 2 ° 4 °

6. ° 2 ° 4 ° 6 ° 7 °
6   2   7   3   3
° 6 ° 6 ° 4 ° 2 °
5   3   4   3   4
° 6 ° 2 ° 7 ° 5 °
4   5   7   4   2
° 4 ° 3 ° 6 ° 5 °

Îòâåòû

1.   0  5 12 15 22
2  6 12 17 23
8 11 13 18 24

15 15 20 22 24

2.   0   2  8 15 20
3   7  9 13 15
6 10 15 19 18

13 13 18 23 21

3.   0  2  7 14 18
2  5 12 16 20
5  8 12 17 23
8 12 15 17 19

-1   1  2   3  4
1   6  7   8  9
6  7 12 13 14

11 12 13 14 19

-1  1  2  3  10
1  6  7  8   9
6  7  8  9  10

11 12 17 20 15

-1  1  2   3  4
1  2  7   8  9
6  7 12 13 14

11 16 17 18 19

4.   0  6   9 12 16
2  6  11 13 15
5  8  11 15 18
9 14 17 19 25

5.   0  2  5  7 10
3  5  8 11 12

9 11 12 14 16
14 14 18 20 23

6.   0  2  6 12 18
6  4 10 14 16

11  7  9 16 20
15 12 15 20 22

-1  1  2   3   4
1  6  3   8   9
6 11 12 13 10

11 12 13 14 15

-1  1   2   3  4
1  6   7   4  5
6  7   8 13 10

11 12 13 14 15

-1   1  2  3  10
1   2  7  8   9
6   7 12 13 10

11 12 17 14 15
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§4. ÇÀÄÀ×À Î ÍÀÇÍÀ×ÅÍÈßÕ

Ïðåäïîëîæèì, â îòäåëå åñòü n äîëæíîñòåé è n êàíäèäàòîâ
íà ýòè äîëæíîñòè. Êàê íàçíà÷èòü êàíäèäàòîâ íà äîëæíîñòè îïòè-
ìàëüíûì îáðàçîì?

Êàêóþ èíôîðìàöèþ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü? Åñëè ìû çíà-
åì, íà êàêèõ äîëæíîñòÿõ ìîæåò ðàáîòàòü êàæäûé ÷åëîâåê, òî
íà÷àëüíûå äàííûå ìîæíî çàäàòü â âèäå êâàäðàòíîé ìàòðèöû Ñ,
èìåþùåé ðàçìåðíîñòü (ï½ï). Ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû — íóëè è
åäèíèöû.

c ij =




1

0

,

,
 
если i-й человек может работать на j-й должности; 

если i-й человек не может работать на j-й должности.
Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ðàáîò, ÷òîáû êàæäûé

÷åëîâåê ñïðàâëÿëñÿ ñ ðàáîòîé íà ñâîåé äîëæíîñòè? Êàê ëó÷øå
íàçíà÷èòü ëþäåé íà ðàáîòû?

Íàçíà÷åíèå ÷åëîâåêà íà äîëæíîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü,
êàê âûáîð îïðåäåëåííîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû Ñ. Êàæäûé ÷åëîâåê
äîëæåí ðàáîòàòü òîëüêî íà îäíîé äîëæíîñòè, è íà êàæäîé äîëæ-
íîñòè äîëæåí ðàáîòàòü òîëüêî îäèí ÷åëîâåê. Ïîýòîìó â êàæäîé
ñòðî÷êå è â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû Ñ äîëæíî áûòü âûáðàíî
ðîâíî ïî îäíîé åäèíèöå. Ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ
çàäà÷ó:

Â ìàòðèöå Ñ(n½n) âûáðàòü n ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ â ðàçíûõ
ñòðîêàõ è ðàçíûõ ñòîëáöàõ, òàê, ÷òîáû èõ ñóììà áûëà ìàêñè-
ìàëüíîé 3 .

Â èäåàëå ýòà ñóììà äîëæíà áûòü ðàâíà n. Ýòî âîçìîæíî â òîì
ñëó÷àå, åñëè äëÿ êàæäîãî ê (1 ≤ ê ≤n) è ëþáûõ ê äîëæíîñòåé,
íàéäåòñÿ íå ìåíåå ê ÷åëîâåê, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò ñïðà-
âèòüñÿ õîòÿ áû ñ îäíîé èç ýòèõ ê äîëæíîñòåé (òåîðåìà Õîëëà).

Ðàññìîòðèì äðóãèå ñïîñîáû ðàññìîòðåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Çà-
äàäèì ðàñïðåäåëåíèå ïî äîëæíîñòÿì ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Õ(n½n),
ñîñòîÿùåé èç íóëåé è åäèíèö.

 
x i j =





1

0

,

,
 
если i-й человек будет назначен на j-ю должность; 

если i-й человек не будет назначен на j-ю должность
__________________

3 Ïðè äðóãîé ïðàêòè÷åñêîé ñèòóàöèè ýòó ñóììó íàäî ìèíèìèçè-
ðîâàòü.
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Êàæäûé ÷åëîâåê äîëæåí ðàáîòàòü òîëüêî íà îäíîé äîëæíî-
ñòè, è íà êàæäîé äîëæíîñòè äîëæåí ðàáîòàòü òîëüêî îäèí ÷åëî-
âåê. Ïîýòîìó â êàæäîé ñòðî÷êå è â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû X
äîëæíî áûòü ðîâíî ïî îäíîé åäèíèöå, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû
ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà Õ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

n).,...,,=(j   x 
n

i
ij 211

1

=∑
= .                        (1)

n).,...,,=(i   x
n

j
ij 211

1

=∑
=

                      (2)

xij ∈  {0,1}.                                        (3)
Ðàññìîòðèì ñóììó

.
1 1

ij

n

i

n

j
ijcx∑∑

= =
                                 (4)

Åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû Ñ íóëè è åäèíèöû, òî ýòà ñóììà
ðàâíà êîëè÷åñòâó ëþäåé, íàçíà÷åííûõ íà òå äîëæíîñòè, ñ êîòî-
ðûìè îíè ñïðàâÿòñÿ. Ýòó ñóììó ìû õîòèì ìàêñèìèçèðîâàòü. Âîç-
íèêëà çàäà÷à: ñðåäè âñåõ ìàòðèö X, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
(1), (2), (3), íàéòè òàêóþ, äëÿ êîòîðîé ñóììà (4) èìååò íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå. Åñëè óñëîâèå (3) çàìåíèòü óñëîâèåì

0 ≤ xij ≤ 1,                                 (5)
òî âîçíèêàåò çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ãäå

L = ij

n

i

n

j
ijcx∑∑

= =1 1
 — öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ìàê-

ñèìèçèðîâàòü, óñëîâèÿ (1), (2), (5) çàäàþò ñèñòåìó ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åíèé. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé
ýòîé çàäà÷è îáÿçàòåëüíî åñòü öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ. Äëÿ òàêèõ
ðåøåíèé óñëîâèå (3) áóäåò âûïîëíåíî.

Âîçìîæíû è äðóãèå ïîñòàíîâêè äàííîé çàäà÷è. Åñëè ìîæíî
îöåíèòü ýôôåêòèâíîñòü ëþáîãî íàçíà÷åíèÿ è äàòü êîëè÷åñòâåí-
íóþ îöåíêó ðàáîòû, òî ìàòðèöà Ñ ìîæåò ñîäåðæàòü ëþáûå ÷èñ-
ëà, à íå òîëüêî 0 è 1. Â ýòîì ñëó÷àå cij — ðåçóëüòàò ðàáîòû i—ãî
÷åëîâåêà íà j-é äîëæíîñòè. Åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû Ñ ïðîèçâîëü-
íûå ÷èñëà, òî ñóììà (4) — íåêèé êðèòåðèé ýôôåêòèâíîñòè íà-
çíà÷åíèé. Åñëè ìàòðèöà Ñ çàäàåò íàøè ïðèáûëè â ñâÿçè ñ íàçíà-
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÷åíèÿìè, òî èùåì ìàêñèìóì ôóíêöèè L = ij

n

i

n

j
ijcx∑∑

= =1 1
, åñëè æå

èçäåðæêè — ìèíèìóì.
Äðóãîé ïðèìåð. Íàì íåîáõîäèìî ðàñïðåäåëèòü çàêàçû ìåæ-

äó ôèðìàìè. Åñëè cij ïëàòà, êîòîðóþ ìû ïëàòèì ôèðìå i çà âû-
ïîëíåíèå çàêàçà j, òîãäà ôóíêöèþ çàòðàò L íàäî ñâîäèòü ê ìèíè-
ìóìó. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ôèðìà âûïîëíÿåò çàêàç
êà÷åñòâåííî. Åñëè æå cij — öåíà, êîòîðóþ ïëàòèò íàì ôèðìà i çà
ïîëó÷åíèå çàêàçà j, òî ôóíêöèþ L íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü.

Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ òàêæå çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Êàê è âñÿêóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, åå ìîæíî ðåøèòü ñèìïëåêñ-ìåòîäîì.

Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü äâå ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâ-
êè çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ.

1) Â ìàòðèöå Ñ(n½n) âûáðàòü n ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ â ðàçíûõ
ñòðîêàõ è ðàçíûõ ñòîëáöàõ, òàê, ÷òîáû èõ ñóììà áûëà ìàêñèìàëü-
íîé (ìèíèìàëüíîé).

2) Ñðåäè âñåõ ìàòðèö X, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1), (2),
(3), íàéòè òàêóþ, äëÿ êîòîðîé ñóììà (4) èìååò íàèáîëüøåå (íàè-
ìåíüøåå) çíà÷åíèå.

Ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòì, íàçâàííûé âåíãåðñêèì.
Â îñíîâå âåíãåðñêîãî àëãîðèòìà ëåæèò ëåììà îá îïòèìàëü-

íîñòè, ïîçâîëÿþùàÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ ãàðàíòèðîâàòü îïòèìàëüíîñòü
íàéäåííîãî ðåøåíèÿ, è ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû
ñòîèìîñòåé, ïîçâîëÿþùèå âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé.

Ëåììà îá îïòèìàëüíîñòè. Åñëè â ìàòðèöå Ñ(n½n) íåò îòðè-
öàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ è óäàëîñü âûáðàòü n íóëåé, ñòîÿùèõ â ðàçíûõ
ñòðîêàõ è ðàçíûõ ñòîëáöàõ, òî ýòîò âûáîð îïòèìàëåí â çàäà÷å íà
ìèíèìóì.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î÷åâèäíî. Â ñàìîì äåëå, ñóììà ëþ-
áûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íåîòðèöàòåëüíà. Ñóììà âûáðàííûõ íàìè
÷èñåë ðàâíà 0, òàê êàê âñå âûáðàííûå ÷èñëà ðàâíû 0. Ïîýòîìó
íåëüçÿ âûáðàòü ýëåìåíòû ñ ìåíüøåé ñóììîé. Íàø âûáîð îïòè-
ìàëåí.

Ëåììà ïðàâèëüíà, íî íà ïåðâûé âçãëÿä áåñïîëåçíà, òàê êàê â
ìàòðèöå ìîæåò áûòü ìàëî èëè ñîâñåì íå áûòü íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåíåíèå ëåììû îáåñïå÷èâàåòñÿ âîçìîæíîñòüþ ïðåîáðà-
çîâûâàòü ìàòðèöó, ñîçäàâàÿ â íóæíûõ ìåñòàõ íóëåâûå ýëåìåíòû.
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×òî ïðîèçîéäåò, åñëè ìû îò êàêîé-íèáóäü ñòðîêè ìàòðèöû
Ñ îòíèìåì ÷èñëî à? Òàê êàê â ýòîé ñòðîêå äîëæåí áûòü âûáðàí
îäèí è òîëüêî îäèí ýëåìåíò, òî ñòîèìîñòü ëþáîãî âàðèàíòà íà-
çíà÷åíèé óìåíüøèòñÿ íà à. Íî åñëè ñòîèìîñòü ëþáîãî âàðèàíòà
èçìåíèëàñü íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó, òî îòíîøåíèå ïðåäïî÷òå-
íèÿ ìåæäó âàðèàíòàìè íå èçìåíèëîñü. Åñëè äâà âàðèàíòà ñòîèëè
ïî ñòàðîé ìàòðèöå îäèíàêîâî, òî îíè áóäóò ñòîèòü îäèíàêîâî è
ïî íîâîé ìàòðèöå. Åñëè îäèí èç ñðàâíèâàåìûõ âàðèàíòîâ ïî ñòà-
ðîé ìàòðèöå ñòîèë ìåíüøå (áîëüøå) äðóãîãî, òî è ïî íîâîé
ìàòðèöå îí ñòîèò íà òó æå âåëè÷èíó ìåíüøå (áîëüøå). Ýòè ðàñ-
ñóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîñíîâàíèåì äëÿ ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ìàòðèöû ñòîèìîñòåé Ñ.

Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ìû èìååì ïðàâî îò ëþáîé
ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû Ñ îòíÿòü (ïðèáàâèòü) ëþáîå ÷èñëî.
Ðåøåíèå, îïòèìàëüíîå äëÿ îäíîé ìàòðèöû, îñòàåòñÿ îïòèìàëü-
íûì äëÿ âñåõ ìàòðèö, ïîëó÷àåìûõ ïðè ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöû Ñ.

Ïðè ðåøåíèè âåíãåðñêèì àëãîðèòìîì çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ
íà ìèíèìóì ìû, èìåÿ â âèäó ëåììó îá îïòèìàëüíîñòè, áóäåì
ðàáîòàòü ñ ìàòðèöàìè áåç îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ è âûáèðàòü â
ýòèõ ìàòðèöàõ òîëüêî íóëåâûå ýëåìåíòû. Åñëè ìû ñìîæåì âûá-
ðàòü ïî îäíîìó íóëåâîìó ýëåìåíòû â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì
ñòîëáöå ìàòðèöû (ìîæåò áûòü óæå ïðåîáðàçîâàííîé ñ ïîìîùüþ
ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé), òî ìû íàøëè îïòèìàëüíîå ðå-
øåíèå êàê äëÿ ïîñëåäíåé, òàê è äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîé ìàòðèöû.
Åñëè ìû íå ñìîæåì âûáðàòü ðåøåíèå, ñîñòîÿùåå òîëüêî èç íó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ, òî ìàòðèöó íàäî ïðåîáðàçîâàòü.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ íà ìèíèìóì

Øàã 1. Ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó. Îò êàæäîé ñòðîêè îòíèìåì
ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ýòîé ñòðîêè. Â ðåçóëüòàòå âñå ýëåìåíòû
ìàòðèöû áóäóò íåîòðèöàòåëüíû, è â êàæäîé ñòðîêå ïîÿâèòñÿ
õîòÿ áû îäèí íóëü.

Øàã 2. Àíàëîãè÷íî âû÷èòàåì ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò èç êàæ-
äîãî ñòîëáöà ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû. Â ðåçóëüòàòå â êàæäîì ñòîë-
áöå è â êàæäîé ñòðîêå ïîÿâèëñÿ õîòÿ áû îäèí 0.

Øàã 3. Îñóùåñòâëÿåì íàçíà÷åíèÿ, âûáèðàÿ è îòìå÷àÿ çâåç-
äî÷êîé íóëè, ñòîÿùèå â ðàçíûõ ñòðîêàõ è ðàçíûõ ñòîëáöàõ. Íóëè
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ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî, íî ëó÷øå â ïåðâóþ î÷åðåäü, âû-
áèðàòü òå, êîòîðûå åäèíñòâåííû â ñâîèõ ñòðîêàõ èëè ñòîëáöàõ 4 .

Åñëè óäàñòñÿ âûáðàòü n íóëåé, ñòîÿùèõ â ðàçíûõ ñòðîêàõ è
ðàçíûõ ñòîëáöàõ, òî çàäà÷à ðåøåíà. Ýòè íóëè ñîîòâåòñòâóþò îï-
òèìàëüíîìó íàçíà÷åíèþ. Íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòàòü çíà÷åíèå öåëå-
âîé ôóíêöèè ïî ïåðâîíà÷àëüíîé ìàòðèöå Ñ.

Åñëè íóëåé ìåíüøå 5 , òî ïåðåõîä ê øàãó 4.
Ðàññìîòðèì ïðèâåäåííûå òðè øàãà íà ïðèìåðå.
Ïðèìåð. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà Ñ. Ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû

îïðåäåëÿþò çàòðàòû íà îáó÷åíèå êàíäèäàòîâ. À èìåííî: åñëè i-é
÷åëîâåê áóäåò íàçíà÷åí íà j-þ äîëæíîñòü, òî äëÿ åãî ïåðåîáó÷å-
íèÿ íåîáõîäèìî çàòðàòèòü ñóììó cij (çäåñü ó÷èòûâàþòñÿ îáðàçî-
âàíèå i-ãî êàíäèäàòà, îïûò, íåîáõîäèìûå íàâûêè äëÿ âûïîëíå-
íèÿ j-é äîëæíîñòè è ïð.). Ðåøèì çàäà÷ó î íàçíà÷åíèÿõ, ìèíèìè-
çèðóÿ öåëåâóþ ôóíêöèþ (4).

Òàê êàê ðåøàåì çàäà÷ó íà ìèíèìóì, òî íàäî âûáðàòü 5
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Ñ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èõ ñóììà áûëà ìè-
íèìàëüíà. Êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ âûáîðà ðàâíî 5! (â
îáùåì ñëó÷àå n!).

С =

7 9 3 4 0

8 5 1 2 4

6 3 2 5 3

3 7 1 8 6

5 4 2 0 3























.

Ïðîèçâåäåì ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû òàê,
÷òîáû â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå áûëè íóëè. Îòíèìåì îò
2-é, 3-é, è 4-é ñòðîêè ñîîòâåòñòâåííî 1, 2, 1. Çàòåì, 2 è 1 îò
ïåðâîãî è âòîðîãî ñòîëáöà. Îòìåòèì â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì
ñòîëáöå ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû íóëè.

__________________

4 Åäèíñòâåííûé âûáîð íå ìîæåò áûòü îøèáêîé!
5 Ýòîò øàã âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ìû íå ñìîãëè îòìåòèòü íóëè âî

âñåõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ìàòðèöû. Ïðè ýòîì ìû çàðàíåå íå çíàåì,
ïî÷åìó ýòî ïðîèçîøëî – òî ëè òàêèå íóëè âûáðàòü íåâîçìîæíî, òî
ëè ìû ïëîõî èõ èñêàëè.
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7 9 3 4 0

8 5 1 2 4

6 3 2 5 3

3 7 1 8 6

5 4 2 0 3

7 9 3 4 0

7 4 0 1 3

4 1 0 3 1

2 6 0 7 5

5 4 2 0 3
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5 3 0 1 3
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Ìû ñìîãëè îòìåòèòü ïÿòü íóëåé, ñòîÿùèõ â ðàçíûõ ñòîëá-
öàõ è ðàçíûõ ñòðîêàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ðåøåíà. Â ïåðâîé
ñòðîêå îòìå÷åí íóëü â 5 ñòîëáöå. Ïîýòîìó ïåðâîãî ÷åëîâåêà íà-
çíà÷èì íà 5 äîëæíîñòü. Âî âòîðîé ñòðîêå îòìå÷åí íóëü â òðåòüåì
ñòîëáöå. Ïîýòîìó âòîðîãî ÷åëîâåêà íàçíà÷èì íà òðåòüþ äîëæ-
íîñòü, 3-ãî íà âòîðóþ, 4-ãî íà ïåðâóþ è, íàêîíåö, 5-ãî íà 4-þ.
Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè áóäåò ìèíèìàëüíûì. Âû÷èñëèì åãî
ïî ïåðâîíà÷àëüíîé ìàòðèöå

.7033105441322315 =++++=++++= aaaaaL
Íå âñåãäà ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàê ñðàçó. Ðàññìîòðèì äàëü-

íåéøèå øàãè àëãîðèòìà.
Øàã 4. «Ðàññòàíîâêà ìåòîê». Ñòðîêè è ñòîëáöû, â êîòîðûõ

íåò îòìå÷åííûõ çâåçäî÷êîé íóëåé, áóäåì íàçûâàòü «íåäîâîëü-
íûìè».

Îòìåòèì «íåäîâîëüíóþ» ñòðîêó.
4.1. Åñëè îòìå÷åíà ñòðîêà, òî îòìåòèì âñå òå ñòîëáöû, ó

êîòîðûõ â äàííîé ñòðîêå åñòü íóëè.
4.2. Åñëè îòìå÷åí êàêîé-ëèáî ñòîëáåö, òî îòìåòèì òó ñòðî-

êó, ó êîòîðîé â ýòîì ñòîëáöå åñòü 0*.
Øàãè 4.1 è 4.2 ïîâòîðÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà â ýòîé ïðîöå-

äóðå ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ñòðîêè è ñòîëáöû.
Çäåñü ìîãóò âîçíèêàòü äâå ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè. Íàçîâåì èõ

ñèòóàöèåé «ïðîðûâà» è ñèòóàöèåé «óçêîå ìåñòî».
Ñèòóàöèÿ «ïðîðûâà». Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â òîì ñëó-

÷àå, åñëè, íà÷àâ ñî ñòðîêè, ìû â êàêîé-òî ìîìåíò îòìåòèëè
«íåäîâîëüíûé» ñòîëáåö. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû íå î÷åíü óäà÷íî âû-
áèðàëè íóëè. Èç èìåþùèõñÿ íóëåé ìîæíî áûëî âûáðàòü è îòìå-
òèòü áîëüøå íóëåé, ÷åì ìû âûáðàëè. Ïîêàæåì, êàê ïåðåðàñïðå-
äåëèòü ÷àñòü çâåçäî÷åê è íàçíà÷èòü åùå îäíó. Ïîìå÷åííîìó «íå-
äîâîëüíîìó» ñòîëáöó äîëæíà äàòü çâåçäî÷êó òà ñòðîêà, êîòîðàÿ
åãî ïîìåòèëà. Åñëè ïðè ýòîì â ñòðîêå îêàæåòñÿ áîëåå îäíîé çâåç-
äî÷êè, òî íàäî óáðàòü çâåçäî÷êó â ñòîëáöå, ïîìåòèâøåì ýòó
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ñòðîêó. Ýòî ïåðåðàñïðåäåëåíèå çâåçäî÷åê ìîæåò çàòðîíóòü è äðó-
ãèå ïîìå÷åííûå ñòðîêè è ñòîëáöû. Åñëè â ïîìå÷åííîì ñòîëáöå
íåò çâåçäî÷êè, òî åå äîëæíà äàòü òà ñòðîêà, êîòîðàÿ åãî ïîìåòè-
ëà. Åñëè â ñòðîêå îêàæåòñÿ áîëåå îäíîé çâåçäî÷êè, òî íàäî óáðàòü
çâåçäî÷êó ó ñòîëáöà, ïîìåòèâøåãî ýòó ñòðîêó. Ïðè ýòîì ñòðîêè è
ñòîëáöû, ïîëó÷èâøèå çâåçäî÷êó îäèí ðàç, âñåãäà îñòàíóòñÿ ñî
çâåçäî÷êîé. Îíà ìîæåò ïåðåéòè íà äðóãîå ìåñòî â ñòðîêå èëè
ñòîëáöå, íî íå äîëæíà ïðîïàñòü.

Åñëè, â ðåçóëüòàòå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ, ÷èñëî îòìå÷åííûõ
çâåçäî÷êàìè íóëåé ñòàíåò ðàâíî n, òî çàäà÷à ðåøåíà. Åñëè æå
ìåíüøå n, òî íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü ñíà÷àëà øàã 4.

Ñèòóàöèÿ «óçêîå ìåñòî». Îíà âîçíèêàåò â òîì ñëó÷àå, åñëè
ïðîöåäóðà ðàññòàíîâêè ìåòîê çàâåðøèëàñü, íî ïðè ýòîì íå áûë
îòìå÷åí íè îäèí «íåäîâîëüíûé» ñòîëáåö. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî
ïîìå÷åííûõ ñòðîê áîëüøå ÷èñëà ïîìå÷åííûõ ñòîëáöîâ. Ïîýòîìó
ïî äàííîé ìàòðèöå îñóùåñòâèòü âñå íàçíà÷åíèÿ ïî íóëåâûì ýëå-
ìåíòàì íåâîçìîæíî. Èçìåíèì ìàòðèöó ñòîèìîñòåé. Íàéäåì ìè-
íèìàëüíûé ýëåìåíò ñðåäè ÷èñåë, ñòîÿùèõ â îòìå÷åííûõ ñòðîêàõ
âíå îòìå÷åííûõ ñòîëáöîâ. Ýòîò ýëåìåíò âû÷òåì îò âñåõ îòìå÷åí-
íûõ ñòðîê è ïðèáàâèì êî âñåì îòìå÷åííûì ñòîëáöàì. Â ðåçóëüòà-
òå â ìàòðèöå ïîÿâÿòñÿ íîâûå íóëè. Âåðíåìñÿ ê øàãó 3 6 .

Ïðèìåð. Ïðåäïîëîæèì, ðåøàÿ çàäà÷ó î íàçíà÷åíèÿõ, ïîëó-
÷èëè ñëåäóþùóþ ìàòðèöó.























05010

00415

11130

26430

75302

*

*

*

*

.

Çäåñü íàì óäàëîñü ðàññòàâèòü âñåãî 4 çâåçäî÷êè. Ñíà÷àëà ìû
îòìåòèì ñòðîêó 2, êîòîðîé íå õâàòèëî 0*. Èç-çà íåå ìû îòìåòèì
ñòîëáåö 1. Çàòåì îòìåòèì òðåòüþ ñòðî÷êó. Áîëüøå îòìåòèòü íè÷å-
ãî íåëüçÿ. Îòìå÷åí ñòîëáåö 1, íî åãî íåëüçÿ íàçâàòü íåäîâîëü-
íûì. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ «óçêîå ìåñòî».
__________________

6 Ìîæíî ïåðåéòè ê øàãó 4 è ïðåîáðàçîâàòü ðåøåíèå. Äîëæíà
âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ ïðîðûâà. Ïåðåéäÿ ê øàãó 3, ìû ïðîñòî îòáðîñè-
ëè ñòàðîå ðåøåíèå è íà÷àëè ïîèñê íîâîãî.
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2 0 3 5 7

0 3 4 6 2

0 3 1 1 1

5 1 4 0 0

0 1 0 5 0

*

*

*

*

.























←
←

↑  

.

È âòîðîé, è òðåòèé ÷åëîâåê õîòÿò ðàáîòàòü òîëüêî íà ïåð-
âîé äîëæíîñòè. Íî 2 > 1. Ïîýòîìó âûáðàòü íóëè è âî âòîðîé è â
òðåòüåé ñòðîêå òàê, ÷òîáû îíè ñòîÿëè â ðàçíûõ ñòîëáöàõ, íåâîç-
ìîæíî. Èçìåíÿåì ìàòðèöó ñòîèìîñòåé. Ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò
ñòðîê 2 è 3, âíå ïåðâîãî ñòîëáöà, ðàâåí åäèíèöå. Îòíèìåì åäè-
íèöó îò ñòðîê 2 è 3 è ïðèáàâèì ê ñòîëáöó 1.

2 0 3 5 7

0 3 4 6 2

0 3 1 1 1

5 1 4 0 0

0 1 0 5 0

3 0 3 5 7

0 2 3 5 1

0 2 0 0 0

6 1 4 0 0

1 1 0 5 0

1

1

1























⇒























−

−     

 +

*

*

*

*

*

.

Â ïîñëåäíåé ìàòðèöå óæå ìîæíî îñóùåñòâèòü ïÿòü íàçíà÷å-
íèé. Íàéäåíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Çàïèøåì åãî â âèäå ìàòðèöû.

X =























0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ìàêñèìóì

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ìàêñèìóì ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü
àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ìèíèìóì. Ìû ïîñòóïèì ïî-äðóãîìó.
Ñâåäåì çàäà÷ó íà ìàêñèìóì ê çàäà÷å íà ìèíèìóì.

Axf
Sx

=
∈

)(max  îçíà÷àåò, ÷òî

1) ∃ ∈x S0 , òàêîå, ÷òî  f x A( ) ;0 =
2) ∀ ∈x S  ñïðàâåäëèâî:  f x A( ) .≤
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî óìíîæèì íà (-1):
∀ ∈ − ≥ −x S f x A, ( ) .   Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ÷èñëî À ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìóìîì äëÿ ôóíêöèè f(x), òî  (—À) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì
äëÿ ôóíêöèè -f(x) íà òîì æå ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ âàðèàíòîâ.

.))((min Axf
Sx

−=−
∈

Òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ïðè ýòîì ñîâïàäàþò.
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøèòü çàäà÷ó íà ìàêñèìóì ñ ìàò-

ðèöåé Ñ, äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó íà ìèíèìóì ñ ìàòðèöåé (-Ñ).
Äëÿ ýòîãî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Ñ óìíîæèì íà -1, à çàòåì äëÿ
íîâîé ìàòðèöû ðåøèì çàäà÷ó íà ìèíèìóì.

Îáû÷íî, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ìàêñèìóì, ìåíÿþò ïåðâûé
øàã èçëîæåííîãî âûøå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ìèíèìóì.

Øàã 1. Ïðåîáðàçîâàòü ìàòðèöó, çàìåíèâ êàæäûé ýëåìåíò
ìàòðèöû ðàçíîñòüþ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà åãî ñòðîêè è ñàìî-
ãî ýëåìåíòà.

Îñòàëüíûå øàãè àëãîðèòìà íå ìåíÿþòñÿ.
Òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ ïîðÿäêà n3,

÷òî ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ ðåøàòü çàäà÷è ïðàêòè÷åñêè ëþ-
áîé ðàçìåðíîñòè.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Ðåøèòü çàäà÷ó î íàçíà÷åíèÿõ íà ìàêñèìóì.
1.   14  6   6 10  7   8 

11  3   6   2  6 14 
14  9 11 13  4 15 

2  5   7 15  7   6 
14  4   1  1 12 13 

3  8 15  1 15   3 

2.   11   9   9   8 10   4 
6 14 10   6   9   8 
7 13 13   4 11 14 
2   3   9 10   2   9 
8 14 10 11 12   5 
4 15   2   4   1   4 

3.   1   2 13 15 14   8 
13   1   9 14   5 10 
9 10 13   4   4   4 
2   2   8 13   9 12 
6   7 10 14 10 13 
2   9   2 13 14 14 

4.   3   2 13 11   1   7 
5   7 11   6 12 15 
8   4 11   6   9 10 
6   2   4   7   7   5 

14 10   7 13 11 12 
12 12 12   4   3 13 

5.   6   3   2   3 14   8 
12   2 11   2   4 12 
6   5 15 13   3   2 
9   4 11   1 14 12 

12   8   2   8 11   9 
7   7   3   6   2 13 

6.   1   6 10 12   8   9 
4   3   7   5   4 14 

10   6   1   2 13   1 
5   7   5   2   9 12 

14 14 15 10 14   1 
4   8 10   2 15 14 
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Îòâåòû

1. L = 79. Íàçíà÷åíèÿ: x26 = 1; x32 = 1; x44 = 1; x63 = 1; x11 = 1; x55 = 1.

2. L = 72. Íàçíà÷åíèÿ: x11 = 1; x36 = 1; x44 = 1; x55 = 1; x62 = 1; x23 = 1.

3. L = 76. Íàçíà÷åíèÿ: x21 = 1; x32 = 1; x13 = 1; x44 = 1; x56 = 1; x65 = 1.

4. L = 70. Íàçíà÷åíèÿ: x26 = 1; x51 = 1; x62 = 1; x13 = 1; x35 = 1; x44 = 1.

5. L = 71. Íàçíà÷åíèÿ: x15 = 1; x21 = 1; x34 = 1; x52 = 1; x66 = 1; x43 = 1.

6. L = 73. Íàçíà÷åíèÿ: x14 = 1; x26 = 1; x53 = 1; x65 = 1; x31 = 1; x42 = 1.

Ðåøèòü çàäà÷ó î íàçíà÷åíèÿõ íà ìèíèìóì.

7.   1   5   4 10 10 11 
2 12   6 12   9 11 
5   2 13 14   7   1 

14   7 14 14   2   1 
1   9   8   8   4   2 
1 11   2   4   6   2 

 

8.   7   4  1 14   6   8 
5   3  6 14   3 13 
8   5  1   9 14 14 
2 15  2 11 10   8 
6 10  2   8 12 11 
5   7  5   3 13   8 

 

9.   8 12 14   6 10   3 
14   7   5 11 14 13 
10   7 14   9 13   8 
14 13   3 15   9 11 
12   6   5   9 12   5 
10 11 14 12   1   5 

 
10.   4   9   2   4 11   4 

10   8 13   8 14   7 
3 14 10   9 13   8 
3   2 12   9 11   1 

11 14   1 14 12   3 
9   11 15   8   9 10 

11.   9   4   1 12   9 14 
1   8   1   2   9   1 
9   1   9   2   8   2 

11   8 14   2 14 10 
13   7 10   1 10 11 

3   9 12 10   5   3 

12.   4   6 10   2 15 11 
12 10   5   9 12 14 
1 11 10 13   1   1 
2   2   2 14 14   9 
9   5 14 15 14   9 
5   1 14   6   7 15 

Îòâåòû

7. L = 16. Íàçíà÷åíèÿ: x21 = 1; x32 = 1; x45 = 1; x56 = 1; x64 = 1; x13 = 1.

8. L = 23. Íàçíà÷åíèÿ: x16 = 1; x25 = 1; x41 = 1; x64 = 1; x32 = 1; x53 = 1.

9. L = 32. Íàçíà÷åíèÿ: x31 = 1; x43 = 1; x65 = 1; x14 = 1; x22 = 1; x56 = 1.

10. L = 26. Íàçíà÷åíèÿ: x31 = 1; x53 = 1; x65 = 1; x22 = 1; x46 = 1; x14 = 1.

11. L = 18. Íàçíà÷åíèÿ: x13 = 1; x21 = 1; x32 = 1; x44 = 1; x55 = 1; x66 = 1.

12. L = 20. Íàçíà÷åíèÿ: x14 = 1; x35 = 1; x41 = 1; x62 = 1; x23 = 1; x56 = 1.
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§5. ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÀß ÇÀÄÀ×À

Â ñòîèìîñòè ìíîãèõ òîâàðîâ áîëüøóþ äîëþ ñîñòàâëÿþò òðàíñ-
ïîðòíûå ðàñõîäû. Èç ìíîãèõ ìîäåëåé, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê ìè-
íèìèçàöèè òðàíñïîðòíûõ ðàñõîäîâ, îäíà ïîëó÷èëà íàñòîëüêî
áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå, ÷òî èìåííî åå èìåþò â âèäó, êîãäà
ãîâîðÿò î òðàíñïîðòíîé çàäà÷å. Ýòà ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàç-
ðàáîòêå ïëàíà ïåðåâîçîê îäíîãî âèäà ïðîäóêöèè èç íåñêîëüêèõ
ïóíêòîâ îòïðàâëåíèÿ â íåñêîëüêî ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ. Çàäà÷à
ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñòü m ïóíêòîâ, ãäå ïðîèçâîäèòñÿ èëè õðàíèòñÿ òîâàð (ïóí-
êòû ïðîèçâîäñòâà), è n ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ îäíîðîäíîãî òîâàðà.
Ïóñòü:

a1, a2, a3,..., am — êîëè÷åñòâî åäèíèö òîâàðà, èìåþùåãîñÿ â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïóíêòàõ ïðîèçâîäñòâà;

b1, b2, b3,..., bn — êîëè÷åñòâî åäèíèö òîâàðà, òðåáóþùååñÿ â
ïóíêòàõ ïîòðåáëåíèÿ;

c11, c12, c13,..., cmn — ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè åäèíèöû òîâàðà îò i-
ãî ïðîèçâîäèòåëÿ ê j-ìó ïîòðåáèòåëþ.

Íåîáõîäèìî íàéòè òàêîé ïëàí ïåðåâîçîê, ÷òîáû ñóììàðíûå
òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû áûëè íàèìåíüøèìè.

1 

n 

7 

6 

5 

2 

3 

m 

с11; x11 

сmn; xmn 

Исходные 
пункты 

Пункты 
назначени< 

Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà òðàíñ-
ïîðòíûõ ðàñõîäîâ íà êàæäîì ìàðøðóòå ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà
îáúåìó ïåðåâîçèìîé ïðîäóêöèè.
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Çàäàòü ïëàí ïåðåâîçîê ìîæíî ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Õ = {õij},
ãäå õij — êîëè÷åñòâî åäèíèö òîâàðà, êîòîðîå ïëàíèðóåòñÿ ïåðå-
âåçòè èç ïóíêòà ïðîèçâîäñòâà i â ïóíêò ïîòðåáëåíèÿ j.

Êàêèì îãðàíè÷åíèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýòè ïåðåìåí-
íûå?

Èç óñëîâèÿ ÿñíî, ÷òî
õij ≥ 0 ïðè ëþáûõ i, j.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ïåðåâîçêè, ïðîèçâîäèìûå èç 1-ãî ïóí-
êòà, â ñóììå ñîñòàâëÿþò âåëè÷èíó à1, òî åñòü

õ11 + õ12 +  õ13 + ... + õ1n = à1.
Àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ êàæäîãî ïóíêòà

ïðîèçâîäñòâà:
õi1 + õi2 + õi3 +. ... + õin — îáùåå êîëè÷åñòâî òîâàðà, êîòîðîå

áóäåò âûâåçåíî èç i -ãî ïóíêòà.

ijx a
i

i m
j

n

=
∑ = =

1
1 2;         ,  ,  ...,  .

õ1j + õ2j + õ3j +.... + õmj — îáùåå êîëè÷åñòâî òîâàðà, êîòîðîå
íåîáõîäèìî ïðèâåçòè â ïóíêò j.

ijx b
j

j n
i

m

=
∑ =

1
1 2;        =  ,  ,  ...  ,  .

Òàê êàê ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè ëèíåéíî çàâèñèò îò êîëè÷å-
ñòâà ïåðåâîçèìîãî òîâàðà, òî ôóíêöèÿ èçäåðæåê îïðåäåëÿåòñÿ
êàê L = c11õ11 + c12õ12 + c13õ13 +... + cmnõmn .

L = ij
j

n

i

m

ijc x
==
∑∑

11
.

Öåëåâóþ ôóíêöèþ íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü.
Îêîí÷àòåëüíî íàøà ìîäåëü âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ìèíèìèçèðîâàòü

L
i j

ij i jc x= ∑
,

ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ

ij
j

n

x
=

∑
1

 = ai  (i = 1, 2, ..., m);

ij
i

m

x
=
∑

1
 = bj  (j = 1, 2, ..., n);

                         (2)

хij ≥ 0, (i = 1, 2, ..., m; j = 1, 2, ..., n).             (3)

Èìååò ëè çàäà÷à ðåøåíèå? Â êàêîì ñëó÷àå?
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Íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ (1) ïðè
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ (2), (3). Â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî äîïó-
ñòèìûõ âàðèàíòîâ ìîæåò áûòü ïóñòûì. Åñëè ìíîæåñòâî âàðèàí-
òîâ íå ïóñòî, òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíà (â
ýòîì ñëó÷àå åñòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå) è íå îãðàíè÷åíà (â ýòîì
ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ åñòü ëó÷øåå). Â ïîñòàâëåííîé òðàíñ-
ïîðòíîé çàäà÷å (1), (2), (3) ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âàðèàíòîâ
âñåãäà îãðàíè÷åíî, êàæäîå õij íåîòðèöàòåëüíî è õij ≤ min{ai, bj}. Ïî
òåîðåìå Âåéåðøòðàññà íåïðåðûâíàÿ (â ÷àñòíîñòè ëèíåéíàÿ) ôóí-
êöèÿ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ íà çàìêíóòîì, îãðàíè÷åííîì ìíîæå-
ñòâå îãðàíè÷åíà è äîñòèãàåò â íåêîòîðîé òî÷êå ñâîåãî ìèíèìóìà.
Âûÿñíèì, â êàêîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ðåøåíèå.

Ïðåäïîëîæèì,  ÷òî Õ — äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (1),  (2),
(3). Îáîçíà÷èì ñóììó âñåõ ïåðåâîçîê S.

S
i j

ijx= ∑
, .

Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

S
ij

j

n

i

m

x=
==

∑∑ ( )
11

 =
=

∑ i
i

m

a
1

,

ñ äðóãîé ñòîðîíû,

S
ij

i

m

j

n

x=
==
∑∑ ( )

11

=
=

∑ j
j

n

b
1

.

Òî åñòü çàäà÷à (1), (2), (3) èìååò ðåøåíèå òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè

i
i

m

a
=

∑
1

=
=

∑ j
j

n

b
1

.                                 (4)

Òàêèì îáðàçîì, ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Îíî
òðåáóåò ðàâåíñòâà îáùåãî çàïàñà ïðîäóêòà è îáùåé ïîòðåáíîñòè â
íåì. ×àñòî ýòî óñëîâèå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì áàëàíñà. Ïîêàæåì,
÷òî îíî æå ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì. Ïóñòü óñëîâèå (4) âûïîëíÿ-
åòñÿ. Âîçüìåì

хij =
a b

S
i j

 .                                    (5)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîé ïëàí óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì
(2), (3). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû íå ïóñòî,
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à âñåãäà èìååò ðåøåíèå ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ áàëàíñà (4).
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Èòàê, ìû äîëæíû çàáðàòü âåñü òîâàð è óäîâëåòâîðèòü âñå
çàÿâêè. Òàêàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé, èëè çàìêíó-
òîé. Íà ïðàêòèêå óñëîâèå áàëàíñà ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Ñóììàðíûå
ïîòðåáíîñòè ìîãóò íå ñîâïàäàòü ñ íàëè÷èåì òîâàðà. Â ýòîì ñëó÷àå
çàäà÷à íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé, èëè íåñáàëàíñèðîâàííîé. Åñëè çàäà-
÷à íåñáàëàíñèðîâàííà, òî òåì èëè èíûì ñïîñîáîì îíà ñâîäèòñÿ ê
ñáàëàíñèðîâàííîé. Ðàññìîòðåííûå íèæå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ îò-
íîñÿòñÿ òîëüêî ê ñáàëàíñèðîâàííûì çàäà÷àì 7 .

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Èìååòñÿ 3 ïóíêòà ïðîèçâîäñòâà è 4 ïóí-
êòà ïîòðåáëåíèÿ. Â ïóíêòàõ ïðîèçâîäñòâà íàõîäèòñÿ 50, 20 è 30
åäèíèö ïðîäóêöèè, à â ïóíêòàõ ïîòðåáëåíèÿ òðåáóåòñÿ 10, 40,
15 è 35 åäèíèö. Óñëîâèå áàëàíñà âûïîëíÿåòñÿ, 50 + 20 + 30 = 10
+ 40 + 15 + 35. Äàííûå ðàçìåñòèì â òàê íàçûâàåìîé òðàíñïîðò-
íîé òàáëèöå, â êîòîðîé ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò ïóíêòàì ïðîèç-
âîäñòâà, à ñòîëáöû ïóíêòàì ïîòðåáëåíèÿ. Òàáëèöà ïðåäñòàâëåíà
ìàòðèöåé ñòîèìîñòåé C = {cij}. Â äàííîé òàáëèöå çíà÷åíèÿ õij ñòîÿò
â ïðàâîì âåðõíåì óãëó ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêè, à â ñàìîé ÿ÷åé-
êå çàïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå ñòîèìîñòè. Èíîãäà óäîáíî ðàñïîëî-
æèòü äàííûå èíà÷å, ïîìåíÿâ ìåñòàìè ïåðåâîçêè è ñòîèìîñòè.
Ýòî çàâèñèò îò òîãî, êàêîé øàã àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ.

__________________

7 ×òî äåëàòü, åñëè çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé?  Â ñëó-
÷àå íåõâàòêè òîâàðà íåâîçìîæíî óäîâëåòâîðèòü ñïðîñ ïîòðåáèòåëåé.
Ïîýòîìó çäåñü íåîáõîäèìî íåêîòîðîå àäìèíèñòðàòèâíîå ðåøåíèå.
Ìîæåò áûòü ïðåäïðèíÿòà íåêîòîðàÿ êîððåêòèðîâêà çàÿâîê, ìîãóò
áûòü íàéäåíû íîâûå ïîñòàâùèêè èëè ïîòðåáèòåëè òîâàðà. Â ðÿäå ñëó-
÷àåâ ìîæåò áûòü ïðèíÿòî ñëåäóþùåå ðåøåíèå. Èìååòñÿ, íàïðèìåð,
100 åäèíèö òîâàðà, òðåáóåòñÿ 120.  Ïðè ëþáîì ðàñïðåäåëåíèè ïåðåâî-
çîê 20 åäèíèö òîâàðà íå õâàòàåò. Ìîæíî èñêàòü òàêîé ïëàí ïåðåâîçîê,
ïðè êîòîðîì íåõâàòêà òîâàðà ðàñïðåäåëèòñÿ òàê, ÷òîáû ñóììàðíûå
òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû áûëè ìèíèìàëüíûìè. Äëÿ ïîèñêà òàêîãî ïëà-
íà ê ìàòðèöå ñòîèìîñòåé Ñ äîáàâèì ôèêòèâíóþ ñòðîêó (èëè ñòîëáåö).
Ïðèïèøåì äîáàâî÷íîé ñòðîêå (èëè ñòîëáöó) íóëåâûå ñòîèìîñòè ïå-
ðåâîçîê è êîëè÷åñòâî òîâàðà, äåëàþùåå çàäà÷ó ñáàëàíñèðîâàííîé.
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В1                В2              В3               В4 

                 10          40             15            35 

 
А1 

 
А2 

 

 
А3 

x11

3  
x12

5  
x13

9  
x14

4  
x21

7  
x22

1  
x23

6  
x24

8  
x31

0  
x32

9  
x33

2  
x34

3  

 
50
  
20
 
  
30

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ äàííîé çàäà÷è èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

Min L = 3õ11 + 5õ12 + 9õ13 + 4õ14 + 7õ21 + õ22 + 6õ23 + 8õ24 + 9õ32

+ 2õ33 + 3õ34 ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ:
õ11 + õ12 + õ13 + õ14 = 50;
õ21 + õ22 + õ23 + õ24 = 20;
õ31 + õ32 + õ33 + õ34 = 30;
õ11 + õ21 + õ31 = 10;
õ12 + õ22 + õ32 = 40;
õ13+ õ23 + õ33 = 15;
õ14 + õ24 + õ34 = 35;
õij = 0 (i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3, 4).

Îáû÷íî ýòè îãðàíè÷åíèÿ íå âûïèñûâàþò â ÿâíîì âèäå, èõ
äåðæàò â óìå. Âñå ðàñ÷åòû çàïèñûâàþò â òðàíñïîðòíîé òàáëèöå.

Êàê íàéòè äåøåâûé ïëàí ïåðåâîçîê? Â ïëàíå, ïîëó÷åííîì ñ
ïîìîùüþ ôîðìóëû (5), âñå ïåðåâîçêè ïîëîæèòåëüíû. Ìû èñ-
ïîëüçóåì è ñàìûå äîðîãèå, è ñàìûå äåøåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû
ñòîèìîñòåé. Ïîïðîáóåì íàéòè ïëàí ïåðåâîçîê, èñïîëüçóÿ â ïåð-
âóþ î÷åðåäü ñàìûå äåøåâûå âîçìîæíîñòè.

Â òàáëèöå â êëåòêàõ ðàñïîëîæèì çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ñòîèìî-
ñòåé, à â âåðõíåì ïðàâîì óãëó — íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ ïåðåâîçîê.
Â ïåðâîé ñòðîêå âûáåðåì ñàìóþ ìàëåíüêóþ ñòîèìîñòü — ýòî c11 =
3. Íàçíà÷èì âîçìîæíî áîëüøóþ ïåðåâîçêó, äîïóñêàåìóþ îãðà-
íè÷åíèÿìè íà ñïðîñ è îáúåì ïðîèçâîäñòâà. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ
ïåðåâîçêà â ýòîé ñòðîêå ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 50 åäèíèö òîâàðà, à
â ñòîëáöå íå áîëåå 10, òî íàçíà÷àåì ïåðåâîçêó õ11 = min (50, 10)
= 10. Îãðàíè÷åíèÿ, ïðåäñòàâëÿåìûå ïåðâûì ñòîëáöîì, âûïîëíå-
íû, ïîýòîìó â ïåðâîì ñòîëáöå îñòàëüíûå ïåðåâîçêè äîëæíû áûòü
ðàâíû íóëþ, à â ñòðîêå íåîáõîäèìî ðàñïðåäåëèòü åùå 40 åäèíèö
òîâàðà. Ñëåäóþùàÿ ïî ìàëîñòè âåëè÷èíà â ñòðîêå c14 = 4. Çäåñü
íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ïåðåâîçêè ðàâíî 35, õ14 =35.
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Àíàëîãè÷íî îñòàëüíûå ïåðåâîçêè â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå ðàâíû íóëþ,
à â ñòðîêå íåîáõîäèìî ðàñïðåäåëèòü åùå ïÿòü åäèíèö òîâàðà. Èç
îñòàâøèõñÿ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñòîèìîñòåé â ïåðâîé ñòðîêå ñàìîå
ìàëåíüêîå c12 = 5, íå ðàñïðåäåëåíî åùå 5 åäèíèö. Ïîëîæèì õ12 =
5. Òåïåðü îãðàíè÷åíèÿ, ïðåäñòàâëÿåìûå ïåðâîé ñòðîêîé, âûïîë-
íåíû, âñå íåíàçâàííûå ïåðåìåííûå â ïåðâîé ñòðîêå ïîëàãàþòñÿ
ðàâíûìè íóëþ. Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé ñòðîêå. Ïîâòîðÿÿ àíàëî-
ãè÷íûå äåéñòâèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ïåðåìåí-
íûõ óæå îïðåäåëåíû (ðàâíû íóëþ), ïîëîæèì õ22 = 20. Òåïåðü
âûïîëíåíû îãðàíè÷åíèÿ, ïðåäñòàâëÿåìûå âòîðîé ñòðîêîé, ïîëà-
ãàåì îñòàëüíûå ïåðåìåííûå â ñòðîêå ðàâíûìè íóëþ, ïåðåõîäèì
ê òðåòüåé ñòðîêå. Çäåñü õ33 = 15 è õ32 = 15.

Ïîëó÷åí íåêîòîðûé ïëàí ïåðåâîçîê Õ(1), çàïèøåì åãî â òàá-
ëèöå è ïîäñ÷èòàåì åãî ñòîèìîñòü 8 .

             В1           В2         В3          В4 
10

3  
5

5  9  
35

4  

7  
20

1  6  8  

0  
15

9  
15

2  3  
        10          40             15            35 

А1 

 

А2 

 

А3 

50 
  
20 
 
 30
 

Ñòîèìîñòü ïëàíà Õ(1): L
(1) = 3⋅10 + 5⋅5 + 4⋅35 + 20 + 9⋅15 +

2⋅15 = 380 (åä.).
Ïðè ïðèìåíåíèè ýòîãî àëãîðèòìà ìû ïîëó÷èì ïëàí ïåðåâî-

çîê, ñîäåðæàùèé íå áîëåå ÷åì m + n - 1 íåíóëåâóþ ïåðåâîçêó 9 .
Ïëàí, ñîäåðæàùèé ðîâíî m + n - 1 íåíóëåâûõ ïåðåâîçîê, íàçû-
âàåòñÿ íåâûðîæäåííûì.

Ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íàõîäèòü äîñòàòî÷íî
õîðîøèé ïëàí, êîòîðûé, ê ñîæàëåíèþ, íå âñåãäà îïòèìàëåí,
çàòî åãî ïîèñê íå òðåáóåò áîëüøèõ âðåìåííûõ çàòðàò. ×àñòî òàêîé
ïëàí ÿâëÿåòñÿ íåïëîõèì ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì. Àëãîðèòìû òà-
êîãî ðîäà, äàþùèå äîñòàòî÷íî ðàçóìíûå âàðèàíòû, íî íå âñåãäà
ïðèâîäÿùèå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ, íàçûâàþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèìè.
Äàííûé ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì îòíîñèòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì
__________________

8 Â êëåòêàõ ìàòðèöû, ãäå íå óêàçàíà âåëè÷èíà ïåðåâîçêè, ïåðå-
âîçêà ðàâíà íóëþ.

9 ×èñëî íåíóëåâûõ ïåðåâîçîê ñâÿçàíî ñ ÷èñëîì áàçèñíûõ ïåðå-
ìåííûõ ñèñòåìû óðàâíåíèé  (ñì. ñèìïëåêñ-ìåòîä).
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«æàäíûì àëãîðèòìàì». Â íåì ìû ñìîòðèì íà îäèí øàã âïåðåä è
âûáèðàåì ðåøåíèå, îïòèìàëüíîå íà ýòîì øàãå. Ýòîò àëãîðèòì íå
ãàðàíòèðóåò îïòèìàëüíîñòè, òàê êàê, èñòðàòèâ ìåíüøå íà ïåð-
âîì øàãå, ìû, ìîæåò áûòü, áîëüøå èñòðàòèì â äàëüíåéøåì.

Ìû ìîãëè áû ïîëó÷èòü äðóãîé ïëàí, åñëè áû ïðèìåíèëè
òîò æå ñàìûé àëãîðèòì, íà÷àâ ñ äðóãîé ñòðîêè (íàïðèìåð, ñ
òðåòüåé) èëè ñî ñòîëáöîâ, à íå ñî ñòðîê.

 
1

1
xc      

2
2

xc  

     
3

3
xc       

4
4

xc  

Íîâûé ïëàí ïåðåâîçîê:

1
1c dx −

 2
2c dx +  

3
3c dx +  4 4c dx −  

Ïîäñ÷èòàåì ñòîèìîñòü íîâîãî ïëàíà è ñðàâíèì ñî ñòîèìîñ-
òüþ ñòàðîãî.

Lñò = c1õ1 + ñ2õ2 + ñ3õ3 + ñ4õ4, Líîâ = c1(õ1 — d) + ñ2(õ2 + d) +
ñ3(õ3 + d) + ñ4(õ4 — d) = c1õ1 + ñ2õ2 + ñ3õ3 + ñ4õ4 + d (ñ2+ ñ3 — (c1 +
ñ4)) = Lñò + d (c2 + ñ3 — (ñ1+ ñ4)). Ñòîèìîñòü ïëàíà óìåíüøèòñÿ,
åñëè ñóììà ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè áîëüøå ñóììû ýëåìåí-
òîâ ïîáî÷íîé äèàãîíàëè, è óâåëè÷èòñÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïëàí
ñòàíåò äåøåâëå, åñëè óìåíüøàòü ïåðåâîçêè íà äèàãîíàëè ñ áîëü-
øåé ñóììîé ñòîèìîñòåé. Àëãîðèòìû, â êîòîðûõ íåáîëüøèìè èç-
ìåíåíèÿìè óëó÷øàåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé âàðèàíò ðåøåíèÿ, íà-
çûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè.

Îáîáùàÿ âûøåñêàçàííîå, âûäåëèì â ìàòðèöå ñòîèìîñòåé
äâå ïðîèçâîëüíûå ñòðîêè è äâà ñòîëáöà. Ïóñòü ýòî ñòðîêè ñ íî-
ìåðàìè i1, i2 è ñòîëáöû k1, k2. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê, îáðàçî-

âàííûé ýëåìåíòàìè ìàòðèöû ñòîèìîñòåé ci k1 1
, ci k1 2

, ci k2 1
, ci k2 2 .

11kic  21kic  

12kic  22kic  

Íàçîâåì ïðÿìîóãîëüíèê íåïðàâèëüíûì, åñëè íà äèàãîíàëè ñ
áîëüøåé ñóììîé òàðèôîâ íåò íóëåâûõ ïåðåâîçîê. Íåïðàâèëüíûé
ïðÿìîóãîëüíèê èñïðàâèì, óìåíüøèâ ïåðåâîçêè íà äèàãîíàëè ñ
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áîëüøåé ñóììîé ñòîèìîñòåé è óâåëè÷èâ íà äèàãîíàëè ñ ìåíü-
øåé ñóììîé. Âåëè÷èíà, íà êîòîðóþ èçìåíÿþòñÿ ïåðåâîçêè, ðàâ-
íà ìèíèìàëüíîé ïåðåâîçêå íà äèàãîíàëè ñ áîëüøåé ñóììîé òà-
ðèôîâ. Òàêîé ïëàí ïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå, ïëàí Õ(1)
 ìîæåò áûòü óëó÷øåí.

Íåïðàâèëüíûé ïðÿìîóãîëüíèê ñîñòàâëÿþò 1-ÿ, 3-ÿ ñòðîêè è 1-é,
2-é ñòîëáöû. c11 + ñ32 = 3 + 9=12, ñ12 + ñ31 = 0 + 5 = 5. 12 > 5, à îáå
ïåðåâîçêè, îòâå÷àþùèå áîëüøåé äèàãîíàëè, ïîëîæèòåëüíû:
õ11 = 10, à õ32 = 15.

 3
10

  5
5

 

 0   9
15

 

Ïîñêîëüêó â ïëàíå âñå ïåðåâîçêè ìîãóò áûòü òîëüêî íåî-
òðèöàòåëüíûìè, òî ïåðåâîçêà õ11 ìîæåò áûòü óìåíüøåíà íå áî-
ëåå, ÷åì íà 10 åäèíèö, à õ32 íå áîëåå, ÷åì íà 15. Min (10,15) = 10.
Ïîýòîìó âíóòðè äàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïåðåðàñïðåäåëèì 10
åäèíèö òîâàðà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðåâîçêó õ11 óìåíüøèì íà
10 åäèíèö, òîãäà õ12 óâåëè÷èì íà 10, õ32 óìåíüøèì íà 10, à õ31

óâåëè÷èì íà 10. Ïîëó÷èì õ11 = 0, õ12 = 15, õ31 = 10, õ32 = 5.

3   5
15

 

 0
10

  9
5

 

Ðàçíîñòü ñòîèìîñòåé äèàãîíàëåé ðàâíà (3+9) — (0+5) = 7. Â
ïðÿìîóãîëüíèêå ïåðåðàñïðåäåëåíî 10 åäèíèö òîâàðà. Íàø âûèã-
ðûø â ñòîèìîñòè ðàâåí 10⋅7 = 70. Óáåäèìñÿ â ýòîì, èñïîëüçóÿ
íåïîñðåäñòâåííûé ïîñ÷åò ñòîèìîñòè íîâîãî ïëàíà.

Îáîçíà÷èì íîâûé ïëàí Õ(2). Åãî ñòîèìîñòü L(2) = 5⋅15 + 4⋅35
+ 20 + 9⋅5 + 2⋅15 =310 (åä.). Çäåñü ñíîâà âûäåëèì íåïðàâèëüíûé
ïðÿìîóãîëüíèê c12, ñ14, ñ32, ñ34 è èçìåíÿåì ïëàí, ïåðåðàñïðåäåëèâ
5 åäèíèö òîâàðà.

Неправильный пр<моугольник.            Измененный пр<моугольник. 

 

 

 

 5
15

  4
35

 

 9
5

  3  

5
20

  4
30

 

 9   3
5

 

Íîâûé ïëàí Õ(3) äåøåâëå ïðåäûäóùåãî íà 25 åäèíèö. L(3) = 285.
Âûïèøåì åãî â âèäå ìàòðèöû.
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Х(3) = 
















515010

00200

300200

.

Â ïëàíå Õ(3) âñå ïðÿìîóãîëüíèêè ïðàâèëüíûå. Èòàê, åñëè â
ïëàíå èìåþòñÿ íåïðàâèëüíûå ïðÿìîóãîëüíèêè, òî îí íå îïòè-
ìàëåí. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü îáðàòíîå? Îêàçûâàåòñÿ, íåò. Âîç-
ìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà âñå ïðÿìîóãîëüíèêè ïðàâèëüíûå, à ïëàí
íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Â ýòîì ñëó÷àå èçìåíåíèÿ äîëæíû çàò-
ðîíóòü áîëåå ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïåðåâîçîê.

Òî÷íûå àëãîðèòìû

Ìû íàó÷èëèñü ðåøàòü òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó ýâðèñòè÷åñêè-
ìè àëãîðèòìàìè. Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ æàäíîãî àëãîðèòìà ìû ïî-
ëó÷èëè ïåðâîíà÷àëüíûé ïëàí, à ïîòîì ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîãî
àëãîðèòìà (èñïðàâëåíèå íåïðàâèëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ) ïîïû-
òàëèñü åãî óëó÷øèòü. Íî îòñóòñòâèå íåïðàâèëüíûõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ íå ãàðàíòèðóåò îïòèìàëüíîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ.

Íèæå ìû ðàññìîòðèì äâà òî÷íûõ àëãîðèòìà — ìåòîä ïîòåí-
öèàëîâ è âåíãåðñêèé àëãîðèòì. Îáà ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðîé
ìîäèôèêàöèåé ñèìïëåêñ-ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çà-
äà÷è. Íî èçëàãàþòñÿ ýòè ìåòîäû òàê, ÷òî çíàíèå ñèìïëåêñ-ìåòî-
äà íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ïîíèìàíèÿ. Îáà ìåòîäà îïèðà-
þòñÿ íà ëåììó îá îïòèìàëüíîñòè è ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ìàòðèöû ñòîèìîñòåé.

Ëåììà îá îïòèìàëüíîñòè. Åñëè ñòîèìîñòü ïëàíà ïåðåâîçîê Õ,
ïîäñ÷èòàííàÿ ïî ìàòðèöå ñòîèìîñòåé Ñ, ðàâíà íóëþ, à â ìàòðèöå
Ñ íåò îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî ýòîò ïëàí îïòèìàëåí.

Ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü èçäåðæåê L îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà
ïðîèçâåäåíèé ñòîèìîñòè ñij íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåâîçêó õij. Òàê
êàê âñå ïåðåâîçêè íåîòðèöàòåëüíû ïî óñëîâèÿì çàäà÷è, à ýëå-
ìåíòû ìàòðèöû ñòîèìîñòåé íåîòðèöàòåëüíû ïî óñëîâèþ ëåììû,

òî L
i j

i j i jc x= ∑
,

 íà ëþáîì ïëàíå. Ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîé

(ïî ñòîèìîñòè) ïëàí îïòèìàëåí.
Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ëåììà îá îïòèìàëüíîñòè

áåñïîëåçíà, òàê êàê â ðåàëüíîñòè íå áûâàåò ïëàíîâ ïåðåâîçîê ñ
íóëåâîé ñòîèìîñòüþ. ×òîáû åå ïðèìåíèòü, íàäî óìåòü ïðåîáðà-
çîâûâàòü ìàòðèöó ñòîèìîñòåé.
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Cëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû ñòîèìîñòåé íàçîâåì
ýêâèâàëåíòíûìè. Îò êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðèöû
âû÷òåì (èëè ïðèáàâèì) íåêîòîðóþ ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó. Äëÿ
êàæäîé ñòðîêè (ñòîëáöà) ýòî ìîæåò áûòü ñâîÿ âåëè÷èíà. Ïîëó-
÷èì íîâóþ ìàòðèöó Ñ ′. Ñðàâíèì ñòîèìîñòè ïðîèçâîëüíîãî ïëà-
íà, ïîäñ÷èòàííûå ïî ìàòðèöå Ñ è ïî ìàòðèöå Ñ ′. Ïóñòü

С = 
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ccc
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mnmm

n

n

...
...........................

...

...

21

22221

11211

ìàòðèöà ñòîèìîñòåé. Ñòîèìîñòü ïëàíà ïåðåâîçîê â ýòîì ñëó÷àå

ðàâíà xc ijij
ji

L ∑=
,

.

Ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû ñòîèìîñòåé. Îò i-é ñòðî-
êè îòíèìåì íåêîòîðîå ÷èñëî ai, à îò j-ãî ñòîëáöà îòíèìåì íåêî-
òîðîå ÷èñëî bj.
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−β1      −β2     ...  −βm 

− α1 

− α2  

! 
− αn 

Ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê ñ ìàòðèöåé ñòîèìîñòåé Ñ ′ ñîñòàâèò
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==
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Òî åñòü íîâàÿ ñòîèìîñòü êàæäîãî ïëàíà îòëè÷àåòñÿ îò ïðå-
æíåé íà âåëè÷èíó, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò ïåðåâîçîê xij. Ýòà âåëè-
÷èíà îäèíàêîâà äëÿ ëþáîãî ïëàíà. Ïîýòîìó ïëàí, îïòèìàëüíûé
äëÿ îäíîé ìàòðèöû, îïòèìàëåí è äëÿ äðóãîé.
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Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ

Ïóñòü íàéäåí íåêîòîðûé ïëàí X. Ïîïðîáóåì äîêàçàòü åãî
îïòèìàëüíîñòü. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó ñòîèìîñòåé òàê,
÷òîáû âñå ïåðåâîçêè îñóùåñòâëÿëèñü ïî ýëåìåíòàì íóëåâîé ñòî-
èìîñòè. Òîãäà ýòîò ïëàí ïî íîâîé ìàòðèöå áóäåò èìåòü íóëåâóþ
ñòîèìîñòü. Åñëè â ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöå ñòîèìîñòåé íå îêà-
æåòñÿ îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî ñîãëàñíî ëåììå îá îïòèìàëü-
íîñòè ýòîò ïëàí îïòèìàëåí.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû ñòîèìîñ-
òåé. Âû÷òåì èç êàæäîé ñòðîêè i íåêîòîðîå αi, à èç êàæäîãî ñòîë-
áöà j íåêîòîðîå βj. α i è βj âûáåðåì òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîé íåíóëå-
âîé ïåðåâîçêè õij âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

ijji c=+ βα .

×èñëà α1, α2,..., αm, β1, β2,..., βn îáû÷íî íàçûâàþò ïîòåíöèàëà-
ìè ñòðîê è ñòîëáöîâ, à ñàì ìåòîä — ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ. Âûïè-
ñûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äëÿ êàæäîé íåíóëåâîé ïåðå-
âîçêè, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â ýòîé ñèñòåìå
÷èñëî ïåðåìåííûõ ðàâíî (m + n), à ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó
íåíóëåâûõ ïåðåâîçîê íàøåãî ïëàíà.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó. Ìîæåò ëè ýòà ñèñòå-
ìà èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå? Íåò! Åñëè ïîòåíöèàëû âñåõ ñòðîê,
òî åñòü âñå α i, óâåëè÷èòü, íàïðèìåð, íà 5, à ïîòåíöèàëû âñåõ
ñòîëáöîâ, òî åñòü âñå βj, óìåíüøèòü íà 5, òî íîâûå ïîòåíöèàëû
òîæå óäîâëåòâîðÿþò âñåì óðàâíåíèÿì ñèñòåìû. Åñëè ýòà ñèñòåìà
èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, òî îíà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî ðåøåíèé.

Íàéäåì êàêîå-ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû. Íàïðèìåð,
ïîëîæèì10  α1 = 0. Íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå âûáèðàåì óðàâíå-
íèå, â êîòîðîì îäíà ïåðåìåííàÿ óæå îïðåäåëåíà, à äðóãàÿ åùå
íåò, è îïðåäåëÿåì íîâóþ ïåðåìåííóþ. Ðåøèâ ñèñòåìó, âû÷òåì
îò êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèé
ïîòåíöèàë. Ìàòðèöà ñòîèìîñòåé èçìåíèòñÿ. Â íåé ïîÿâÿòñÿ íóëå-
âûå ñòîèìîñòè òàì, ãäå èìåþòñÿ íåíóëåâûå ïåðåâîçêè. Ñòîèìîñòü
ýòîãî ïëàíà ïî ýòîé èçìåíåííîé ìàòðèöå ðàâíà 0. Â ñëó÷àå îòñóò-
ñòâèÿ â ìàòðèöå ñòîèìîñòåé îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ íàéäåí-
íûé ïëàí îïòèìàëåí.
__________________

10 Ìîæíî ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå.
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Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó. Ââåäåì ïîòåíöèàëû. Ïî ïåðåìåííûì,
ñîîòâåòñòâóþùèì íåíóëåâûì ïåðåâîçêàì ïëàíà Õ(3), ñîñòàâèì ñè-
ñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (6). Ïîëàãàÿ α1 = 0, ïîëó÷àåì: β2 = 5,
β4 = 4, α2 = -4, α3=-1, β1 = 1, β3 =3.

Ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó ñòîèìîñòåé.
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Ìàòðèöà ñòîèìîñòåé Ñ´ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû Ñ ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè, íå èçìåíÿþùèìè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Ñ´ íå ñîäåð-
æèò îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, ñòîèìîñòü ïëàíà Õ(3), âû÷èñëåí-
íàÿ ïî ýòîé ìàòðèöå, ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îí îïòèìàëåí
äëÿ ìàòðèöû Ñ´, à ñëåäîâàòåëüíî è äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîé ìàòðèöû
Ñ. Çàäà÷à ðåøåíà.

Çàìå÷àíèå. Ñ÷èòàòü ïîòåíöèàëû ìîæíî ïðÿìî íà òàáëèöå,
íå âûïèñûâàÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (6), ñì. ÷åðòåæ.
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Åñëè â íîâîé ìàòðèöå ñòîèìîñòåé åñòü õîòÿ áû îäèí îò-
ðèöàòåëüíûé ýëåìåíò, òî óñëîâèÿ ëåììû íå âûïîëíåíû, è ìû
íå ìîæåì áûòü óâåðåíû â îïòèìàëüíîñòè íàøåãî ïëàíà. Ñòî-
èìîñòü ýòîãî ïëàíà ðàâíà íóëþ, íî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ïëàí
îòðèöàòåëüíîé ñòîèìîñòè (âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îòðèöàòåëüíûå
ýëåìåíòû ñâèäåòåëüñòâóþò î íåçàìå÷åííûõ íåïðàâèëüíûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêàõ).

Âûáåðåì â òðàíñïîðòíîé òàáëèöå êëåòêó, êîòîðîé ñîîòâåò-
ñòâóåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå â ìàòðèöå ñòîèìîñòåé. Íàì âû-
ãîäíî èçìåíèòü ïëàí, óâåëè÷èâ ïåðåâîçêó â ýòîé êëåòêå. Èçìå-
íèâ (óâåëè÷èâ èëè óìåíüøèâ) ïåðåâîçêó â êàêîé-òî êëåòêå, ìû
äîëæíû êîìïåíñèðîâàòü ýòî èçìåíåíèå (óìåíüøèâ èëè óâåëè-
÷èâ ñîîòâåòñòâåííî êàêóþ-òî ïåðåâîçêó â ýòîé ñòðîêå è êàêóþ-
òî ïåðåâîçêó â ýòîì ñòîëáöå). Êëåòêè, â êîòîðûõ èçìåíèëèñü
ïåðåâîçêè, îáðàçóþò öèêë. Öèêë — ýòî çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ ëè-
íèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ. Âåð-
øèíû ëîìàíîé íàõîäÿòñÿ â òåõ êëåòêàõ òàáëèöû, â êîòîðûõ íà-
õîäÿòñÿ íåíóëåâûå ïåðåâîçêè. Îòðåçêè ëîìàíîé ìîãóò ñîåäèíÿòü
òîëüêî ýëåìåíòû, èìåþùèå íåíóëåâûå ïåðåâîçêè è ñòîÿùèå â
îäíîì ñòîëáöå èëè â îäíîé ñòðîêå. Òàêîé öèêë îáÿçàòåëüíî ñó-
ùåñòâóåò, åñëè ïëàí áûë íåâûðîæäåííûé, òî åñòü ñîäåðæàë (n+m-
1) íåíóëåâóþ ïåðåâîçêó. Íàéäÿ òàêîé öèêë, ïîìå÷àåì åãî êëåòêè
çíàêàìè «+» è «-», íà÷èíàÿ ñî çíàêà «+» â íà÷àëüíîé êëåòêå ñ
îòðèöàòåëüíîé ñòîèìîñòüþ. Çàòåì çíàêè äîëæíû ÷åðåäîâàòüñÿ. Ìû
óâåëè÷èì ïåðåâîçêó âî âñåõ êëåòêàõ, ïîìå÷åííûõ çíàêîì «+», è
óìåíüøèì ïåðåâîçêó âî âñåõ êëåòêàõ, ïîìå÷åííûõ çíàêîì «-».
Èçìåíåíèå ïåðåâîçêè íàäî ñäåëàòü íà âåëè÷èíó ìèíèìàëüíîé èç
ïåðåâîçîê, îòìå÷åííûõ çíàêîì «-». Íîâûé ïëàí áóäåò èìåòü ìåíü-
øóþ ñòîèìîñòü.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èëè
ñëåäóþùóþ òàáëèöó. ñ21 < 0. Ïîïðîáóåì óâåëè÷èòü ïåðåâîçêó õ21.

8             14              17               4                 14        

           1            0             2             7            2    
                    6                                                     6  
         - 2             5             0            0              6    

      х 2 1                            1 0           4                         1 4  

           0            3             4             2             0         
      8                                                     5            1 3  
          3              0            0            4              0  
                   8             7                          9            2 4   
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Íà÷èíàåì ïîñòðîåíèå öèêëà ñ âåðøèíû õ21. Íàéäåííûé öèêë
èìååò âèä, êàê íà ðèñóíêå.

   +                                     _ 
 х21                                    10 

  _                                                                         + 
     8                                                                  5 

                                      +                                     _ 
                                     7                                      9 

Ñðåäè âåðøèí, ïåðåâîçêè â êîòîðûõ äîëæíû áûòü óìåíü-
øåíû, èùåì ìèíèìàëüíóþ ïåðåâîçêó. Min (10, 9, 8) = 8. Èçìå-
íÿåì ïëàí, óâåëè÷èâàÿ íà 8 åäèíèö ïåðåâîçêè â âåðøèíàõ ñî
çíàêîì ïëþñ è óìåíüøàÿ íà 8 åäèíèö â âåðøèíàõ ñî çíàêîì
ìèíóñ. Â èçìåíÿåìîé ÷àñòè ïëàí ñòàíåò òàêèì:

х 2 1= 8                                    2

                                                                             1 3

                                      1 5                                     1

Íîâûé ïëàí:

8              14              17          4              14 

           1           0            2            7           2   
                    6                                                    6 
         -2            5            0           0             6   
       8                             2            4                         14  
           0           3            4            2            0        
                                                           13           13 
          3             0           0           4             0 
                   8            15                        1          24  

ßâëÿåòñÿ ëè îí îïòèìàëüíûì? Äëÿ òîãî ÷òîáû îòâåòèòü íà
ýòîò âîïðîñ, íåîáõîäèìî âíîâü ïðåîáðàçîâàòü ìàòðèöó ñòîèìîñ-
òåé. Ïðè ýòîì äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî âûáðàòü
íà÷àëüíóþ ìàòðèöó, à ìîæíî è èçìåíåííóþ.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è
ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ

Øàã 1. Ïîäîáðàòü íåêîòîðûé ïåðâîíà÷àëüíûé ïëàí
ïåðåâîçîê.

Øàã 2. Èñïîëüçóÿ íåïðàâèëüíûå ïðÿìîóãîëüíèêè (åñëè îíè
åñòü), óëó÷øèòü èìåþùèéñÿ ïëàí (ìåòîä ëîêàëüíîãî ïîèñêà).

Øàã 3. Ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëîâ ïðåîáðàçîâàòü ìàòðèöó ñòî-
èìîñòåé ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó (ñàìîìó ëó÷øåìó èç íàéäåííûõ) ïëàíó.
Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â íîâîé ìàòðèöå ñòî-
èìîñòåé, íàéäåííûé ïëàí îïòèìàëåí. Åñëè ïîÿâèëñÿ îòðèöàòåëü-
íûé ýëåìåíò, òî èçìåíÿåì ïëàí òàê, ÷òîáû íà ýòîì ìåñòå áûëà
íåíóëåâàÿ ïåðåâîçêà. Ïîëó÷àåì íîâûé ïëàí. Ïîâòîðÿåì øàã 3.

Òîíêîñòè àëãîðèòìà

Âñåãäà ëè ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ
èìååò ðåøåíèå? Ñèñòåìà ñîäåðæèò (n + m) ïåðåìåííûõ. Ïðè ðå-
øåíèè ñèñòåìû (6) âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ. Ðàññìîòðèì èõ áîëåå
äåòàëüíî.

Ñëó÷àé 1. Ïîëîæèâ α1 = 0, íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòå-
ìû, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿÿ âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå. Â ýòîì ñëó÷àå
â ñèñòåìå (n + m - 1) óðàâíåíèå.

Ñëó÷àé 2. Ïîëîæèâ α1 = 0, ìû íå ñìîãëè îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëèòü âñå ïîòåíöèàëû. Îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò òîëüêî íå-
èçâåñòíûå âåëè÷èíû. Òîãäà ñíîâà âûáåðåì íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ
è çàäàäèì åé íåêîòîðîå çíà÷åíèå (îáû÷íî ðàâíîå íóëþ). Ïðîäîë-
æèì âû÷èñëåíèÿ. Ýòîò øàã ìîæåò áûòü ïðèäåòñÿ ïîâòîðèòü íå-
ñêîëüêî ðàç. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â òîì ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî
óðàâíåíèé ìåíüøå (n + m - 1). Ïëàí, â êîòîðîì ÷èñëî ïîëîæè-
òåëüíûõ ïåðåâîçîê ìåíüøå (n + m - 1), íàçûâàþò âûðîæäåííûì.

Ñëó÷àé 3. Ñèñòåìà ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå â
ìàòðèöå ïåðåâîçîê åñòü öèêë (ñì. îïèñàíèå öèêëà), âåðøèíû
êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò íåíóëåâûì ïåðåâîçêàì. Äëÿ ïðîâåðêè òîãî,
÷òî ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, ïðèìåíèì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó.
Íàçîâåì åå ïðîöåäóðîé ðàçâàëà. Âû÷åðêíåì â ìàòðèöå âñå ñòðîêè
è ñòîëáöû ñ îäíîé ïåðåâîçêîé. Áóäåì ïîâòîðÿòü ýòî, ïîêà âîç-
ìîæíî. Åñëè ìû âû÷åðêíóëè âñå ñòðîêè è âñå ñòîëáöû ìàòðèöû,
òî öèêëà íåò, è ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå.

Íà ïðèìåðå ýòî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì
ìàòðèöó ïåðåâîçîê
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×èñëî íåíóëåâûõ ïåðåâîçîê ðàâíî 6. Ýòî ðàâíî ÷èñëó ñòðîê
ïëþñ ÷èñëî ñòîëáöîâ ìèíóñ 1. Âû÷åðêíåì ñòðîêó 2, ñòîëáåö 1,
ñòîëáåö 3. Ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ ïîÿâèëèñü íîâûå ñòðîêè è ñòîëá-
öû ñ îäíîé íåíóëåâîé ïåðåâîçêîé. Ñîõðàíÿÿ ïðåæíþþ íóìåðà-
öèþ, âû÷åðêíåì ñòîëáåö 2 è ñòðîêó 3. Â ìàòðèöå îñòàëñÿ îäèí
íåíóëåâîé ýëåìåíò à14, âû÷åðêíåì è åãî. Ìàòðèöà ðàçâàëèëàñü.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (6) ðàçðåøèìà.

Åñëè íåíóëåâûõ ïåðåâîçîê â ïëàíå áîëüøå, ÷åì (n+m-1), òî
ìàòðèöà íàâåðíÿêà íå ðàçâàëèòñÿ, òî åñòü ìû íå ñìîæåì óäàëèòü
âñå ñòðî÷êè è ñòîëáöû. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ìàòðèöû îáÿçàòåëüíî
ñóùåñòâóåò öèêë. Âûäåëèì åãî. Îòìåòèì âåðøèíû öèêëà çíàêàìè
«+» è «-», ÷åðåäóÿ èõ. ×èñëî òåõ è äðóãèõ â öèêëå âñåãäà îäèíà-
êîâî. Ïîäñ÷èòàåì ñóììó ñòîèìîñòåé âî âñåõ âåðøèíàõ, îòìå÷åí-
íûõ îäèíàêîâûìè çíàêàìè. Ñðàâíèì èõ è âûáåðåì áîëüøóþ ñóììó.
Óìåíüøèì âñå ïåðåâîçêè â âåðøèíàõ ñ òåì çíàêîì, êîòîðîìó
ñîîòâåòñòâóåò áîëüøàÿ ñóììà. Óìåíüøåíèå ïðîèçâåäåì íà ìèíè-
ìàëüíóþ ïåðåâîçêó ñðåäè ýòèõ âåðøèí. Â âåðøèíàõ, îòìå÷åííûõ
äðóãèì çíàêîì, ïåðåâîçêè óâåëè÷èì íà òó æå âåëè÷èíó. Íàïðè-
ìåð, åñëè ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü áîëüøå ó ïëþñîâ, òî ìû ïîëó-
÷èì ïëàí ìåíüøåé ñòîèìîñòè, åñëè óìåíüøèì ïåðåâîçêè ó âñåõ
ïëþñîâ è óâåëè÷èì ïåðåâîçêè ó âñåõ ìèíóñîâ. Åñëè ñóììû ñòî-
èìîñòåé îäèíàêîâû, òî âûáåðåì ñóììó ñ ïðîèçâîëüíûì çíàêîì
è ïðîäåëàåì òàêèå æå äåéñòâèÿ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ èçìåíåíèå ïåðå-
âîçîê äåëàåòñÿ íà âåëè÷èíó, ìèíèìàëüíóþ èç óìåíüøàåìûõ ïå-
ðåâîçîê. Ýòà ïðîöåäóðà àíàëîãè÷íà èñïðàâëåíèþ íåïðàâèëüíûõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Ïðè ïîÿâëåíèè â ìàòðèöå ñòîèìîñòåé îòðèöàòåëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ, äîáàâëÿåì ê êëåòêàì ñ íåíóëåâûìè ïåðåâîçêàìè êëåòêó
ñ îòðèöàòåëüíîé ñòîèìîñòüþ è èùåì öèêë. Äëÿ ïîèñêà öèêëà
ìîæíî ñíîâà ïðèìåíèòü ïðîöåäóðó ðàçâàëà. Åñëè ãðàô ðàçâàëèò-
ñÿ ïîëíîñòüþ, òî öèêëà íåò. Â ýòîì ñëó÷àå íàäî äîáàâèòü ýòó
êëåòêó ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ ïîèñêà ïîòåíöèàëîâ è çàíîâî
ðåøèòü ñèñòåìó. Åñëè öèêë íàéäåí, òî ïåðåðàñïðåäåëèì ïåðåâîçêè.
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Âåíãåðñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è

Âûøå íàìè áûë ðàññìîòðåí îäèí èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òðàíñ-
ïîðòíîé çàäà÷è — ìåòîä ïîòåíöèàëîâ. Ïðèìåíÿÿ ýòîò ìåòîä, ìû
ñíà÷àëà íàõîäèì êàêîé-ëèáî ïëàí ïåðåâîçîê, à çàòåì ïðåîáðàçó-
åì ìàòðèöó ñòîèìîñòåé òàê, ÷òîáû âñå ïåðåâîçêè îñóùåñòâëÿ-
ëèñü ïî ýëåìåíòàì íóëåâîé ñòîèìîñòè. Åñëè ïðè ýòîì âñå ýëå-
ìåíòû íîâîé ìàòðèöû íåîòðèöàòåëüíû, òî íàéäåííûé ïëàí îï-
òèìàëåí. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âåíãåðñêèì àëãîðèòìîì áóäåì èñ-
êàòü ïëàí, èñïîëüçóÿ ïåðåâîçêè òîëüêî íóëåâîé ñòîèìîñòè. Åñëè
ìû íå ìîæåì íàçíà÷èòü âñå ïåðåâîçêè ïî ýëåìåíòàì íóëåâîé
ñòîèìîñòè, òî áóäåì ïðîèçâîäèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû ñòî-
èìîñòåé Ñ: îòíèìàòü èëè ïðèáàâëÿòü ê ñòðîêàì è ñòîëáöàì ñîîò-
âåòñòâóþùèå ÷èñëà. Ïðè ýòîì â ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöå íå äîë-
æíî áûòü îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ïëàí, îïòèìàëüíûé äëÿ èñõîäíîé ìàòðèöû ñòîèìîñòåé, îïòèìà-
ëåí è äëÿ ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû è íàîáîðîò. Åñëè ìû ïåðå-
âåçëè âñå, ÷òî òðåáóåòñÿ, òî, ñîãëàñíî ëåììå îá îïòèìàëüíîñòè
(â ìàòðèöå áåç îòðèöàòåëüíûõ ñòîèìîñòåé ïëàí íóëåâîé ñòîèìî-
ñòè çàâåäîìî îïòèìàëåí), çàäà÷à ðåøåíà.

Îïèñàíèå àëãîðèòìà áóäåì ñîïðîâîæäàòü ïðèìåðîì åãî ðåà-
ëèçàöèè. Ðàññìîòðèì ïðèìåð 1. Ýòîò ïðèìåð áûë ðåøåí íàìè ðà-
íåå ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ. Ïóñòü çàäàíà òðàíñïîðòíàÿ òàáëèöà.

    3     5      9    4  

    7     1      6    8  

    0     9      2     3  

50 

20 

30 

10          40       15        35 
Âñå ïåðåâîçêè íóæíî îñóùåñòâëÿòü òîëüêî ïî ýëåìåíòàì

íóëåâîé ñòîèìîñòè. Îäíàêî â ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû ñòîèìîñòåé
íåò íè îäíîãî íóëÿ. Âû÷òåì èç âñåõ ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè
ìàòðèöû ñòîèìîñòåé åå ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò, òî åñòü 3. Òàê êàê
â ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû íàäî ðàñïðåäåëèòü 50 åäèíèö òîâàðà, à
ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè êàæäîé åäèíèöû òîâàðà ñòàíåò ïî íîâîé
ìàòðèöå íà 3 åäèíèöû äåøåâëå, òî ñòîèìîñòü ëþáîãî ïëàíà ïî
íîâîé ìàòðèöå äåøåâëå íà 150 (3×50) åäèíèö, ÷åì ïî ñòàðîé.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ.
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Ïóñòü L(Õ) — ñòîèìîñòü ïëàíà ïåðåâîçîê Õ (Õ = {xij}), ïîä-
ñ÷èòàííàÿ ïî ïåðâîíà÷àëüíîé ìàòðèöå ñòîèìîñòåé Ñ;

Ñk — ìàòðèöà ñòîèìîñòåé, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå k-ãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ;

Lk(Õ) — ñòîèìîñòü ïëàíà ïåðåâîçîê X, ïîäñ÷èòàííàÿ ïî ìàò-
ðèöå ñòîèìîñòåé Ñk.

Òîãäà, ïðè ðàññìîòðåííîì ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèöû, äëÿ
ëþáîãî X:

L
1
(Õ) = L(Õ)

 
-150.

Àëãîðèòì

Øàã 1. Ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó ñòîèìîñòåé Ñ, îòíèìàÿ îò êàæ-
äîé ñòðîêè ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ýòîé ñòðîêè 11 .

Øàã 2. Îòíèìåì îò êàæäîãî ñòîëáöà, íå èìåþùåãî íóëåâûõ
ýëåìåíòîâ, åãî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò 12 .

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî øàãà àëãîðèòìà ìàòðèöà ñòî-
èìîñòåé ïðèìåò âèä:

 3 5 9 4 -3 

7 1 6 8 -1 

0 9 2 3  

0 2 6 1 

6 0 5 7 

0 9 2 3 

L1(X) = L(X) — 3⋅50 = L(X) — 150.

L2(X) = L1(X) — 1⋅20 = L(X) — 170.
Ïîñëå âòîðîãî øàãà àëãîðèòìà:

0 2 6 1  

6 0 5 7  

0 9 2 3  

  (-2) (-1)  

0 2 4 0  

6 0 3 6  

0 9 0 2  

L3(Õ)= L2(Õ) — 2⋅15 = L2(Õ) — 30 = L(Õ) — 200.

L4(Õ)= L3(Õ) — 35 = L(Õ) — 235.

__________________

11 Ïîñëå ýòîãî â êàæäîé ñòðîêå îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäèí 0.
1 2 Ïîñëå ýòîãî â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå èìååòñÿ õîòÿ

áû îäèí 0. Íà âñåõ ýòàïàõ àëãîðèòìà â ìàòðèöå ñòîèìîñòåé íå äîëæíî
áûòü îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ.
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0    2     4   0

    6    0     3   6

    0    9     0    2

50

20

30
10          40       15        35

Ïîïûòàåìñÿ âûÿñíèòü, ìîæíî ëè ïî èìåþùèìñÿ íóëÿì ðå-
àëèçîâàòü âåñü ïëàí ïåðåâîçîê. Â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå â êàæäîé
ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå åñòü õîòÿ áû îäèí íóëü. Íî èíîãäà
ñòðîêå èëè ñòîëáöó îäíîãî íóëÿ íåäîñòàòî÷íî. Íàïðèìåð, â òðå-
òüåé ñòðîêå åñòü äàæå äâà íóëÿ. Íî íóëü â ïåðâîì ñòîëáöå ìîæåò
îáåñïå÷èòü íå áîëåå 10 åäèíèö òîâàðà, à íóëü â òðåòüåì ñòîëáöå
íå áîëåå 15. Âìåñòå îíè äàäóò íå áîëåå 25, à ñòðîêå íàäî 30. Â
äàííîì ñëó÷àå îñóùåñòâèòü âñå ïåðåâîçêè ïî èìåþùèìñÿ íóëÿì
íåâîçìîæíî. Íàäî ñäåëàòü â òðåòüåé ñòðîêå åùå íóëè. Äëÿ ýòîãî
îòíèìåì îò òðåòüåé ñòðîêè åå ìèíèìàëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò,
òî åñòü 2. ×òîáû â íîâîé ìàòðèöå íå ïîÿâèëîñü îòðèöàòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ, ê ñòîëáöàì, èìåþùèì â ýòîé ñòðîêå íóëè, ïðèáàâèì 2.

Ïðè âñåõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìàòðèöû ñòîèìîñòü ëþáîãî ïëà-
íà äîëæíà óìåíüøàòüñÿ. Âû÷èòàÿ 2 îò 4-ãî ñòîëáöà, ìû óìåíü-
øèì ñòîèìîñòü ïëàíà íà 2×30 åäèíèö. Ïðèáàâèâ 2 ê 1-ìó è 2-ìó
ñòîëáöàì, ìû óâåëè÷èì ñòîèìîñòü íà âåëè÷èíó 2× (10+15). Ïî-
ýòîìó

L5(Õ) = L4(Õ) — 10 = L(Õ) — 245.
Ìàòðèöà ñòîèìîñòåé ïðèìåò âèä:

0 2 4 0  

6 0 3 6  

0 9 0 2 (-2) 

(+2)  (+2)   

2 2 6 0  

8 0 5 6  

0 7 0 0  

    

Ïåðâîé ñòðîêå íàäî ïåðåâåçòè 50 åäèíèö òîâàðà. Òàì åñòü
òîëüêî îäèí íóëü, êîòîðûé ìîæåò îáåñïå÷èòü íå áîëåå 35 åäè-
íèö. Ñäåëàåì â ïåðâîé ñòðîêå åùå íóëè. Îòíèìåì 2 îò ïåðâîé
ñòðîêè è ïðèáàâèì 2 ê 4-ìó ñòîëáöó. Ìàòðèöà ñòîèìîñòåé ïðè-
ìåò âèä:

2 2 6 0 (-2) 

8 0 5 6  

0 7 0 0  

   (+2)  

0 0 4 0 

8 0 5 8 

0 7 0 2 
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L6(Õ) = L5(Õ) — 2⋅50 + 2⋅35 = L(Õ) — 275.
3-é ñòðîêå îïÿòü íå õâàòàåò ïåðåâîçêè. Íàäî ñäåëàòü â òðå-

òüåé ñòðîêå åùå íóëè. Äëÿ ýòîãî ìîæíî îòíÿòü îò òðåòüåé ñòðîêè
åå ìèíèìàëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò, òî åñòü 2. ×òîáû â íîâîé
ìàòðèöå íå ïîÿâèëèñü îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû, íàäî ê òåì ñòîë-
áöàì, ãäå â ýòîé ñòðîêå ñòîÿëè íóëè, ïðèáàâèòü 2. Ìàòðèöà ñòî-
èìîñòåé ïðèìåò âèä:

0 0 4 0        2 0 6 0 

8 0 5 8   10 0 7 8 

0 7 0 2 (-2)  0 5 0 0 

(+2)  (+2)        

L7(X) = L6(X) — 2 ⋅ 30 + 2 ⋅ (15+10) = L6(X)— 10 = L(X) — 285.

Øàã 3. Ïðîâåðèòü, õâàòàåò ëè èìåþùèõñÿ íóëåé êàæäîé
ñòðîêå è ñòîëáöó â îòäåëüíîñòè. Äëÿ ýòîãî ñðàâíèòü ïîòðåáíîñòè
ñòðîêè (ñòîëáöà) ñ ñóììàðíîé âîçìîæíîñòüþ âñåõ íóëåé ýòîé
ñòðîêè (ñòîëáöà). Åñëè íå õâàòàåò, ñäåëàòü íîâûå íóëè â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñòðîêå (ñòîëáöå).

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ìû ìîãëè çàìåòèòü, ÷òî âî âòî-
ðîì ñòîëáöå áûë òîëüêî îäèí íóëü, êîòîðûé ìîã äàòü 20 åäèíèö
òîâàðà, à ñòîëáöó íàäî 40. ×òîáû ðàçðåøèòü ýòîò êîíôëèêò, ìû
ìîãëè áû îòíÿòü îò âòîðîãî ñòîëáöà ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ýòîãî
ñòîëáöà è ïðèáàâèòü ýòîò ýëåìåíò êî âòîðîé ñòðîêå. Â äàííîì
ñëó÷àå ýòîò êîíôëèêò ðàçðåøèëñÿ ñàì ïðè óñòðàíåíèè äðóãèõ
êîíôëèêòîâ.

Øàã 4. Ïî ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöå ñòîèìîñòåé èùåì ïëàí,
íàçíà÷àÿ âîçìîæíî áîëüøèå ïåðåâîçêè òàì, ãäå ñòîÿò íóëåâûå
ñòîèìîñòè. Ïðè ýòîì ðåêîìåíäóåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü âûáèðàòü
òàêèå ñòðîêè (ñòîëáöû), â êîòîðûõ åäèíñòâåííûé íóëü, íå çà-
ïîëíåííûé ïåðåâîçêîé. Åñëè òàêîé ïëàí íàéäåí, òî çàäà÷à ðåøå-
íà, íàéäåííûé ïëàí îïòèìàëåí. Íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòàòü ñòîèìîñòü
ïëàíà ïåðåâîçîê ïî ïåðâîíà÷àëüíîé ìàòðèöå ñòîèìîñòåé. Åñëè æå
íàì íå óäàëîñü ïîñòðîèòü òàêîé ïëàí, òî ïåðåéäåì ê øàãó 5.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå â ïåðâîé ñòðîêå 2 íóëÿ. Ïîêà åå
ïðîïóñòèì. Âî âòîðîé ñòðîêå òîëüêî îäèí íóëü. Íàçíà÷èì íà íåãî
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ïåðåâîçêó. Ñòðîêå íàäî 20. Ñòîëáåö ìî-
æåò äàòü 40. Íàçíà÷èì x22 = 20. Â òðåòüåé ñòðîêå 3 íóëÿ. Ïîêà
ïðîïóñòèì. Ïåðåéäåì ê ñòîëáöàì. Â ïåðâîì ñòîëáöå îäèí íóëü.
Íàçíà÷èì x31 = 10. Âî âòîðîì ñòîëáöå äâà íóëÿ, íî îäèí óæå
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çàíÿò. Íà îñòàâøèéñÿ íóëü íàçíà÷èì x12 = 20. Â òðåòüåì ñòîëáöå
îäèí íóëü. Íàçíà÷èì x33 = 15. Îñòàâøèåñÿ ïåðåâîçêè íàçíà÷èì â
4-é ñòîëáåö (x34 = 5, x14 = 30). Ìû ñìîãëè íàçíà÷èòü âñå ïåðåâîçêè
íà ýëåìåíòû íóëåâîé ñòîèìîñòè.

2 020 6 030 50 

10 020 7 8 20 

010 5 015 05 30 

10 40 15 35  

Âñå òðåáîâàíèÿ íà ïåðåâîçêè âûïîëíåíû, ñëåäîâàòåëüíî,
ýòî äîïóñòèìûé ïëàí. Åãî ñòîèìîñòü ïî ïîñëåäíåé ìàòðèöå ðàâíà
0. Òàê êàê â íåé íåò îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî ïëàí íóëåâîé
ñòîèìîñòè îïòèìàëåí. À òàê êàê ìû äåëàëè òîëüêî ýêâèâàëåíò-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî ýòîò ïëàí îïòèìàëåí è äëÿ ïåðâîíà÷àëü-
íîé ìàòðèöû. Ìû íàøëè îïòèìàëüíûé ïëàí X*. Åãî ñòîèìîñòü ïî
ïîñëåäíåé ìàòðèöå ñòîèìîñòåé ðàâíà íóëþ.

L7(X
*) = 0; L(X*) = 285.

Ïðîâåðüòå, ÷òî ñòîèìîñòü ýòîãî ïëàíà ïî èñõîäíîé ìàòðèöå
ðàâíà 285.

Åñëè ïëàí íå íàéäåí, òî íå âñåãäà ïîíÿòíî, ïî÷åìó ýòî
ïðîèçîøëî — òî ëè èç-çà òîãî, ÷òî ïëîõî áûëè íàçíà÷åíû ïåðå-
âîçêè ïî èìåþùèìñÿ íóëÿì, òî ëè èìåþùèõñÿ íóëåé íåäîñòà-
òî÷íî äëÿ ïåðåâîçêè âñåãî òîâàðà. Âûïîëíåíèå øàãà 5 ïîçâîëèò
îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ.

Øàã 5. Àëãîðèòì ðàññòàíîâêè ìåòîê:
A) Âûäåëèì íåäîâîëüíóþ 13  ñòðîêó è îòìåòèì åå.
B) Åñëè îòìå÷åíà ñòðîêà, òî îòìåòèì âñå òå ñòîëáöû, ó

êîòîðûõ â ýòîé ñòðîêå íóëåâûå ñòîèìîñòè.
C) Åñëè îòìå÷åí ñòîëáåö, òî îòìå÷àåì âñå òå ñòðîêè, ó

êîòîðûõ â ýòîì ñòîëáöå íåíóëåâûå ïåðåâîçêè.
Ïóíêòû Â è Ñ ïîâòîðÿþòñÿ. Åñëè ìû îòìåòèëè íåäîâîëüíûé

ñòîëáåö, òî ïåðåéòè ê ïóíêòó D1. Åñëè ìû íå ìîæåì ñäåëàòü
íîâûõ îòìåòîê, òî ïåðåéòè ê ïóíêòó D2.

__________________

13 Áóäåì íàçûâàòü ñòðîêó «íåäîâîëüíîé», åñëè ïðåäëîæåíèå â
ýòîé ñòðîêå ðåàëèçîâàíî íå ïîëíîñòüþ. Àíàëîãè÷íî áóäåì íàçûâàòü
ñòîëáåö «íåäîâîëüíûì», åñëè ñïðîñ â ýòîì ñòîëáöå ïîëíîñòüþ íå
óäîâëåòâîðåí.
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Àëãîðèòì ðàññòàíîâêè ìåòîê ïðèâîäèò ê îäíîé èç äâóõ ñè-
òóàöèé. Îäíó èç íèõ íàçîâåì ñèòóàöèåé ïðîðûâà. Îíà âîçíèêàåò â
òîì ñëó÷àå, åñëè ìû ïîìåòèëè «íåäîâîëüíûé» ñòîëáåö. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ìû ïëîõî ðàñïðåäåëèëè ïåðåâîçêè ïî èìåþùèìñÿ íóëÿì.
Ïëàí ïåðåâîçîê áóäåò èçìåíåí è îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåâåçåííîãî
òîâàðà áóäåò óâåëè÷åíî. Äðóãóþ ñèòóàöèþ íàçîâåì «óçêîå ìåñòî».
Â ýòîì ñëó÷àå ïî èìåþùèìñÿ íóëÿì íåâîçìîæíî ðåàëèçîâàòü âñå
ïåðåâîçêè. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ñòîèìîñòåé áóäåò ïðåîáðàçî-
âàíà. Â ìàòðèöå ïîÿâÿòñÿ íîâûå íóëè, à ñòîèìîñòü ëþáîãî ïëàíà
ïî íîâîé ìàòðèöå áóäåò ìåíüøå, ÷åì ïî ñòàðîé. Ðàññìîòðèì êàæ-
äóþ èç ýòèõ ñèòóàöèé áîëåå ïîäðîáíî.

D1 ) Ñèòóàöèÿ «ïðîðûâà». Ïåðåðàñïðåäåëèì ïåðåâîçêè. Íà
ïåðåñå÷åíèè «íåäîâîëüíîãî» ñòîëáöà è ñòðîêè, èç-çà êîòîðîé îí
áûë îòìå÷åí, ïåðåâîçêó óâåëè÷èì. ×òîáû ñîõðàíèòü âåëè÷èíó
ïåðåâîçêè â ýòîé ñòðîêå, óìåíüøèì ïåðåâîçêó â ñòðîêå è ñòîëá-
öå, èç-çà êîòîðîãî îíà áûëà îòìå÷åíà. ×òîáû ñîõðàíèòü âåëè÷èíó
ïåðåâîçêè â ýòîì ñòîëáöå, óâåëè÷èì ïåðåâîçêó â ñòîëáöå è ïî-
ìåòèâøåé åãî ñòðîêå. È ò. ä., ïîêà íå äîéäåì äî «íåäîâîëüíîé»
ñòðîêè. Ìû ïåðåâåçëè áîëüøåå êîëè÷åñòâî òîâàðà. Åñëè ïåðåâåçëè
âñå, ÷òî íàäî, òî ïîëó÷èëè îïòèìàëüíûé ïëàí. Åñëè îïÿòü ïåðå-
âåçëè íå âñå, òî ïîâòîðÿåì øàã 5.

D2 ) Ñèòóàöèÿ «óçêîå ìåñòî». Íàõîäèì ìèíèìàëüíûé ýëå-
ìåíò â îòìå÷åííûõ ñòðîêàõ ìàòðèöû ñòîèìîñòåé, èñêëþ÷àÿ ýëå-
ìåíòû îòìå÷åííûõ ñòîëáöîâ. Îòíèìàåì åãî îò êàæäîé îòìå÷åí-
íîé ñòðîêè è ïðèáàâëÿåì ê êàæäîìó îòìå÷åííîìó ñòîëáöó. Ïîñëå
ýòîãî âûïîëíÿåì øàã 3.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð 2. Äàííûå çàäà÷è ïðåäñòàâëåíû â òðàíñ-
ïîðòíîé òàáëèöå ìàòðèöåé ñòîèìîñòåé, óêàçàíû òàêæå ñïðîñ è
ïðåäëîæåíèå. Â òàáëèöå ÷åòûðå ïóíêòà ïðåäëîæåíèÿ, è ïÿòü ïóí-
êòîâ ïîòðåáëåíèÿ. Ðåøèì çàäà÷ó, ïðèìåíÿÿ âåíãåðñêèé àëãîðèòì.

11 12 11 12 10 

9 10 7 8 9 

14 12 13 12 14 

9 10 8 10 11 

 

20 

15 

17 

18 

12       15       14       20       9 
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Ïðîâåðèì óñëîâèå áàëàíñà. Ñóììàðíûé ñïðîñ ðàâåí (12 +
15 + 14 + 20 + 9) = 70. Ñóììàðíîå ïðåäëîæåíèå ðàâíî (20 + 15
+ 17 + 18) = 70. Çàäà÷à ñáàëàíñèðîâàíà.

Âûïîëíèì øàã 1. Âû÷òåì èç êàæäîé ñòðîêè åå ìèíèìàëü-
íûé ýëåìåíò.

11 12 11 12 10 (-10) 

9 10 7 8 9 (-7) 

14 12 13 12 14 (-12) 

9 10 8 10 11 (-8) 

1 2 1 2 0 

2 3 0 1 2 

2 0 1 0 2 

1 2 0 2 3 

     
Â êàæäîé ñòðîêå ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû åñòü íóëè.
L1(X)= L(X) — (10⋅20 + 7⋅15 + 12⋅17 + 8⋅18) = L(X) — 653.
Çäåñü è äàëåå L(X) — ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè, ïîäñ÷èòàííàÿ ïî

èñõîäíîé ìàòðèöå ñòîèìîñòåé, à Lk(X) — ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè ïîñëå
k-ãî èçìåíåíèÿ ìàòðèöû ñòîèìîñòåé.

Âûïîëíèì øàã 2. Ïîñêîëüêó â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå â ïåð-
âîì ñòîëáöå íåò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, îòíèìåì îò ïåðâîãî ñòîëáöà
åãî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò 1.

1 2 1 2 0  

2 3 0 1 2  

2 0 1 0 2  

1 2 0 2 3  

(-1)      

0 2 1 2 0 

1 3 0 1 2 

1 0 1 0 2 

0 2 0 2 3 

     

Â êàæäîé ñòðîêå è ñòîëáöå ìàòðèöû åñòü íóëè.
L2(X)= L1(X) — 12 = L(X) — 665.

Âûïîëíèì øàã 3. Ïðîâåðÿåì, õâàòàåò ëè èìåþùèõñÿ íóëåé
êàæäîé ñòðîêå è ñòîëáöó â îòäåëüíîñòè.

Âèäèì, ÷òî âî âòîðîé ñòðîêå íóëü íàõîäèòñÿ òîëüêî â òðå-
òüåì ñòîëáöå, êîòîðîìó òðåáóåòñÿ 14 åäèíèö òîâàðà. Íàèáîëüøàÿ
ïåðåâîçêà çäåñü ñîñòàâèò 14 åäèíèö, â òî âðåìÿ êàê 2-é ñòðîêå
íàäî 15 åäèíèö. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëàí íóëåâîé ñòîèìîñòè ïî
èìåþùèìñÿ íóëÿì ïîñòðîèòü íåâîçìîæíî. Âòîðîé ñòðîêå íå õâà-
òàåò íóëåé. Îïðåäåëèì ìèíèìàëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ýòîé
ñòðîêè. Îí ðàâåí 1. Âû÷èòàåì åäèíèöó èç âòîðîé ñòðîêè è ïðè-
áàâëÿåì åå ê òðåòüåìó ñòîëáöó.

L3(X) = L2(X) — 15 +14 = L2(X) — 1 = L(X) — 666.
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0 2 1 2 0  

1 3 0 1 2 (-1) 

1 0 1 0 2  

0 2 0 2 3  

  (+1)    

0 2 2 2 0 

0 2 0 0 1 

1 0 2 0 2 

0 2 1 2 3 

     

Ïîâòîðèì øàã 3. Ïðîâåðèì, õâàòàåò ëè èìåþùèõñÿ íóëåé
êàæäîé ñòðîêå è ñòîëáöó â îòäåëüíîñòè.

0 2 2 2 0   20 

0 2 0 0 1   15 

1 0 2 0 2   17 

0 2 1 2 3   18 

12  15 14 20 9  
Âèäèì, ÷òî â ÷åòâåðòîé ñòðîêå íóëü íàõîäèòñÿ òîëüêî â

ïåðâîì ñòîëáöå. Íàèáîëüøàÿ ïåðåâîçêà çäåñü ñîñòàâèò 12 åäè-
íèö, â òî âðåìÿ êàê 4-é ñòðîêå íàäî 18 åäèíèö. Âû÷òåì èç 4-é
ñòðîêè ìàòðèöû ñòîèìîñòåé 1, à ê ïåðâîìó ñòîëáöó ïðèáàâèì 1.

0 2 2 2 0  

0 2 0 0 1  

1 0 2 0 2  

0 2 1 2 3 (-1) 

(+1)      

1 2 2 2 0 

1 2 0 0 1 

2 0 2 0 2 

0 1 0 1 2 

     

L4(X) = L3(X) — 18 +12 = L3(X) — 6 = L(X) — 672.
Âíîâü ïîâòîðèì øàã 3.

1 2 2 2 0   20 

1 2 0 0 1   15 

2 0 2 0 2   17 

0 1 0 1 2   18 

12  15 14 20 9  

Òî÷íî òàê æå âûäåëèì ïåðâóþ ñòðîêó, âû÷òåì èç íåå 1 è
ïðèáàâèì 1 ê ïÿòîìó ñòîëáöó.
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0 1 1 1 0  

1 2 0 0 2  

2 0 2 0 3  

0 1 0 1 3  

      

1 2 2 2 0 (-1) 

1 2 0 0 1  

2 0 2 0 2  

0 1 0 1 2  

    (+1)  

L5(X) = L4(X) — 20 + 9 = L4(X) — 11 = L(x) — 683.

Âûïîëíèì øàã 4. Ïîïðîáóåì ïî èìåþùèìñÿ íóëÿì ïîñòðî-
èòü ïëàí ïåðåâîçîê.

08 1 1 1 09   20 

1 2 0 015 2   15 

2 015 2 02 3   17 

04 1 014 1 3   18 

12  15 14 20 9  

Âî âòîðîì ñòîëáöå îäèí íóëü. Íàçíà÷èì ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
íóþ ïåðåâîçêó â 15 åäèíèö (x32 = 15). Òîãäà â òðåòüåé ñòðîêå
îñòàåòñÿ îäèí íóëåâîé ýëåìåíò. Çäåñü íàçíà÷èì ïåðåâîçêó â äâå
åäèíèöû, ÷òîáû âûïîëíèòü òðåáîâàíèÿ, íàëàãàåìûå ñòðîêîé (x34

= 2). Òåïåðü â 4-ì ñòîëáöå îñòàëñÿ îäèí íóëü. ×òîáû âûïîëíèòü
òðåáîâàíèÿ, íàëàãàåìûå ñòðîêîé, íåîáõîäèìî íàçíà÷èòü ïåðå-
âîçêó â 18 åäèíèö, íî âòîðàÿ ñòðîêà, â êîòîðîé ñòîèò íóëü,
ïîçâîëÿåò ïîñòàâèòü òîëüêî 15 åäèíèö. Íàçíà÷èì ïåðåâîçêó â 15
åäèíèö (x24 = 15). Ïîñêîëüêó ïðåäëîæåíèå, ïðåäñòàâëÿåìîå 2-é
ñòðîêîé óäîâëåòâîðåíî, òî íà íóëåâîé ýëåìåíò, ñòîÿùèé âî 2-é
ñòðîêå è 3-ì ñòîëáöå, íè÷åãî íå íàçíà÷àåì. Òåïåðü â òðåòüåì
ñòîëáöå è ÷åòâåðòîé ñòðîêå îñòàëñÿ îäèí íóëü, íà êîòîðûé ìîæ-
íî íàçíà÷èòü ïåðåâîçêó. Çäåñü ìû íàçíà÷èì 14 åäèíèö (x43 = 14).
×åòâåðòîé ñòðîêå íå õâàòàåò 4-õ åäèíèö, íàçíà÷èì èõ íà îñòàâ-
øèéñÿ íóëü â ÷åòâåðòîé ñòðîêå è ïåðâîì ñòîëáöå (x41 = 4). Ïðî-
äîëæàÿ, â ïåðâîì ñòîëáöå çàäàäèì çíà÷åíèå õ11 ðàâíîå 8 åäèíè-
öàì. È íà îñòàâøèéñÿ íóëü â ïåðâîé ñòðîêå (ïÿòûé ñòîëáåö)
íàçíà÷èì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ïåðåâîçêó â 9 åäèíèö (x15 = 9).
Óæå ïðè íàçíà÷åíèè ïåðåâîçêè x24, ñòàëî ÿñíî, ÷òî ïëàí íåëüçÿ
ïîñòðîèòü. Ìû íå ñìîãëè ïåðåâåçòè âñå, ÷òî íóæíî. Ïîýòîìó
ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ øàãà 5.

Îòìåòèì «íåäîâîëüíóþ» ñòðîêó. Ýòî ñòðîêà 1-ÿ. Ïîñòàâèì
îêîëî íåå çâåçäî÷êó.
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Ïî ýòîé ñòðîêå îòìåòèì ïåðâûé è ïÿòûé ñòîëáåö, òàê êàê
îíè èìåþò íóëè â ïåðâîé ñòðîêå.

Â ïåðâîì ñòîëáöå äâå íåíóëåâûå ïåðåâîçêè, â ñòðîêå 1 è
ñòðîêå 4. Ïåðâàÿ ñòðîêà óæå îòìå÷åíà, îòìåòèì ÷åòâåðòóþ ñòðîêó.

Ïî ÷åòâåðòîé ñòðîêå îòìåòèì òðåòèé ñòîëáåö, òàê êàê íà èõ
ïåðåñå÷åíèè ñòîèò íóëü. Íàêîíåö, ïî òðåòüåìó ñòîëáöó ìîæíî
îòìåòèòü òîëüêî ñòðîêó 4, îíà óæå îòìå÷åíà.

08 1 1 1 09   20*

1 2 0 015 2   15 

2 015 2 02 3   17 

04 1 014 1 3   18*

12*  15 14* 20 9*  
Ïðîöåññ ðàññòàíîâêè ìåòîê çàêîí÷èëñÿ. Ïðè ýòîì íå âûäå-

ëèëñÿ «íåäîâîëüíûé» ñòîëáåö. Çíà÷èò, ó íàñ îáîçíà÷èëàñü ñèòóà-
öèÿ «óçêîå ìåñòî». Â ñàìîì äåëå: îòìå÷åííûå ñòðîêè (ïåðâàÿ è
÷åòâåðòàÿ) âìåñòå òðåáóþò 20+18=38 åäèíèö òîâàðà. Ïåðåâîçêè â
ýòèõ ñòðîêàõ âîçìîæíû òîëüêî â îòìå÷åííûõ ñòîëáöàõ (ïåðâûé,
òðåòèé è ïÿòûé). Íî âìåñòå ýòè ñòîëáöû ìîãóò äàòü òîëüêî
12+14+9=35 åäèíèö òîâàðà. Òàê êàê 38>35, òî ðåàëèçîâàòü âñå
òðåáîâàíèÿ íà ïåðåâîçêè íåâîçìîæíî. Âûïîëíÿåì ïóíêò D2. Èç-
ìåíÿåì ìàòðèöó ñòîèìîñòåé. Â ñòðîêàõ 1 è 4 èùåì ìèíèìàëüíûé
ýëåìåíò, èñêëþ÷àÿ ýëåìåíòû 1, 3 è 5-ãî ñòîëáöîâ. Ýòî 1. Âû÷èòà-
åì åäèíèöó èç ïåðâîé è ÷åòâåðòîé ñòðîêè è ïðèáàâëÿåì åäèíèöó
ê 1, 3 è 5-ìó ñòîëáöàì.
L6(X) = L5(X) — 20 — 18 + 12 +14 + 9 = L5(X) — 3 = L(X) — 686.

Ïåðåéäåì ê âûïîëíåíèþ øàãà 4. Áóäåì ñòðîèòü ïëàí íóëå-
âîé ñòîèìîñòè ïî ïîñëåäíåé ìàòðèöå ñòîèìîñòåé.

011 0 2 0 09 20 

2 2 1 015 3 15 

3 015 3 02 4 17 

01 0 014 03 2 18 

12 15 14 20 9  

Â òðåòüåì ñòîëáöå åäèíñòâåííûé íóëü. Íàçíà÷àåì ïåðåâîçêó
â 14 åäèíèö (x33 = 14). Â ïÿòîì ñòîëáöå åäèíñòâåííûé íóëü. Íà-
çíà÷àåì ïåðåâîçêó â 9 åäèíèö (x15 = 9). Âî âòîðîé ñòðîêå îäèí
íóëü. Íàçíà÷èì íà íåãî ïåðåâîçêó â 15 åäèíèö (x24 = 15). Â äðóãèõ
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ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ íåò îäíîâàðèàíòíîñòè. Ïðîäîëæèì ïîñòðîå-
íèå ïëàíà, îðèåíòèðóÿñü íà ïðåäûäóùèé. Âåëè÷èíó õ11 ïîëîæèì
ðàâíîé 11 åäèíèöàì, óäîâëåòâîðèâ ïðè ýòîì ïîòðåáíîñòè 1-é
ñòðîêè, à õ41 — îäíîé åäèíèöå. Â òðåòüåé ñòðîêå è âòîðîì ñòîëáöå
îñòàâèì ïåðåâîçêó â 15 åäèíèö (x32 = 15), à â ÷åòâåðòîì — 2
åäèíèöû (x34 = 2). Çàâåðøèì ïîñòðîåíèå ïëàíà, çàäàâ çíà÷åíèå õ44

ðàâíîå 3, óäîâëåòâîðèâ òåì ñàìûì îãðàíè÷åíèÿ ÷åòâåðòîãî ñòîë-
áöà è ÷åòâåðòîé ñòðîêè. Ïîëó÷èëè ïëàí íóëåâîé ñòîèìîñòè.

Х = 



















  0   3   14  0    1

0   2   0   15   0

0   15    0  0   0

 9   0   0   0   11

. 

Ïëàí îïòèìàëåí ïî ïîñëåäíåé ìàòðèöå ñòîèìîñòåé. Òàê êàê
ìû äåëàëè òîëüêî ðàçðåøåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî îí îïòèìà-
ëåí è äëÿ ïåðåâîíà÷àëüíîé ìàòðèöû ñòîèìîñòåé. Ïîäñ÷èòàåì åãî
ñòîèìîñòü ïî ïåðâîíà÷àëüíîé ìàòðèöå. L = 11⋅11 + 10⋅9 + 8⋅15 +
12⋅15 + 12⋅2 + 9⋅1 + 8⋅14 + 10⋅3 = 686.

Ïîëó÷èëè, ÷òî L6(X) = 0 = L(X) — 686. Ñîâïàäåíèå ðåçóëü-
òàòîâ óâåëè÷èâàåò íàøó óâåðåííîñòü â ïðàâèëüíîñòè ïðîäåëàí-
íûõ âû÷èñëåíèé è â îòâåòå.

Çàìå÷àíèå: Ìû ðàññìîòðåëè 2 òî÷íûõ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ
òðàíñïîðòíîé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç íèõ âûïîë-
íÿåòñÿ

Òåîðåìà î öåëî÷èñëåííîñòè: Åñëè âñå çàïàñû òîâàðîâ è âñå
ïîòðåáíîñòè â íèõ öåëûå ÷èñëà, òî àëãîðèòì íàéäåò ðåøåíèå, ãäå
âñå ïåðåâîçêè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1.   4   11    4    4   1   30 
12    1    3   15   6   40 
5   12   10    7   8   20 
9    5   15    8  10 510 

120 130 160 170  20 

2.   8  7  6    8   11 190 
1  5 15    8    9   60 
9 10  3    7    6   70 
7  7  7   14    3 380 

150 60 90 200 200 

3.   6   4   7 12  14 130 
7  11 11   2  15  50 
1    3 10   3   7 110 
7  15 10   4  11 200 

140 200 10 10 130 

4.   4   1    6  13    1 150 
15  12  12   8   13 100 
11   4   12   3    8 100 
14   4    5  13    7 160 
90  80 110  40 190 

5.   6  11  15 15  10 160 
7   4    1   8   1   10 

10 14   6  12  10  180 
7   2   1   4    6  230 

110  70 180 50 170 

6.   5   1   1   8   12   70 
6   8   5   3   13 140 

12  15   8 15   14 190 
3   3  13   2    2 150 

40 150 110 80 170 
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Îòâåòû

1. L = 4780. õ13=30; õ23=40; õ33=20; õ41=120; õ42=130; õ43=70; õ44=170;
õ45=20.

2. L = 3690. õ14=190; õ21=60; õ33=60; õ34=10; õ41=90; õ42=60; õ43=30;
õ45=200.

3. L = 3020. õ12=130; õ21=40; õ24=10; õ31=40; õ32=70; õ41=60; õ43=10;
õ45=130.

4. L = 2820. õ11=10; õ15=140; õ21=80; õ24=20; õ32=80; õ34=20; õ43=110;
õ45=50.

5. L = 3140. õ11=110; õ15=50; õ25=10; õ33=70; õ35=110; õ42=70; õ43=110;
õ44=50.

6. L = 3030. õ12=70; õ22=60; õ24=80; õ31=40; õ32=20; õ33=110; õ35=20;
õ45=150.
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§6. ÇÀÄÀ×À ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐÀ

Êîììèâîÿæåð (áðîäÿ÷èé òîðãîâåö) äîëæåí îáúåõàòü n ãî-
ðîäîâ, ïîáûâàâ â êàæäîì ïî îäíîìó ðàçó, è âåðíóòüñÿ îáðàòíî.
Ìû õîòèì èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ îáúåçäà ãîðîäîâ
âûáðàòü íàèëó÷øèé.

×òî ìîæåò ÿâëÿòüñÿ êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè?
Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ìîãóò áûòü âûáðàíû

ðàçíûå âåëè÷èíû. Íàïðèìåð, âðåìÿ îáúåçäà ãîðîäîâ, ñóììàðíàÿ
ñòîèìîñòü èëè äëèíà ïðîéäåííîãî ïóòè. Ìû â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ
îïòèìàëüíîñòè âûáåðåì ñóììàðíóþ äëèíó ïðîéäåííîãî ïóòè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïðåäïîëîæèì, íåîáõîäèìî îáúåõàòü 5
ãîðîäîâ. Íóæíî îïðåäåëèòü ñàìûé êîðîòêèé ñïîñîá îáúåçäà ýòèõ
ãîðîäîâ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âîçìîæåí ïåðååçä èç ëþáîãî ãîðîäà â
ëþáîé äðóãîé è èçâåñòíà äëèíà êàæäîãî ïåðååçäà. Ýòà èíôîðìà-
öèÿ çàäàåòñÿ â âèäå ìàòðèöû.























×
×

×
×

×

7385

3976

1405

1796

3824

Íàçîâåì ýòó ìàòðèöó ìàòðèöåé ñòîèìîñòåé è áóäåì îáîçíà-
÷àòü áóêâîé Ñ. Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî íîìåð ñòðîêè ìàòðèöû óêà-
çûâàåò, îòêóäà ìû åäåì, à íîìåð ñòîëáöà — êóäà. Òàê, ñòîèìîñòü
ïåðååçäà èç ãîðîäà 1 â ãîðîä 2 îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ñ12, îí
ðàñïîëîæåí â 1-é ñòðîêå è 2-ì ñòîëáöå. Ýòà ñòîèìîñòü ðàâíà 4 (ñ12

= 4). Íà äèàãîíàëè ÷èñåë íåò, òàê êàê äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò
ñîîòâåòñòâóåò ïåðååçäó èç ãîðîäà â òîò æå ãîðîä. Èíîãäà êðåñòè-
êè ìîæíî ñ÷èòàòü íóëÿìè, èíîãäà áåñêîíå÷íîñòüþ. Ìàòðèöà ìî-
æåò íå áûòü ñèììåòðè÷íîé, òàê êàê ñòîèìîñòü ïðîåçäà èç À â Â
íå âñåãäà ðàâíà ñòîèìîñòè ïðîåçäà èç Â â À. Íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáúåçä íà÷èíàåòñÿ èç 1-ãî ãîðîäà.

Äàäèì ôîðìàëüíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è.
Çàäàíî ÷èñëî n è ìàòðèöà Ñ(n×n). Íàçîâåì ïåðåñòàíîâêîé

÷èñåë {1, 2,... , n} n-ìåðíûé âåêòîð õ = (x1, x2, x3,...…, xn) òàêîé, ÷òî



81

êàæäîå xi — ýòî öåëîå ÷èñëî îò 1 äî n è ïðè i ≠ j xi ≠ xj. Íà
ìíîæåñòâå âñåõ ïåðåñòàíîâîê ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

∑
−

= +
+=

1

1 11
)(

n

i nii xxxx cccxf .

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à: ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ f(x) íà ìíîæå-
ñòâå ïåðåñòàíîâîê.

Èíîãäà çàäà÷è ñ ðàçëè÷íûìè ñëîâåñíûìè ôîðìóëèðîâêàìè
ïðèâîäÿò ê îäíîé è òîé æå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó î ïåðåíàëàäêå ñòàíêà. Ïóñòü íà îäíîì ñòàíêå íàäî îáðàáî-
òàòü n äåòàëåé. Íàñ èíòåðåñóåò âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ, êîòî-
ðîå ñêëàäûâàåòñÿ èç ñóììàðíîãî âðåìåíè, çàòðà÷åííîãî íà îáðà-
áîòêó âñåõ äåòàëåé è âðåìåíè, çàòðà÷åííîãî íà ïåðåíàëàäêè ñòàíêà.
Åñëè ñðàçó ïîñëå i-é äåòàëè îáðàáàòûâàåòñÿ j-ÿ äåòàëü, òî íåîá-
õîäèìî çàòðàòèòü âðåìÿ tij íà ïåðåíàëàäêó ñòàíêà.

Íàäî âûáðàòü òàêîé ïîðÿäîê îáðàáîòêè äåòàëåé, ÷òîáû ñóì-
ìàðíîå âðåìÿ ïåðåíàëàäîê áûëî ìèíèìàëüíûì.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à î ïåðåíàëàäêå ýêâè-
âàëåíòíà çàäà÷å êîììèâîÿæåðà. Äîñòàòî÷íî äåòàëè íàçâàòü ãîðî-
äàìè, à âðåìÿ ïåðåíàëàäêè âðåìåíåì èëè ñòîèìîñòüþ ïåðååçäà. Â
äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü î çàäà÷å êîììèâîÿæåðà.

Âåðíåìñÿ ê íàøåìó ïðèìåðó. Âûáåðåì íåêîòîðûé ñïîñîá
îáúåçäà ãîðîäîâ. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðîåõàòü ïî ãîðîäàì â ïîðÿä-
êå âîçðàñòàíèÿ èõ íîìåðîâ. Òàêîìó îáúåçäó ñîîòâåòñòâóåò ïåðå-
ñòàíîâêà õ = (1, 2, 3, 4, 5).

 1  →→→→  2  →→→→  3  →→→→  4  →→→→  5  →→→→  1 
4 9 4 3 5

Çäåñü ñòðåëêè îçíà÷àþò ïóòü èç ãîðîäà â ãîðîä. Íàä ñòðåë-
êîé íàïèñàíà ñòîèìîñòü ïåðååçäà. Ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ýòîãî âà-
ðèàíòà îáúåçäà

f(x) = ñ12 + ñ23 + ñ34 + ñ45 + ñ51 = 4 + 9 + 4 + 3 + 5 = 25.
Ìû ðàññìîòðåëè ïðîèçâîëüíûé îáúåçä. Ìàëîâåðîÿòíî, ÷òî

îí áóäåò íàèëó÷øèì. Ïîïðîáóåì äåéñòâîâàòü èíà÷å, ðàññ÷èòûâàÿ
íà áîëåå óäà÷íîå ðåøåíèå. Ñòîèìîñòè ïåðååçäà èç 1-ãî ãîðîäà óêà-
çàíû â ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû ñòîèìîñòåé. Â 1-é ñòðîêå ìèíè-
ìàëüíûé ýëåìåíò ðàâåí 2, ýòî ýëåìåíò ñ13. Òîãäà èç ãîðîäà 1 ïî-
åäåì â ãîðîä 3. Â 3-é ñòðîêå ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ðàâåí 0, ýòî ñ32.
Òîãäà èç ãîðîäà 3 ïîåäåì â ãîðîä 2. Âî 2-é ñòðîêå ìèíèìàëüíûé
ýëåìåíò ðàâåí 1, ýòî ñ25. Òîãäà èç ãîðîäà 2 ïîåäåì â ãîðîä 5. Â
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ñòðîêå 5 ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò 3, ýòî ñ53, íî â 3-ì ãîðîäå ìû
áûëè. Ìû áûëè âåçäå êðîìå ãîðîäà 4. Òîãäà èç ãîðîäà 5 ïîåäåì â
4-é, à îòòóäà âåðíåìñÿ â ãîðîä 1. Ïîëó÷èëè õ = (1, 3, 2, 5, 4).

 1  →→→→  3  →→→→ 2  →→→→  5  →→→→  4  →→→→  1 
2 0 1 7 6

Çäåñü f(x) = ñ13+ ñ32 +ñ25 +ñ54+ ñ41 = 16. Ýòîò ðåçóëüòàò
ñóùåñòâåííî ëó÷øå ïðåäûäóùåãî. Ìû ïðèìåíèëè àëãîðèòì «èäè
â áëèæàéøèé», êîòîðûé äîñòàòî÷íî ðàçóìåí, íî íå ãàðàíòèðóåò
íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî âàðèàíòà. Òàêèå àëãîðèòìû íàçûâàþò
ýâðèñòè÷åñêèìè. Â äàííîì ñëó÷àå àëãîðèòì ñìîòðèò íà îäèí øàã
âïåðåä è âûáèðàåò ðåøåíèå, îïòèìàëüíîå íà ýòîì øàãó. Òàêèå
ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû íàçûâàþò æàäíûìè. Äëÿ íåêîòîðûõ çà-
äà÷ æàäíûå àëãîðèòìû äàþò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Íî ìîæíî
ïðèäóìàòü ïðèìåð, êîãäà àëãîðèòì «èäè â áëèæàéøèé» äàåò íàè-
õóäøåå èç âñåõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó-
÷àåâ îí äàåò äîñòàòî÷íî õîðîøåå ðåøåíèå.

Åñëè ìíîæåñòâî âàðèàíòîâ â êàêîé-òî çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ êî-
íå÷íûì, òî òåîðåòè÷åñêè ìîæíî íàéòè íàèëó÷øèé âàðèàíò ïåðå-
áîðîì âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ. Èíîãäà òàêîé ïåðåáîð óäîáíî
äåëàòü ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ðåøåíèé. Âåðøèíû åãî ñî-
îòâåòñòâóþò ìîìåíòàì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, à ðåáðà — âîçìîæ-
íûì ðåøåíèÿì.

Ïîñòðîèì äåðåâî âàðèàíòîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Â
ýòîé çàäà÷å ìû èùåì öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå ãîðîäà. Âàðè-
àíòû «1 → 2 → 3 → 4 → 5 → 1» è «3 → 4 → 5 → 1 → 2 → 3»
îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå öèêë. Ïîýòîìó, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âàðèàíòû íà÷èíàþòñÿ ñ 1. Ïðåä-
ïîëîæèì, ìû âûåõàëè èç ãîðîäà 1. Äàëåå ìîæíî ïîåõàòü â ãîðîä
2, 3, 4 èëè 5. Ïóñòü ìû âûáðàëè ãîðîä 4. Òàê êàê ìû óæå áûëè â
ãîðîäå 1, òî èç ãîðîäà 4 ìîæíî ïîåõàòü â ãîðîä 2, 3 èëè 5.
Âûáèðàåì, íàïðèìåð, 2. Êóäà ìû ìîæåì ïîåõàòü èç íåãî? Òàê
êàê ìû áûëè óæå â ãîðîäàõ 1 è 4, òî èç 2 ìîæíî ïîåõàòü ëèáî â
3, ëèáî â 5. Âûáèðàåì ãîðîä 3. Ïîñëåäíèé ãîðîä, â êîòîðîì ìû
íå áûëè — ýòî 5, ïîýòîìó èç 3 ìû âûíóæäåíû ïîåõàòü â 5 è
çàòåì âîçâðàùàåìñÿ â 1. Ëåãêî ïðîñëåäèòü òàêîé ïóòü ñëåäîâàíèÿ
íà íàøåì äåðåâå âàðèàíòîâ.
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                                                                                                 1 

                         2                                                   3                                                4                                               5 

        3           4           5                        2          4          5                           2         3           5                         2         3           4 

  4     5      3    5      3      4           4    5       2     5      2     4               3     5      2     5      2     3            3     4       2    4        2    3  

 5     4     5     3       4     3          5       4     5      2      4     2             5      3      5     2       3      2         4      3       4     2       3       2 

Îáùåå ÷èñëî âàðèàíòîâ ðàâíî (n-1)!
Òàêèå äåðåâüÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè ñëîæíûõ

çàäà÷ äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìû íå ìîæåì ôîðìàëèçîâàòü
ïðîöåññ ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ìû ðåøàåì, êàê âñòðåòèòü Íîâûé
ãîä. Ïðè ýòîì íóæíî âûáðàòü, ñ êåì åãî âñòðåòèòü, ãäå, êàêèå
ïîäàðêè äàðèòü è ò. ä. Îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû ìû äîëæíû â
êàêîì-òî ïîðÿäêå, è âîçìîæíûå îòâåòû íà î÷åðåäíîé âîïðîñ
ìîãóò çàâèñåòü îò òîãî, êàê ìû îòâåòèëè íà ïðåäûäóùèé âîïðîñ.

Ïîñòðîåíèå äåðåâà âàðèàíòîâ èìååò ñâîè íåäîñòàòêè è ïðå-
èìóùåñòâà. «Ïðîãóëÿâøèñü» ïî âñåì âåòâÿì íàøåãî äåðåâà, ìû
îáÿçàòåëüíî íàéäåì ëó÷øèé âàðèàíò, îäíàêî äåðåâî ìîæåò îêà-
çàòüñÿ ñëèøêîì áîëüøèì. Äëÿ óìåíüøåíèÿ ïåðåáîðà ïðèìåíÿåò-
ñÿ ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö. Â íåì ìû òàêæå áóäåì ñòðîèòü âåòâè
äåðåâà âàðèàíòîâ. Ïîýòîìó ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì âåòâåé. Ìû
íå áóäåì ðèñîâàòü âñå âåòâè. Çàâåäîìî ïëîõèå âåòâè áóäåì îòáðà-
ñûâàòü. Ïîýòîìó ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ãðàíèö. Ýòî ìåòîä
ðàçóìíîãî ïåðåáîðà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ïåðåáîð, è ìû íå
ïîòåðÿåì îïòèìàëüíûé âàðèàíò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî ðàçóìíûé
ïåðåáîð. Ìû íå ðàññìàòðèâàåì çàâåäîìî ïëîõèå âàðèàíòû.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöû ñòîèìîñòåé áåç îòðèöà-
òåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü ëó÷øèé èç íàéäåííûõ ñïîñîáîâ îáúå-
õàòü âñå ãîðîäà èìååò ñòîèìîñòü a. Åñëè â äàëüíåéøåì, ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè äåðåâà âàðèàíòîâ, íà óæå ñäåëàííûõ øàãàõ ìû çàòðà-
òèëè íå ìåíüøå a, òî òàêîé âàðèàíò ìîæíî îòáðîñèòü. Òàê êàê â
ìàòðèöå íåò îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, òî ñòîèìîñòü âàðèàíòà íå ìî-
æåò óìåíüøèòüñÿ, à ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èòüñÿ.
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Äëÿ óìåíüøåíèÿ ïåðåáîðà ðåêîìåíäóåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü ìàò-
ðèöó ñòîèìîñòåé. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïðèìåíÿÿ òå æå ïðîöåäó-
ðû, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ
âåíãåðñêèì àëãîðèòìîì.

Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé î íàçíà÷åíè-
ÿõ. Äàííûå îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöåé, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé
çàäàåò ñòîèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðååçäà èç îäíîãî ïóíêòà â
äðóãîé. Êîììèâîÿæåð äîëæåí ïðèåõàòü â êàæäûé ãîðîä ðîâíî
îäèí ðàç è ðîâíî îäèí ðàç äîëæåí âûåõàòü èç êàæäîãî ãîðîäà.
Åñëè ìû îòìåòèì â ìàòðèöå ñäåëàííûå ïîåçäêè, òî â êàæäîé
ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå áóäåò âûáðàí ðîâíî îäèí ýëåìåíò. Ïî-
ýòîìó ëþáîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è î êîììèâîÿæåðå äàåò
íàì äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ. Îáðàòíîå íåâåðíî,
òàê êàê åñëè ïåðâîãî ÷åëîâåêà íàçíà÷èòü íà 2 äîëæíîñòü, à âòî-
ðîãî íà ïåðâóþ, òî êîììèâîÿæåð äîëæåí áûë áû èç ãîðîäà 1
åõàòü â 2, à èç 2 â 1, ÷òî íåâîçìîæíî.

Êàê è ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ, ìû èìååì ïðàâî
ïðèáàâëÿòü ê ñòðîêàì è ñòîëáöàì ìàòðèöû ñòîèìîñòåé ïðîèç-
âîëüíûå ÷èñëà. Ïðè òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìíîæåñòâî âîçìîæ-
íûõ âàðèàíòîâ íå ìåíÿåòñÿ, à öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìåíÿåòñÿ íà êîí-
ñòàíòó. Ïëàí, îïòèìàëüíûé äëÿ íîâîé ìàòðèöû, îïòèìàëåí äëÿ
ñòàðîé è íàîáîðîò.

Îò êàæäîé ñòðîêè âû÷èòàåì åå ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò, ñ÷è-
òàÿ, ÷òî íà äèàãîíàëè ñòîÿò áåñêîíå÷íîñòè. Çàòåì âû÷òåì ìèíè-
ìàëüíûé ýëåìåíò èç òåõ ñòîëáöîâ, ãäå íåò 0.
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Ïîñëå ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, âòîðàÿ è ÷åòâåðòàÿ ñòðîêà
ïðåòåíäîâàëè íà 5-é ñòîëáåö. ×òîáû â ýòèõ ñòðîêàõ ïîÿâèëèñü
åùå íóëè, ìû îòíÿëè 1 îò 2-é è 4-é ñòðîêè è ïðèáàâèëè 1 ê 5-
ìó ñòîëáöó. Âûáèðàÿ åäèíñòâåííûå íóëè â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ,
óäàëîñü ïîìåòèòü 5 íóëåé, ñòîÿùèõ â ðàçíûõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ.
Ìû ðåøèëè çàäà÷ó î íàçíà÷åíèÿõ, íî ñîîòâåòñòâóåò ëè ýòî ðåøå-
íèå çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ ðåøåíèþ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà?
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Â 1-é ñòðîêå ìû îòìåòèëè 3-é ñòîëáåö. Çíà÷èò, êîììèâîÿ-
æåð èç ãîðîäà 1 ïîåäåò â ãîðîä 3. Â 3-é ñòðîêå ìû îòìåòèëè 2-é
ñòîëáåö. Çíà÷èò, êîììèâîÿæåð èç ãîðîäà 3 ïîåäåò â ãîðîä 2. Âî 2-é
ñòðîêå ìû îòìåòèëè 5-é ñòîëáåö. Çíà÷èò, êîììèâîÿæåð èç ãîðîäà
2 ïîåäåò â ãîðîä 5. Â 5-é ñòðîêå ìû îòìåòèëè 4-é ñòîëáåö. Çíà÷èò,
êîììèâîÿæåð èç ãîðîäà 5 ïîåäåò â ãîðîä 4. Â ñòðîêå 4 ìû îòìåòè-
ëè 1-é ñòîëáåö. Çíà÷èò, êîììèâîÿæåð èç ãîðîäà 4 ïîåäåò â ãîðîä
1. Äàííûå ïåðååçäû îáðàçóþò öèêë. Åãî äëèíà ïî ïîñëåäíåé ìàò-
ðèöå ðàâíà 0. Âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû íåîòðèöàòåëüíû. Ïëàí çàâå-
äîìî îïòèìàëåí äëÿ ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû, çíà÷èò îí îïòè-
ìàëåí è äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîé ìàòðèöû.

Ðàññìîòðèì äðóãîé ïðèìåð. Ïóñòü ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è î
íàçíà÷åíèÿõ ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ ìàòðèöó
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Ðåøåíèå çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ íå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ðåøåíèå çàäà÷è êîììèâîÿæåðà. Â ñàìîì äåëå, â ñòðîêå 1 ìû
îòìåòèëè ñòîëáåö 4. Çíà÷èò, êîììèâîÿæåð èç ãîðîäà 1 ïîåäåò â
ãîðîä 4. Â 4-é ñòðîêå ìû îòìåòèëè ñòîëáåö 1. Çíà÷èò, êîììèâîÿ-
æåð èç ãîðîäà 4 ïîåäåò â ãîðîä 1. Ìû ïîëó÷èëè öèêë, íå îáúåõàâ
âñå ãîðîäà. Ïðîäîëæèì ïóòåøåñòâèå èç êàêîãî-íèáóäü äðóãîãî
ãîðîäà. Â ñòðîêå 2 ìû îòìåòèëè ñòîëáåö 5. Çíà÷èò, êîììèâîÿæåð
èç ãîðîäà 2 ïîåäåò â ãîðîä 5. Â ñòðîêå 5 ìû îòìåòèëè 3-é ñòîëáåö.
Çíà÷èò, êîììèâîÿæåð èç ãîðîäà 5 ïîåäåò â ãîðîä 3. Â ñòðîêå 3 ìû
îòìåòèëè ñòîëáåö 2. Çíà÷èò, êîììèâîÿæåð èç ãîðîäà 3 ïîåäåò â
ãîðîä 2. Ýòî ðåøåíèå çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ ñîîòâåòñòâóåò íå îä-
íîìó, à äâóì öèêëàì. «1 → 4 → 1» è «2 → 5 → 3 → 2».

Ïîïðîáóåì «ñêëåèòü» ýòè öèêëû. Íàïðèìåð, ýòî ìîæíî ñäå-
ëàòü ñ ïîìîùüþ ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà «èäè â áëèæàéøèé» .
Ïîëó÷èì öèêë «1 → 4 → 5 → 3 → 2 → 1». Åãî äëèíà ïî ïîñëå-
äíåé ìàòðèöå ðàâíà 2.

Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðèìåíèì ìåòîä âåò-
âåé è ãðàíèö. Â íåì ìû áóäåì ðèñîâàòü äåðåâî âàðèàíòîâ. Íî ìû
íå áóäåì ðèñîâàòü âñå âåòâè. Çàâåäîìî ïëîõèå âåòâè ìû áóäåì
îòáðàñûâàòü. Ýòî ìåòîä ðàçóìíîãî ïåðåáîðà.



86

Ýòî ïåðåáîð è ìû îáÿçàòåëüíî íàéäåì îïòèìàëüíûé âàðè-
àíò. Íî ýòî ðàçóìíûé è áûñòðûé ïåðåáîð, òàê êàê çàâåäîìî ïëî-
õèå âàðèàíòû îòáðàñûâàþòñÿ.

Â äàííîì ñëó÷àå ìû íàøëè âàðèàíò ñòîèìîñòè 2. Åñëè åãî è
ìîæíî óëó÷øèòü, òî íå áîëåå ÷åì íà 2. Ñóùåñòâóåò ëè âàðèàíò
ëó÷øå? Â òàêîé âàðèàíò íå ìîãóò âîéòè ýëåìåíòû ìàòðèöû ≥ 2.
Âñå òàêèå ýëåìåíòû ìîæíî óäàëèòü. Ïîëó÷èì ìàòðèöó
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Â ïåðâîé ñòðîêå îñòàëñÿ òîëüêî îäèí ýëåìåíò. Çíà÷èò, ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âàðèàíòû, íà÷èíàþùèåñÿ 1 → 4, à âåò-
êè 1 → 2, 1 → 3, 1 → 5 îòáðîñèòü. Â ñòðîêå 4 îñòàëîñü 2 ýëåìåíòà,
4 → 1 è 4 → 5. Íî â 1-é ìû ìîæåì âåðíóòüñÿ, òîëüêî ïîáûâàâ âî
âñåõ ãîðîäàõ. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âàðèàíòû,
íà÷èíàþùèåñÿ 1 → 4 → 5. Â ñòðîêå 5 îñòàëîñü 3 ýëåìåíòà, 5 → 1,
5 → 3, 5 → 4. Ìîæíî âûáðàòü òîëüêî 5 → 3. Äàëåå òîëüêî èç 3 → 2.
Èç 2 ìîæíî òîëüêî âåðíóòüñÿ â 1, íî òàêîé øàã çàïðåùåí. Ïî-
ýòîìó âàðèàíòîâ ñòîèìîñòè ìåíüøå 2 íå ñóùåñòâóåò. Ïîëó÷åííûé
öèêë 1 → 4 → 5 → 3 → 2 → 1 îïòèìàëåí.

1

4

5

3

2

Дерево вариантов
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà

Øàã 1. Ðåøàåì çàäà÷ó î íàçíà÷åíèè âåíãåðñêèì àëãîðèòìîì.
Åñëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î íàçíà÷åíèè ïîëó÷èëñÿ îäèí öèêë,
òî îí áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è êîììèâîÿæåðà. Ïåðåõîäèì ê øàãó 4.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

Øàã 2. Ñêëåèâàåì ïîëó÷åííûå öèêëû â îäèí áîëüøîé.
Øàã 3. Ïðèìåíÿåì ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö. Ñòðîèì äåðåâî

ðåøåíèé äëÿ íîâîé ìàòðèöû, ïðîäîëæàÿ òîëüêî òå âåòâè, êîòî-
ðûå ìîãóò äàâàòü ìåíüøåå çíà÷åíèå Líîâ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäû-
äóùèìè âåòâÿìè. Íà÷èíàåì ñ ëþáîé âåðøèíû. Îêîëî ðåáåð óêà-
çûâàåì çàòðàòû íà ïóòü. Âûáèðàåì íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíóþ âåòâü
(ñ íàèìåíüøåé ñòîèìîñòüþ) è ïðîäîëæàåì ñòðîèòü äåðåâî äî
ñëåäóþùåãî óðîâíÿ. Çàòåì ïîâòîðÿåì íàøè äåéñòâèÿ: âûáèðàåì
íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíóþ âåòâü. Ïîñòóïàåì òàêèì îáðàçîì, ïîêà
îíà íå áóäåò äîñòðîåíà ïîëíîñòüþ. Ïîäñ÷èòûâàåì ñòîèìîñòü âûá-
ðàííîãî ïóòè è äàëåå èñïîëüçóåì ýòî ÷èñëî çà îñíîâó ïðè àíàëè-
çå îñòàâøèõñÿ âåòâåé. Åñëè åñòü âåòâè, êîòîðûå ìîãóò äàòü êî-
íå÷íóþ ñòîèìîñòü ìåíüøå îñíîâíîé, òî ïðîäîëæàåì ýòè âåòâè
óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì. Îñòàëüíûå âåòâè îãðàíè÷èâàåì. Ïî-
ëó÷åííûé ïóòü áóäåò ÿâëÿòüñÿ îïòèìàëüíûì, à ñòîèìîñòü — ìè-
íèìàëüíîé.

Øàã 4. Ïîäñ÷èòûâàåì ñòîèìîñòü ïî ïåðâîíà÷àëüíîé ìàòðèöå.
Òðóäîåìêîñòü

Ýòà çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó òðóäíîðåøàåìûõ. Ïðè áîëü-
øîì ÷èñëå ãîðîäîâ âîçíèêàåò ñëèøêîì ìíîãî âàðèàíòîâ (ïîðÿä-
êà n!). Ïåðåñìîòðåòü âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ïðè áîëüøèõ n
íåâîçìîæíî äàæå íà ñóïåðÝÂÌ. Òîãäà ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèìåíå-
íèå ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà. Â ýòîì ñëó÷àå ìû íå ìîæåì ãàðàí-
òèðîâàòü, ÷òî ïðåäëîæåííûé íàìè ñïîñîá îáúåçäà ãîðîäîâ îïòè-
ìàëåí.
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíà ìàòðèöà ðàññòîÿíèé ìåæäó 6 ãîðîäàìè. Íàéòè êðàò-
÷àéøèé ñïîñîá öèêëè÷åñêîãî îáúåçäà âñåõ ãîðîäîâ è äëèíó êðàò-
÷àéøåãî ïóòè.

1.     5  13   9   6   8 
2      2   7 20   8 
4 13      3   1   8 
2 13   9    19   1 
10  4 17  16   17 
3 11 13   8 11    

 

2.     4   5 18 13  5 
6      2 15   9  6 
2   3   17 16 12 
6   4   6   11 19 
1 12 17   6     6 
4 19 15 13   9   

3.     9 15   5   4 11 
16   19 13   1   7 

1 19   10 18 14 
19 11   3   19   2 
14 13   2 17   12 
17   4  16  8 12   

 
4.      8   2  7  7   1 

15     4  5  9   3 
2 14   13  4   2 
6  4 13    6   8 
2  1   4   5  15 

18 13  7  10  3   

5.     16   2 14   9 10 
20     7  11   3   3 

1  20   15 17 14 
18   6 19    17   7 
5  20 15   6      1 

16  16  8  16   4    

6.    14   7 14   5   9 
3   10   3 11   2 
2   1   18 16   7 
2   3   3   13 16 
6 12 19   5     6 
18 2 15 19   2   

Îòâåòû

1. Êðàò÷àéøèé ïóòü: 1→5→2→3→4→6→1; äëèíà ïóòè = 19.

2. Êðàò÷àéøèé ïóòü: 1→6→5→4→2→3→1; äëèíà ïóòè = 28.

3. Êðàò÷àéøèé ïóòü: 1→4→6→2→5→3→1; äëèíà ïóòè = 15.

4. Êðàò÷àéøèé ïóòü: 1→3→6→5→2→4→1; äëèíà ïóòè = 19.

5. Êðàò÷àéøèé ïóòü: 1→4→2→5→6→3→1; äëèíà ïóòè = 33.

6. Êðàò÷àéøèé ïóòü: 1→3→2→6→5→4→1; äëèíà ïóòè = 19.
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§7. ÒÈÏÎÂÛÅ ÐÀÑ×ÅÒÛ

Çàäà÷à î äâóõ ãîðîäàõ

Çàäàíû êîîðäèíàòû ãîðîäîâ À è Â. Èñïîëüçóÿ ìîäåëè 1, 2 è
3, íàéòè íàèáîëåå âûãîäíîå ðàñïîëîæåíèå ñòàíöèè. Ñ÷èòàòü, ÷òî
ëèíèÿ æåëåçíîé äîðîãè ëåæèò íà îñè ÎÕ.

1.1. A(3, 6), B(7, 5). 1.2. A(2, 7), B(5, 7). 1.3. A(4, 7), B(5, 5).

1.4. A(4, 7), B(6, 7). 1.5. A(4, 3), B(8, 5). 1.6. A(3, 7), B(5, 6).

1.7. A(2, 4), B(7, 6). 1.8. A(2, 4), B(8, 7). 1.9. A(3, 8), B(8, 4).

1.10. A(3, 8), B(5, 6). 1.11. A(1, 8), B(7, 4). 1.12. A(3, 3), B(5, 7).

1.13. A(2, 3), B(6, 5). 1.14. A(2, 8), B(8, 5). 1.15. A(2, 3), B(5, 6).

1.16. A(2, 5), B(7, 5). 1.17. A(3, 4), B(5, 6). 1.18. A(1, 5), B(8, 5).

1.19. A(4, 5), B(6, 7). 1.20. A(3, 6), B(6, 4). 1.21. A(3, 7), B(8, 7).

1.22. A(1, 6), B(8, 5). 1.23. A(3, 6), B(7, 5). 1.24. A(2, 5), B(6, 4).

1.25. A(1, 8), B(5, 5). 1.26. A(2, 5), B(5, 5). 1.27. A(2, 6), B(7, 4).

1.28. A(4, 6), B(7, 5). 1.29. A(1, 7), B(6, 7). 1.30. A (3, 7), B(5, 4)

1.31. A(1, 3), (6, 4). 1.32. A(1, 6), (7, 6). 1.33. A (4, 3), B(5, 6).

1.34. À(2, 5), (5, 6). 1.35. A(4, 6), (5, 7). 1.36. A (2, 5), B(6, 4).

1.37. A(2, 3), (7, 4). 1.38. A(4, 3), (6, 5). 1.39. A (4, 7), B(6, 6).

1.40. A(2, 3), (5, 5). 1.41. A(4, 4), (5, 5). 1.42. À(2, 5), B(5, 5).

1.43. À(1, 8), (7, 7). 1.44. A(4, 4), (7, 4). 1.45. A(3, 5), B(8, 4).

Çàäà÷à î ñåòåâîì ãðàôèêå

Íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 20 ðàáîò. Äàííûå î çàòðàòàõ âðåìå-
íè, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîé ðàáîòû, çàäàíû â âèäå
ìàòðèöû. Êàæäàÿ ðàáîòà ìîæåò íà÷èíàòüñÿ òîëüêî ïîñëå îêîí÷à-
íèÿ ðàáîò, ðàñïîëîæåííûõ âûøå è ëåâåå äàííîé. Íàäî íàéòè
ìèíèìàëüíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ âñåãî êîìïëåêñà, ñâîáîäíûé è
ïîëíûé ðåçåðâ êàæäîé ðàáîòû, êðèòè÷åñêèé ïóòü è âñå êðèòè-
÷åñêèå ðàáîòû.
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1.   6 5 3 2 6 
2 7 4 7 7 
5 2 4 5 3 
6 5 7 6 3 

 

2.   2 6 5 2 3 
3 3 7 3 2 
4 6 5 3 2 
7 6 3 5 4 

 

3.   5 7 2 7 6 
5 4 3 3 2 
4 2 3 5 7 
5 2 4 5 2 

 
4.   2 3 2 5 6 

3 4 2 7 2 
4 4 3 5 7 
4 7 3 3 2 

 

5.   6 3 3 2 3 
5 7 5 5 7 
7 4 4 7 2 
5 5 7 6 7 

 

6.   4 6 4 6 4 
3 4 7 3 2 
3 4 4 6 5 
2 3 2 6 4 

 
7.   2 2 5 3 6 

4 6 5 2 4 
7 6 6 4 7 
5 2 2 7 4 

 

8.   3 4 5 5 5 
5 6 6 4 3 
6 5 6 7 6 
7 2 6 4 3 

9.   5 2 5 4 7 
3 3 3 5 4 
5 5 7 3 4 
6 3 4 6 2 

 
10.   4 3 2 7 7 

7 5 5 7 4 
3 4 3 3 7 
5 3 7 4 7 

 

11.   3 4 5 3 5 
7 2 3 7 3 
2 4 7 5 2 
2 6 3 5 5 

 

12.   7 7 4 7 3 
3 5 5 5 5 
2 6 2 4 3 
6 4 7 6 4 

 
13.   5 3 6 7 6 

3 2 7 5 3 
6 2 4 4 4 
7 5 5 3 2 

 

14.   4 5 2 2 5 
5 7 5 6 2 
6 4 6 6 3 
7 5 5 2 2 

 

15.   5 2 5 4 6 
3 4 6 5 4 
6 6 6 6 3 
3 7 3 5 6 

 
16.   6 7 4 4 5 

2 5 5 3 7 
4 5 2 7 2 
6 4 4 5 3 

 

17.   7 5 7 6 3 
4 5 3 3 5 
6 5 7 5 6 
6 3 5 3 4 

 

18.   5 4 4 5 3 
2 6 4 6 2 
2 6 6 4 6 
4 3 5 5 6 

 
19.   2 7 5 4 3 

4 3 5 2 2 
4 3 7 4 3 
5 3 7 5 5 

 

20.   7 4 3 4 4 
3 7 7 7 5 
2 5 4 5 4 
3 2 5 2 3 

 

21.   3 3 3 6 5 
7 3 6 5 4 
7 5 2 6 4 
4 2 2 3 5 

22.   4 2 4 3 5 
5 3 5 5 4 
4 2 2 3 2 
7 6 5 5 3 

 

23.   4 3 2 5 6 
3 6 3 7 4 
3 5 2 2 6 
7 6 3 5 5 

 

24. 2 2 5 3 7 
3 2 7 6 3 
5 4 7 3 4 
7 7 4 5 2 
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25.   4 4 3 2 6 
6 3 7 3 7 
3 5 5 6 7 
7 6 4 5 3 

 

26.   7 4 5 4 3 
7 7 6 2 3 
2 7 5 3 2 
5 2 5 3 3 

 

27.   4 6 4 5 2 
2 3 4 2 3 
6 2 3 3 5 
5 7 4 7 4 

 
28.   3 2 4 4 6 

3 4 2 6 6 
2 5 4 2 4 
2 2 7 4 2 

 

29.   7 6 7 6 3 
7 7 2 2 7 
6 2 6 2 2 
4 3 5 3 2 

 

30.   6 4 7 6 4 
3 6 3 7 4 
4 7 6 4 4 
3 7 7 7 3 

 
31.   6 6 5 2 7 

5 2 4 3 5 
2 4 2 7 7 
3 6 3 7 4 

 

32.   3 3 3 4 6 
3 3 7 5 3 
6 4 5 3 6 
5 2 7 7 6 

 

33.   7 5 7 6 2 
5 4 2 6 4 
7 5 7 4 5 
6 2 5 7 3 

 
34.   6 3 6 5 5 

5 3 7 2 3 
5 4 6 6 2 
3 7 4 6 7 

 

35.   4 3 7 3 3 
2 4 2 2 6 
4 3 3 3 2 
2 7 7 6 3 

 

36.   5 6 4 6 6 
3 6 2 2 6 
2 5 3 5 5 
5 6 6 2 6 

 
37.   7 7 3 2 6 

4 3 4 2 6 
3 7 6 6 6 
2 3 3 4 4 

 

38.   5 7 5 5 4 
7 6 7 3 5 
7 7 7 3 4 
3 3 2 2 4 

 

39.   2 2 7 2 6 
5 6 5 5 4 
2 6 6 3 5 
2 3 5 7 3 

 
40.   4 5 7 2 4 

3 4 7 7 3 
2 6 4 3 3 
7 6 3 5 5 

 

  

Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè

Íàéòè äëèíû êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç ëåâîé âåðõíåé âåðøèíû
ãðàôà â êàæäóþ âåðøèíó. Íàéòè êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåðõíåé,
ëåâîé âåðøèíû â ïðàâóþ, íèæíþþ. Âåðøèíû ãðàôà îáîçíà÷åíû
êðóæî÷êàìè. ×èñëî ìåæäó âåðøèíàìè îáîçíà÷àåò äëèíó íåîðè-
åíòèðîâàííîãî ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî ýòè âåðøèíû, èçîáðàæåíèå
ðåáðà îïóùåíî.
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1.   ° 6 ° 5 ° 3 ° 2 ° 
5   3   6   6   6 
° 2 ° 7 ° 4 ° 7 ° 
4   6   7   2   4 
° 5 ° 2 ° 4 ° 5 ° 
6   5   3   5   3 
° 6 ° 5 ° 7 ° 6 ° 

 

2.   ° 2 ° 6 ° 5 ° 2 ° 
7   2   2   6   2 
° 3 ° 3 ° 7 ° 3 ° 
4   7   4   2   5 
° 4 ° 6 ° 5 ° 3 ° 
4   3   3   5   4 
° 7 ° 6 ° 3 ° 5 ° 

3. ° 5 ° 7 ° 2 ° 7 ° 
6   7   5   4   5 
° 5 ° 4 ° 3 ° 3 ° 
4   4   2   7   4 
° 4 ° 2 ° 3 ° 5 ° 
4  4   5   2   5 
° 5 ° 2 ° 4 ° 5 ° 

4. ° 2 ° 3 ° 2 ° 5 ° 
2   2   5   5   2 
° 3 ° 4 ° 2 ° 7 ° 
6   4   6   5   6 
° 4 ° 4 ° 3 ° 5 ° 
4   3   2   3   2 
° 4 ° 7 ° 3 ° 3 ° 

 

5.   ° 6 ° 3 ° 3 ° 2 ° 
3   4   4   4   7 
° 5 ° 7 ° 5 ° 5 ° 
6   3   2   4   2 
° 7 ° 4 ° 4 ° 7 ° 
5   2   3   2   4 
° 5 ° 5 ° 7 ° 6 ° 

 

6.   ° 4 ° 6 ° 4 ° 6 ° 
4   3   5   5   5 
° 3 ° 4 ° 7 ° 3 ° 
5   6   4   3   5 
° 3 ° 4 ° 4 ° 6 ° 
5   7   3   6   6 
° 2 ° 3 ° 2 ° 6 ° 

 
7.   ° 2 ° 2 ° 5 ° 3 ° 

3   6   5   4   6 
° 4 ° 6 ° 5 ° 2 ° 
7   2   6   4   3 
° 7 ° 6 ° 6 ° 4 ° 
6   4   3   4   2 
° 5 ° 2 ° 2 ° 7 ° 

 

8.   ° 3 ° 4 ° 5 ° 5 ° 
4   3   2   7   7 
° 5 ° 6 ° 6 ° 4 ° 
4   2   6   2   3 
° 6 ° 5 ° 6 ° 7 ° 
2   6   3   6   7 
° 7 ° 2 ° 6 ° 4 ° 

 

9.   ° 5 ° 2 ° 5 ° 4 ° 
4   3   7   3   4 
° 3 ° 3 ° 3 ° 5 ° 
6   4   7   4   7 
° 5 ° 5 ° 7 ° 3 ° 
7   3   3   3   2 
° 6 ° 3 ° 4 ° 6 ° 

 
10.   ° 4 ° 3 ° 2 ° 7 ° 

6   6   5   3   2 
° 7 ° 5 ° 5 ° 7 ° 
5   7   3   2   6 
° 3 ° 4 ° 3 ° 3 ° 
4   5   5   2   2 
° 5 ° 3 ° 7 ° 4 ° 

 

11.   ° 3 ° 4 ° 5 ° 3 ° 
3   2   2   6   3 
° 7 ° 2 ° 3 ° 7 ° 
4   4   6   6   2 
° 2 ° 4 ° 7 ° 5 ° 
2   3   7   6   3 
° 2 ° 6 ° 3 ° 5 ° 

 

12.   ° 3 ° 5 ° 5 ° 5 ° 
4   4   4   2   3 
° 7 ° 7 ° 4 ° 7 ° 
7   7   6   3   6 
° 2 ° 6 ° 2 ° 4 ° 
4   2   3   5   3 
° 6 ° 4 ° 7 ° 6 ° 

 
13.   ° 5 ° 3 ° 6 ° 7 ° 

5   5   4   3   7 
° 3 ° 2 ° 7 ° 5 ° 
4   3   6   5   5 
° 6 ° 2 ° 4 ° 4 ° 
7   5   2   6   4 
° 7 ° 5 ° 5 ° 3 ° 

14.   ° 4 ° 5 ° 2 ° 2 ° 
5   6   4   3   5 
° 5 ° 7 ° 5 ° 6 ° 
3   6   4   2   3 
° 6 ° 4 ° 6 ° 6 ° 
7   6   2   4   5 
° 7 ° 5 ° 5 ° 2 ° 

15.   ° 5 ° 2 ° 5 ° 4 ° 
6   2   3   5   4 
° 3 ° 4 ° 6 ° 5 ° 
2   5   5   6   6 
° 6 ° 6 ° 6 ° 3 ° 
6   3   2   7   3 
° 3 ° 7 ° 3 ° 5 ° 
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16.   ° 6 ° 7 ° 4 ° 4 ° 
6   3   5   3   5 
° 2 ° 5 ° 5 ° 3 ° 
2   7   4   4   6 
° 4 ° 5 ° 2 ° 7 ° 
4   6   5   4   4 
° 6 ° 4 ° 4 ° 5 ° 

17.   ° 7 ° 5 ° 7 ° 6 ° 
3   3   3   3   2 
° 4 ° 5 ° 3 ° 3 ° 
4   2   2   6   7 
° 6 ° 5 ° 7 ° 5 ° 
5   3   3   5   6 
° 6 ° 3 ° 5 ° 3 ° 

 

18.   ° 5 ° 4 ° 4 ° 5 ° 
5   2   2   2   4 
° 2 ° 6 ° 4 ° 6 ° 
5   4   4   3   7 
° 2 ° 6 ° 6 ° 4 ° 
4   6   3   7   4 
° 4 ° 3 ° 5 ° 5 ° 

 
19.   ° 2 ° 7 ° 5 ° 4 ° 

3   3   4    3   3 
° 4 ° 3 ° 5 ° 2 ° 
5   6   5   2   3 
° 4 ° 3 ° 7 ° 4 ° 
5   7   5   2   2 
° 5 ° 3 ° 7 ° 5 ° 

 

20.   ° 7 ° 4 ° 3 ° 4 ° 
2   6   6   7   7 
° 3 ° 7 ° 7 ° 7 ° 
6   3   7   5   4 
° 2 ° 5 ° 4 ° 5 ° 
5   7   2   2   4 
° 3 ° 2 ° 5 ° 2 ° 

 

21.   ° 3 ° 3 ° 3 ° 6 ° 
4   4   5   3   5 
° 7 ° 3 ° 6 ° 5 ° 
7   6   4   4   2 
° 7 ° 5 ° 2 ° 6 ° 
3   6   5   6   2 
° 4 ° 2 ° 2 ° 3 ° 

 
22.   ° 4 ° 2 ° 4 ° 3 ° 

4   4   7   3   4 
° 5 ° 3 ° 5 ° 5 ° 
4   2   4   7   5 
° 4 ° 2 ° 2 ° 3 ° 
2   2   6   2   6 
° 7 ° 6 ° 5 ° 5 ° 

23.   ° 4 ° 3 ° 2 ° 5 ° 
4   7   4   5   2 
° 3 ° 6 ° 3 ° 7 ° 
2   7   3   3   4 
° 3 ° 5 ° 2 ° 2 ° 
7   5   7   6   3 
° 7 ° 6 ° 3 ° 5 ° 

 

24.   ° 2 ° 2 ° 5 ° 3 ° 
2   2   7   4   4 
° 3 ° 2 ° 7 ° 6 ° 
7   2   7   7   5 
° 5 ° 4 ° 7 ° 3 ° 
7   2   2   5   5 
° 7 ° 7 ° 4 ° 5 ° 

 
25.   ° 4 ° 4 ° 3 ° 2 ° 

4   5   4   7   2 
° 6 ° 3 ° 7 ° 3 ° 
6   6   7   4   7 
° 5 ° 5 ° 6 ° 7 ° 
7   4   6   2   5 
° 7 ° 6 ° 4 ° 5 ° 

 

26.   ° 7 ° 4 ° 5 ° 4 ° 
7   7   7   6   2 
° 7 ° 7 ° 6 ° 2 ° 
5   6   7   6   3 
° 2 ° 7 ° 5 ° 3 ° 
7   3   4   3   5 
° 5 ° 2 ° 5 ° 3 ° 

27.   ° 4 ° 6 ° 4 ° 5 ° 
6   5   5   5   7 
° 2 ° 3 ° 4 ° 2 ° 
2   4   7   7   2 
° 6 ° 2 ° 3 ° 3 ° 

2    6   7   3   5 
° 5 ° 7 ° 4 ° 7 ° 

 
28.   ° 3 ° 2 ° 4 ° 4 ° 

5   6   5   2   3 
° 3 ° 4 ° 2 ° 6 ° 
3   6   4   5   3 
° 2 ° 5 ° 4 ° 2 ° 
5   6   5   7   6 
° 2 ° 2 ° 7 ° 4 ° 

29.   ° 7 ° 6 ° 7 ° 6 ° 
2   2   7   6   3 
° 7 ° 7 ° 2 ° 2 ° 
6   2   3   3   3 
° 6 ° 2 ° 6 ° 2 ° 
6   6   3   5   5 
° 4 ° 3 ° 5 ° 3 ° 

30.   ° 6 ° 4 ° 7 ° 6 ° 
4   4   4   4   3 
° 3 ° 6 ° 3 ° 7 ° 
2   6   4   6   7 
° 4 ° 7 ° 6 ° 4 ° 
2   5   5   7   3 
° 3 ° 7 ° 7 ° 7 ° 
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31.   ° 6 ° 6 ° 5 ° 2 ° 
2   4   2   7   2 
° 5 ° 2 ° 4 ° 3 ° 
7   4   7   6   3 
° 2 ° 4 ° 2 ° 7 ° 
7   6   2   3   4 
° 3 ° 6 ° 3 ° 7 ° 

 

32.   ° 3 ° 3 ° 3 ° 4 ° 
7   2   5   5   6 
° 3 ° 3 ° 7 ° 5 ° 
2   3   3   7   3 
° 6 ° 4 ° 5 ° 3 ° 
6   2   2   7   4 
° 5 ° 2 ° 7 ° 7 ° 

 

33.   ° 7 ° 5 ° 7 ° 6 ° 
2   4   4   6   5 
° 5 ° 4 ° 2 ° 6 ° 
6   7   6   6   7 
° 7 ° 5 ° 7 ° 4 ° 
3   3   6   2   2 
° 6 ° 2 ° 5 ° 7 ° 

 
34.   ° 6 ° 3 ° 6 ° 5 ° 

6   7   4   4   4 
° 5 ° 3 ° 7 ° 2 ° 
6   3   3   2   3 
° 5 ° 4 ° 6 ° 6 ° 
7   3   3   3   7 
° 3 ° 7 ° 4 ° 6 ° 

 

35.   ° 4 ° 3 ° 7 ° 3 ° 
2   3   2   6   3 
° 2 ° 4 ° 2 ° 2 ° 
3   7   6   5   6 
° 4 ° 3 ° 3 ° 3 ° 
6   7   2   5   7 
° 2 ° 7 ° 7 ° 6 ° 

 

36.   ° 5 ° 6 ° 4 ° 6 ° 
7   5   3   3   5 
° 3 ° 6 ° 2 ° 2 ° 
7   5   4   5   4 
° 2 ° 5 ° 3 ° 5 ° 
5   7   3   4   5 
° 5 ° 6 ° 6 ° 2 ° 

 
37.   ° 7 ° 7 ° 3 ° 2 ° 

7   7   7   6   7 
° 4 ° 3 ° 4 ° 2 ° 
7   4   5   4   2 
° 3 ° 7 ° 6 ° 6 ° 
2   3   7   4   3 
° 2 ° 3 ° 3 ° 4 ° 

 

38.   ° 5 ° 7 ° 5 ° 5 ° 
6   2   2   3   4 
° 7 ° 6 ° 7 ° 3 ° 
5   3   7   7   3 
° 7 ° 7 ° 7 ° 3 ° 
4   2   7   3   6 
° 3 ° 3 ° 2 ° 2 ° 

 

39.   ° 2 ° 2 ° 7 ° 2 ° 
4   7   5   5   4 
° 5 ° 6 ° 5 ° 5 ° 
2   3   7   7   5 
° 2 ° 6 ° 6 ° 3 ° 
6   7   5   4   2 
° 2 ° 3 ° 5 ° 7 ° 

 
40.   ° 4 ° 5 ° 7 ° 2 ° 

3   4   6   4   5 
° 3 ° 4 ° 7 ° 7 ° 
7   3   6   4   6 
° 2 ° 6 ° 4 ° 3 ° 
2   3   6   4   4 
° 7 ° 6 ° 3 ° 5 ° 
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Çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ

Ðåøèòü çàäà÷ó î íàçíà÷åíèÿõ íà ìàêñèìóì è íà ìèíèìóì.

1.    2  6  8 11   6  8 10 
12  1  1 15   4 12  6 
14 11  4  1   9  4 15 
12  9 15 10 15 14  4 
14 14 15 10  6  4 12 
1   5 11  9   8  1  4 
4   1  3 10   1  2  7 

 

2.   10 13 14 13   5 13  6 
2 10 12 11   2  8 11 

11   3 13 15 12  2 12 
11  12  5 15   3  1  6 

8   1  6 15   7  9  2 
3   4  2  4  14  8  4 
5   6  5 13   1  2  9 

 
3.   12  9  5  2 11 10  2 

4  8  6 14 15 15 15 
5   9  3  3 15  8  9 

11  9 14 15  4 14  2 
14 14  2  2  4 10 15 
15  1 12  7  7 11  3 
13  9 11  3 14 11  1 

 

4.   11 15  4  6  2 10  9 
4 13  8  1 11 10 15 
7 14 11 11  4  8 14 
2 15 15 14 10  2  8 
1   7  1  9 12 12 11 
10  5  2  5  6   1  9 
8  5  4  6  7   4  6 

5.    4 15  8 14  4  5 12 
2 10 14  8  6  7 14 
13  1 10  6  9  8 10 
3  8 15  3  1  9  2 

12  8 12  5 15  5 12 
11 10  7  3 13  3  9 
12  7  5  1  9 10  4 

 

6.   10  3  1  8  3 10 12 
15  8 12  6  2  9 14 
11 14  1 10 12 14 10 
7 15 13 14  2 14 10 
1  4  4 11 10 13 12 

14 14  8  8 14  7  7 
10 11  4  5  9 10  1 

 
7.   12  1  7  3  1  4  3 

9  5 14  4  3  4  9 
8  7  1 13  9  5 10 
8 14  6  5 14  3 12 

15 13  2  2  8  3  8 
10  5 12  3 14 11 15 
8  3 14  6  5  3  7 

 

8.   10 14 10  3 15  7 11 
15  1  8 13  6 11  1 
1 15 10  1 13  7 14 
1  7  3 11  1  4  3 
5 15  2 14  5  7  5 
1  1  7 13  8 13  7 
2 15 12  2  8 11 15 

 
9.    1 11  4 14  3  6  6 

11  4  1  5  3 12 14 
2  3  2  6  4  3  6 
2  4  8 11 10  5  4 

14 15  4  5  4  5  7 
14  3  8 13 11  2  4 
11  8  2  4  5  1  4 

10.   11  6  7 11  1  2  5 
8  4  5  7  6  2  1 
1  7 11  6  2 13 13 
6  2 13 13  1  1  1 

12  8  7  5  3 15  7 
6  4  3  2  3 15  4 

12 15  4  8 10 13 11 
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11.    11 15  3 10 14  9  6 
15  4  9 13 12  6 11 
8 13 7 13 14 10 10 

12  6  1  3 11 14  8 
13  9  5  2  5 15 12 
9  6  2  2  2 10 10 

15 12  5  9 10  9  6 
 

12.    11  2  6  3  8 14 15 
3 11 13 12  1 14  4 
1  5  4  3  8 12 13 

13  5  8  7 11  6 12 
8  1 12  4 15  6  2 
7  2 10 10  5 14 12 

10 12 14  7  3 15  1 
 

13.    11  2  6  3  7 13 12 
15  2  2  7  8  4 14 
10  2  4  4  8  2  8 
1 14  8  5 11  8  6 
7  4 10 11 11 11  6 

15  7 15  7  6  2  9 
5 14 12 12  5  4 10 

 

14.     9  9  7  1  2  6  8 
6  8  1  3 11  9  8 

11  2 12  4  2 13 15 
11  6 12  8 10 15 14 
13 12  8 11  3 10 11 
4  3  2  8 14 12  8 

11  7  8  4  6  1 11 
 

15.     9  6  3  5  7  7 10 
14 11 13  5 12  1  5 
12  8 14  2  8  5 13 
5 10  4 11 11  5  6 

15  5  4 11 11  6 12 
4  8 11  6 10 11  4 
2  1 10  5 10  4  1 

 

16.    11 10 10 14  1  9  1 
11 15  1  8 11  9  8 
1 15  1 15  1 13 12 
1  1  7 12  9  1 10 

10  6  5 11  8  3  2 
4 5 13 10 15  6 11 

15  8  9  1 15  2 15 
 

17.    13  5  7  3  9  5  4 
8 13 11 14 13 14  7 
15  1  7  3  2 13  1 
3 11 13 11  8 10 14 
7 12  5  9 14  8  6 

14  8 13  9  2 14  9 
11  2  1 10 13  6  5 

 

18.     6 15 13 15 12 10 1 
3 14  6  6  5  1 8 
9  5  2  8  9  1 1 

10  5 13 13 15  1 2 
3 13  3  8 11 12 7 
7  1 10 11 13  3 4 
6 14 13 15  6 11 8 

 
19.    13 13 13 10 14  5 12 

6 15 15  5  7 11  2 
3  7  1  2  3  3  2 

15 11  6 8  4 10 13 
9 14  1  1  4  4  9 

12  2  9  6 13 13  6 
4  1 15  7  6 11 12 

 

20.     2  3 13  1  1  3 13 
8 12 12 10 12  1  8 
10  6  7 13 14 14  5 
8  1  2 10 12  3  7 
8  2  7  8  2  3  7 
8  5 10 13  2  2 10 
4  3  9  1 12  3  5 
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21.     4  7 15 14  2  7  3 
3 12  1  9 14 14 14 
2 12  4  5  4 15  3 

11  7 14  8  6  5  1 
8  1  3  1  6 11  4 
5  5 12  1  4 12  4 

11  3 15  5 10 15  7 
 

22.     9  1 15  3  3  2  6 
14 13 14  2 13 13  2 
1 15  9 14  5  3  4 
3 14  7 15  7 11  8 
9  3 15  5  1  6  7 

14  6  4 10 11 12 14 
2  3  8 11  5  9 10 

 
23.    15 11 11  7  3  6  3 

9  5  9  4 15  5 11 
8 12 11  7 10  8  8 
8 15  2  6  5  7  4 

14  1 14  7  4  2 14 
10 15 10  9  2  7  4 
1 13 10 10  1 14 13 

 

24.     6 10  9  1  3  8   5 
2  6  6  2  1 14  5 
2  1  7  3 15  2 11 
2  2  7  9  2 12  1 

13 13 10  9  9  3 14 
7  3  5 11  4  3  9 
3  9 12 14 10 10 14 

 
25.     5 11  1  9 10  5  8 

11  5 12 15  8  8  8 
12  3  2 15 10  8  1 
8  6  4  7 14  1 15 
6  3 14  7  9 13 14 

10  4 12 14  5  3  1 
3 14 11  6 11 12 11 

 

26.     1  7 10  2  4  2  5 
4  7  3  5 11 13  7 
9  2  2  4 13 15 11 
2  5 13 10  3  5  1 
4  8 11  7 15  6  9 
4 13  1 13  3 15  3 
5  7  5  1 15 11  3 

 
27.    14  4  5 10  2  7 13 

11 14  5  3  9 12  8 
6  5 13 11 14  5 15 
3  4  2  6 12 15 14 
6  4  8  1  8 14 11 
2  1  3 12 13  6  9 

10 14  7  4  2 10 13 
 

28.     7 10 14  3  7  1  6 
1 14  3 11 12  3  6 

13 15 14  8  8 12  3 
1 14  9  7 10  3 15 

13  8  2 10  1 13  2 
9  4 14  4  2  1  1 
9  3 12 13  7  1 10 

 
29.     4  3 13  7  6 13  3 

12 14 13 10  5  2 10 
4 13  7  7  8  6  7 
11  6  3  6  8  3 11 
1  6 15 13 11  7 13 

15  7 13 13  2 14  1 
5 11  1 12  9  2  2 

 

30.     7 12  5 14  9   9  6 
3  5 11  2 14 11 14 

11 13 15  5 14 15  1 
1  1 13  3  7   9  3 
7 10 11 15  8 12  9 
6 14 10 12 10  3  9 
1 15  9  1 11  7 15 
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31.     8 10  9  7  9  5  9 
15  6  7  9  4 10 11 
6 13  7  1 12  5  2 

15 14  3 13 11  5  3 
5 15  5 15 11  8 13 

14  6  9 14  8  2 15 
4 11 10  1 12 14 11 

 

32.    11 11 15 15 10  9 15 
3  9  2  9  1 13 12 

13  2 12  3  6  1 11 
9  5  8  3  1  2  3 

10  8  4  1 10  6  5 
4  4 12  3  8  1  9 
7  8 11  1 12  2 15 

 
33.    11  8  3  8  8  5 10 

6  8  5  8 15 15  5 
15 15  2  7  1 10 10 
1 11  4  3  9  9  1 

10  4  6  4 15 15 10 
2 13  2  6 15  5  4 
2  1  2  5 13 13 10 

 

34.     6  7 15  9 14  8 11 
14  3  8 10  2 10  7 
5  8 11  2  6  4 12 

11  9 14  8 13 11 15 
12  3  4  2 14 12  2 
9  7  5 14  8  9 12 
1 15  7 14  7  5 10 

 
35.     8  5  7 13 15  4 13 

15  1  6 11  7 13  3 
12 15  1  3  3 13  7 
15  4  2  9  9  3  6 
12 11  8  6  4 11  7 
3  7  1  1  5 12 11 
3  2 13  6 11  8 12 

 

36.    15  9  6 13  5  9  8 
13 15  6 13  1  5  4 

9  3  6  4  1 10  5 
9  5  8 11  1  4 15 

14  4  2  4 10 15  8 
13  2 11  7  4 15  6 
8  4 10  5 10  5  8 

 
37.     8  6 14  7  7  4  9 

6  7  5  6   4  1  8 
7 12 11 15  9 12 12 

15  1  8 15 13  4  6 
2 12  8 13  9 15  6 
1  5 12  4  2   8  9 
8  9  8 10 11 14  9 

 

38.     5 8 10 15 15 12  7 
4  4 15  8  1  3  8 

11  2  4  4 11  6  2 
10  9 14 13  9  4  2 
7  8  3 13  9  8  6 

13 13 11 14 11  8 10 
8 14  8  7  6 11  3 

 
39.    15  6  3  3 12  3  8 

13 13  9  2  6  4  7 
11 14 12  4 14 12  1 
7 12  4  8 11  6 10 

12 12 14  3  2  8  7 
14  9 14  8  1 10  3 
14 14  6  1 11 11  1 

 

40.     7  6  5  9  1  4 14 
12  1 14 10  9  1  1 
7  6 11  4  9  7 11 
5 13 11  1  8  6  6 
6  9  5  2 14  9 10 
5  7  9  8  5  8 12 

10  3  8 14 13 14  7 
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Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à

Ðåøèòü òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó.

1.   13   5  13  2   5 100 
1  13   6  7   8 130 

15   7   3  3   5 140 
2   6  12  3  10 180 

50 160 130 10 200 
 

2.     3 10   2  4  10 170 
2 14   5  5  15   90 
5  3  11 14   7   30 
2  5   1  5  15 170 

10 60 200 40 150 
 

3.       4  4   8   6  4   90 
15 10 12   4  1 100 
12  4 15  12  1 200 
5 12  7    2  1 170 

180 80 70 160 70 
 

4.    12   5  15  13  10  10 
1   2  14   4   8  50 

12  15   2   5  11 170 
9   3   1   2   5 330 

20 100 140 170 130 
 

5.    6  13  2    7   2   60 
14   7 13  11   9   90 
11   2 11   5  15   50 
10  10  9  14  10 490 

120 110 90 190 180 
 

6.   14  12   8   1   3 190 
8   7  13   2  10  90 
3   7  11   1  14 100 
10   7   3   4  14 400 
90 180 140 180 190 

 
7.    8   6   6  13   7  50 

5   8  12   9   6 200 
5   1  13  12   3   40 
8   5   8   2   4 320 

40 150 200 120 100 
 

8.     13 12 13 15  1   40 
10 11 12 14 13   20 

4  4   9 13  7 140 
5  7  13  7  1 160 

70 80 150 40 20 
 

9.      9  11 12 10  15 170 
8   2  1  7  14  70 
6  12  4  6   9  70 

13   9  7  9  15 160 
60 100 50 70 190 

 

10.    2 10  10  3  10  90 
1   9   1   3   3 190 

15 11   8 13  11  20 
6   2   4   6   7 310 

50 160 180 60 160 
 

11.    5  10  13  2   5  130 
7   9  14  9   1   80 
7   5   5 12 14   10 

11   1   8   2 15 360 
100 200 110 20 150 

12.   14  4  9  1  11 100 
14  5  4  5  12  40 
9  4  5 10  15 180 
3  5  6  8  15 340 

200 190 60 10 200 
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13.  3  14   4  10   6  80 
8   8 15  15   3 170 
4  15 14   8  10 180 
5  12   6   5   6 190 

140 50 120 160 150 
 

14.   12  10   5   5  15  10 
12   4  11  11  12 200 
1  15   2  10   1 100 
5   1   2   5  11 260 

110 100 140 110 110 
 

15.     2   2  6 14  7 200 
9  13 11  8  7  60 

12  13  1  5  1 140 
2   6 10  5  2  70 

130 180 80 70 10 
 

16.       8 15  4 11   9  50 
3  5  8 12   6 170 

11 14  4 14  13 180 
7  8 13  9  12 180 

100 40 10 10 420 
 

17.   5  6   5   3  12 100 
15  2   7  12   4 200 
14 12  10   4   1   80 
15 15   6   8  11 210 
90 10 190 180 120 

 

18.     9  3   3  15   4  60 
11 11   3  12   4  50 
11  7   9   2   9 160 
12 15  11   2   3 180 
20 20 120 170 120 

 
19.     6   6  3 11  1 130 

2   3  2  4   4 120 
7  15  3  3  11 160 
2   8  7 10  12 150 

140 200 60 60 100 

20.     7  14   1  2  13  50 
9  10   3  1   2 110 
9  11   7 12  10  30 
5  10   5  1   3 430 

120 170 150 20 160 
 

21.     7  7  5  12  7 100 
6 11  6   4 15  90 

15 15 15   8   7  30 
7 10  7   8 15 350 

170 150 40 130 80 
 

22.      6  5 13   7   2  50 
12  9 13   2  12 160 
9  2  9  12   7 130 
3  5  8   1   2 310 

180 90 90 180 110 

23.  12   8   3 10   8 200 
1  11   3  5   1 120 
9   2   4  7  15 180 
7   4  12  3   8 100 

90 120 180 50 160 
 

24.     4 11   4  7  12 140 
8  6   3  2   8 110 

14 13   4  2  10  60 
11  9   2  7  12 110 
10 20 140 70 180 

 
25.   13   8  5  1   5 120 

1   8 10 10   2 180 
13   2  8  2  15 130 
8   2  4 12  13  90 

120 100 60 10 230 

26 .     7  7 14   9  2 180 
9   8  9  12 10  50 
6  14 14   7  6 170 
1   5  7   1  1 120 

90 160 10 170 90 
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27.    2  10  11   3  7 120 
5   8  10   2 11 200 
1   7  13   9  4 190 
3   5   1   3  6 110 

110 130 190 100 90 
 

28.     13  2   6 13  14 190 
5 10   4  1   4  30 
5 11   5  2   9 160 
9  5  12  9   5 130 

60 20 190 10 230 
 

29.      3  1   1   9  3 150 
5  8   1  12  2 140 
3 10   2   4  3  40 
5  2   4  10  8 210 

150 10 170 190 20 
 

30.    4   1  13   2  15  90 
8   6   2  13   8 110 

12  13   2  15  10 120 
9   1  15  15   2 260 

10 130 100 180 160 
 

31.   7  14  14  11   2 110 
5   3   8   5  15 160 
2   7  12  14  12 160 
3   7  14  10   6 300 

100 140 160 190 140 

32.       7  3  14 15  6  10 
15 11   9 10  7  80 
6  3   9 11  2  50 

14  6  14 12  5 260 
30 70 180 30 90 

 
33.     1 11 15  5  10 110 

10  8  7 12   9 120 
4  7 15 12   7 200 
2 12  8 12   2 200 

140 10 60 40 380 
 

34.  12  13  11  14   5  70 
4  15  13   8   5 130 
11   1  10   3   6  20 
7   7   4   6   4 390 

10 200 130 130 140 
 

35.    2   5  3  11   4 180 
7  10  3  10  11  30 
4  14 14  12   7 150 
3   4   7   2   4 330 

200 100 80 140 170 
 

36.    4  1   5  13  12  50 
4  7  10   8  12 170 

13  8   4  14  12  60 
4 11  14   2  15 340 

160 30 110 120 200 

37.   1  12  12  15   3 100 
10   6   6  10  11 100 
1   7  12   8   7  40 
7  13  13   7  15 450 

30 180 110 180 190 
 

38   3  12  10  13   4 140 
2  10   5   1   9  30 

10   2   4   1   5 200 
11   5   8   4   3 240 
60 100 50 200 200 

 
39.    1   1  12 15   8 200 

12   5   1 15   9 190 
15   7   5 12  12 140 
15   5  14  5   9 170 

190 190 170 40 110 

40.    4   2   1   5   1   80 
9  14   8  15  10 180 
5   2   1   6  14 140 
7  12   6   7   9 180 

100 180 20 160 120 
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Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà

Ðåøèòü çàäà÷ó êîììèâîÿæåðà.

1.  ½ 13  6 18 11 13 
13 ½ 10  7 16 20 
20  8  ½  2 10 18 
1  9  9 ½ 10 15 

13  9 15 16 ½ 12 
8 13 10 14 11 ½ 

 

2.  ½  9 16 17  7 15 
15 ½  8 15 18 13 
18  5 ½  3 14  6 
15  7  6 ½ 20  3 
9  2  6 10 ½ 11 
5 19  1 16 10 ½ 

 

3.  ½  3  1 15  4  9 
12 ½  2 10  9  4 
1 16 ½  5 20  8 
1  6  8 ½  3 18 
2  9  9 11 ½ 17 
1 15  5 16 11 ½ 

 
4.  ½  2  3  8 15  3 

20  ½  3  5  1  4 
4 11 ½ 15  6 14 

16  8 10  ½ 10 13 
1 19 16 10  ½  6 

20 10 10  6 10  ½ 
 

5.  ½ 12  1  1  7  2 
20 ½ 16  8  2 17 
16  3  ½ 20  4  8 
8 20 16 ½ 15 10 
3 14 14  5 ½ 18 

13 16  2 20 12 ½ 
 

6.  ½ 11  7  4 16  3 
9 ½ 19 13 11  3 
13  3 ½  4  3 12 
19 19  9 ½ 14  7 
19 13  3 12 ½ 15 
16 16 12  2  1  ½ 

 
7.  ½ 11 20  1  6  1 

16 ½ 15  4  6  9 
4  3 ½  4 11 19 
8 14  4  ½ 10 15 

18 16 16  4  ½  4 
10 16 18  1 11  ½ 

 

8.  ½ 16 10 16 17 10 
17  ½  7  7  3  1 
13  3 ½ 10 16 14 
7 15 11 ½ 15  4 

16 16  7 19  ½  7 
17  6  6 17  5  ½ 

 

9.  ½ 17 11 15 20 14 
10 ½ 11  3  9 16 
20 20 ½ 15  7  1 
19  6 12 ½ 11  5 
13 16  9 13 ½  1 
14  9  5  7  4  ½ 

 
10.  ½ 16  1 20  3 14 

10 ½ 14 16 19 13 
20  9 ½ 12  2 13 
17  2 19 ½ 17  3 
7  5 17  4 ½ 10 

14  3  3  5 19 ½ 
 

11.  ½ 20 16 16  8  5 
5  ½  9  1 20  5 

10   7 ½  4 17 10 
10 11  5  ½ 20  1 
11 14 15  5 ½ 10 
17 14 10 15 16 ½ 

 

12.  ½  3  8  1 10 18 
11 ½ 17 17  9 12 
4 14 ½ 17 19  9 

17 15  5 ½  1 11 
15  9  4 19 ½ 12 
1 10  1  5  6  ½ 

13.  ½ 19 11 16 11 14 
6 ½ 13 13  5  9 
9  3  ½  9  8  3 
4 19 15 ½  1 11 

19  3 11  6 ½  3 
13  5 18 11  1 ½ 

 

14.  ½  8 13  4 18 15 
17 ½  7 20 13 12 
11  6  ½ 13  8  8 
9  4 20 ½ 17 12 

19  3 12  1  ½   5 
5 14 11  3 12  ½ 

 

15.  ½ 12  6 12 11 15 
10 ½ 20 16  7  4 
3  7  ½  9 10  7 

15 18 14 ½ 20 16 
4  3  9  7  ½  8 

15  3 20  1 11 ½ 
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16.  ½ 15 8 10 12 6 
19 ½ 3 20 8 20 
1 10 ½ 19 8 17 
2 13 12 ½ 8 16 

9 10 19 18 ½ 17 
14 20 11 20 8 ½ 

 

17. ½ 18 18  2  6  5 
4  ½ 15 12 11 10 
8 19 ½ 18 18  3 

10 19 11 ½ 15 13 
5 11 11 16 ½  6 
8  7  7 10  2 ½ 

 

18.  ½  3  7 13  4 18 
6 ½ 16  9 14  8 

10 14 ½  9 12  7 
6  5 10 ½  6 13 
2  2 18 19 ½ 13 
1 10 16  1 15 ½ 

 
19.  ½ 17  7 10 18  1 

10 ½ 16  2  7 14 
2  1  ½ 20 15  7 

16  6  2  ½  4 10 
1 10  7 20 ½ 11 

12 11  2 18 14 ½ 
 

20.  ½  9  8 17 18 11 
8 ½ 13 11 19  7 

13  4 ½ 13 14 16 
12 16 12 ½  5 10 

1  8  4 13 ½  6 
11 16 14  2 18 ½ 

 

21.  ½  5 20  5 18  1 
20 ½  2  1 10 20 
13  2 ½ 13 13  3 
2 16  9 ½ 14 18 
2 11  3  8  ½  5 

17  4 11  4  5  ½ 

22.  ½  9 19 18 13  8 
12 ½  4  2 20 16 
18 19 ½ 19  2  8 
14 20  5 ½  6 15 
19  6  5 16 ½  1 
14 16 13  2  8 ½ 

 

23.  ½  7 16  5 13 18 
15 ½ 20  7 17 12 
1 19 ½ 10 13 16 
1  7  9 ½ 13 15 
6  7 12 11  ½  2 
5 15 20  3 19 ½ 

 

24.  ½ 15  7  1  5 15 
16 ½  8 14  1 11 
8 15 ½  9  5 11 

18  3  3 ½ 10 19 
16  2  1  3 ½ 14 
3  5 19  8 13 ½ 

 
25.  ½  8 17 15  9 19 

12  ½  1  9 10 10 
9 15  ½  4  1  9 

15 17 18 ½ 13 15 
5 18 16 15  ½ 10 
9  7  9  5 12  ½ 

 

26.  ½ 16  2  1  1  8 
1 ½ 13 14  9 11 

10  7  ½ 10  4  7 
19  8  4  ½  7  1 
8  2  8 15 ½ 18 

13  3  8 13 11  ½ 
 

27.  ½ 20  2 20  2  7 
17  ½  4 12  2 13 
10 15  ½  1  5 12 
9 11 10 ½ 10  1 

19 16 11 19 ½ 18 
10 17 12  2   7 ½ 

 
28.  ½  9 16  9  1 17 

9  ½ 13  5  3 20 
3 15 ½ 19 10  7 

13 19 10 ½ 20 14 
13  9 12  8  ½ 14 
1 12  9 20  3  ½ 

 

29.  ½  6  1 10  4 13 
11  ½ 20  9  1  1 
3  2 ½ 19 17 13 
1 19  9  ½  7 12 

16 14  2 16 ½ 11 
4 20  3  7 20  ½ 

 

30.  ½ 20 13 16  3 20 
10  ½  6 18 13  6 
17  3  ½ 12  4 11 
2  8  7  ½ 12 19 
4 12  1  7  ½ 18 
9 10  9 15 10  ½ 

 
31.  ½ 20 13 19  1  5 

13  ½  6  7 14 15 
13 10 ½ 13 15 18 
7  4  8  ½  4  4 

16  9  3  7 ½ 12 
9  7  6 10 17  ½ 

32.  ½ 13  8  6 16  3 
6 ½ 11 12 15 13 

11 19 ½ 10  6 11 
15 14  6 ½ 15 10 
5  9 10 12 ½ 16 
5  8 15 16 12 ½ 

33.  ½ 14  9  1  2  7 
3  ½  7  3  2 13 

13  5 ½  8 16  9 
8 19  5  ½ 20  6 
7 16  6  1 ½ 16 

14  3 14  7 19 ½ 
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34.  ½ 18 20  9 10 13 
13 ½  9  6 15 20 
14 18 ½ 11 16 13 
4  5  3 ½ 15  7 

13 10  5  2  ½  2 
8 11  4 16  5  ½ 

 

35.  ½ 11 17 14  1 19 
16 ½  2 17  2 18 
17 20 ½  2 14  2 
1  1 10 ½  2 20 
1 14 15 15 ½ 13 
20  1 19  3 20 ½ 

 

36.  ½  8  3  6  1 14 
4 ½ 12 14  3 13 
20  1 ½ 19 20  3 
9  4  5  ½ 13  2 

17 15  6 15 ½ 13 
20 19 19  8 14 ½ 

 
37.  ½ 10 12  4  2 11 

3 ½ 18 12 14 11 
6  1 ½  3 10 15 
1  2 14 ½ 10  3 
9 15 20 11 ½  3 
6  4  7  8 20 ½ 

 

38.  ½ 11 15 17 19 13 
8  ½  3  8  6  20 

17 17 ½ 20 20  7 
5  6  17 ½  1  9 
5  6  7 17 ½ 13 

14 12 19 16 17 ½ 
 

39.  ½ 19 10 12  2 20 
8  ½ 17 16  1 10 
9 12  ½ 16  1 14 
6  20  6  ½  2  2 
16 13 11  1 ½ 13 
9 10 10 10 11 ½ 

40.  ½ 14  8 14 20  4 
8 ½  5 12 13 17 
4 16 ½ 19 16  6 

14 17  8 ½ 10 15 
5 13 19  8 ½ 19 

17 13 13  7 19 ½ 
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ÑÏÈÑÎÊ ÐÅÊÎÌÅÍÄÎÂÀÍÍÎÉ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

Ðÿä âîïðîñîâ, ðàññìîòðåííûõ â ýòîì ïîñîáèè, ìîæíî íàé-
òè â ó÷åáíèêàõ ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå, ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ïðî-
ãðàììèðîâàíèþ è ïî èññëåäîâàíèþ îïåðàöèé.

1. Êóçíåöîâ À.Â., Ñàêîâè÷ Â.À., Õîëîä Í.È. Âûñøàÿ ìàòå-
ìàòèêà. Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Ìèíñê: Âûøýéø. øê.,
1994.

2. Òàõà Õ. Ââåäåíèå â èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. Ò 1, 2. Ì.:
Ìèð, 1985.

3. Âàãíåð Ã. Îñíîâû èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé. Ò 1—3. Ì.: Ìèð,
1972.

4. Çàé÷åíêî Þ.Ï. Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. Êèåâ.: Âûùà øê.,
1979.
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