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×ÀÑÒÜ 1. ÐÅÃÐÅÑÑÈÎÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ

1.1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü èçó÷àåòñÿ íåêîòîðûé îáúåêò V , êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíàìè

x, y, . . . , z, w,

îòðàæàþùèìè åãî ñâîéñòâà. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü çàâèñèìîñòè ìåæäó ýòèìè âå-
ëè÷èíàìè è òå ôîðìóëû, êîòîðûå èõ çàäàþò. Òàêèå çàâèñèìîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå äâóõ îñíîâíûõ ôîðì.

Ïåðâàÿ ôîðìà çàâèñèìîñòè � ýòî ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü, êîãäà îäíà èç
âåëè÷èí ÿâíî (íåÿâíî, ïàðàìåòðè÷åñêè è ò.ä.) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå. Çäåñü,
êàê ïðàâèëî, èìååòñÿ âïîëíå êîíêðåòíàÿ ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ìåæäó ñîáîé ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå âåëè÷èíû. ×àñòî áûâàåò òàê, ÷òî âèä ôîðìóëû èçâåñòåí ñ òî÷íîñòüþ
äî âõîäÿùèõ â íåå êîýôôèöèåíòîâ, è òîãäà ýòè êîýôôèöèåíòû òðåáóåòñÿ íàéòè ïî
ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé (èçìåðåíèé). Â áîëåå ñëîæíîì âàðèàíòå êîíêðåòíûé âèä
ôîðìóëû ìîæåò âûçûâàòü îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè, è òîãäà ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
íàáîð ôîðìóë è âûáèðàòü êàêóþ-òî îäíó èç íèõ.

Âòîðàÿ ôîðìà çàâèñèìîñòè � ýòî ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü, êîòîðàÿ, êàê ïðà-
âèëî, íå îïèñûâàåòñÿ êîíêðåòíîé ôîðìóëîé. Çäåñü çàâèñèìîñòü ìåæäó âåëè÷èíàìè
ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî èçìåíåíèå îäíîé èç âåëè÷èí âëèÿåò íà âîçìîæíûå çíà÷å-
íèÿ îñòàâøèõñÿ âåëè÷èí. Åñëè æå çàâèñèìîñòü ìåæäó âåëè÷èíàìè îòñóòñòâóåò, òî
èçìåíåíèå îäíîé èç íèõ íèêàêèì îáðàçîì íå îòðàæàåòñÿ íà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ
îñòàëüíûõ. Áîëåå òî÷íî òàêàÿ çàâèñèìîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â èçìåíåíèè çàêîíà ðàñïðå-
äåëåíèÿ îäíîé âåëè÷èíû ïîä âëèÿíèåì êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé äðóãèõ âåëè÷èí. Åñëè
æå çàâèñèìîñòü ìåæäó âåëè÷èíàìè îòñóòñòâóåò, òî èçìåíåíèå îäíîé èç íèõ íå îòðà-
æàåòñÿ íà çàêîíàõ ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàëüíûõ.

Ñóùåñòâóþò òàêæå è äðóãèå âàðèàíòû çàâèñèìîñòåé, ñî÷åòàþùèå â ñåáå ôóíêöè-
îíàëüíóþ è ñòîõàñòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòè. Êðîìå òîãî, âîçìîæåí âàðèàíò çàâèñèìî-
ñòåé, êîãäà çíà÷åíèÿ îäíîé, äâóõ èëè òðåõ âåëè÷èí äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàþòñÿ
îäíîé òàê íàçûâàåìîé îáúÿñíÿþùåé ïåðåìåííîé.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü ìåæäó äâóìÿ âåëè÷èíàìè y è x ñòðîèòñÿ â
âèäå

y = f(x) + ε, (1)

ãäå f(x) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Âåëè÷èíà ε ó÷èòûâàåò ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîé
ñâÿçè y ≈ f(x) è âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå íåó÷òåííûå èëè íåèçâåñòíûå ôàêòîðû. Î÷åâèä-
íî, ÷òî âûáîð ôóíêöèè f(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîâîëüíî òðóäíóþ çàäà÷ó, äëÿ ðåøå-
íèÿ êîòîðîé íåîáõîäèìî óìåòü îöåíèâàòü ñâîéñòâà ïîãðåøíîñòè ε. Îáû÷íî ôóíêöèþ
f(x) âûáèðàþò òàê, ÷òîáû äèñïåðñèÿ ïîãðåøíîñòè D(ε) = D(y − f(x)) áûëà áû êàê
ìîæíî ìåíüøå, òî åñòü D(y − f(x)) → min . Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è
äàåò ôóíêöèÿ

f(x) = M(y/x), (2)

ãäå âûðàæåíèå M(y/x) îçíà÷àåò óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû y ïðè
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè âåëè÷èíû x. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ðåãðåññèåé y íà x.
Íà ïðàêòèêå íàõîæäåíèå f(x) ïî ôîðìóëå (2) äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíî èëè âîîáùå
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íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó íåîáõîäèìî èìåòü èíôîðìàöèþ î ñîâìåñòíîì ðàñïðåäåëå-
íèè ïàðû (x, y) â ñîîòâåòñòâóþùåé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Ïîýòîìó, êàê ïðàâè-
ëî, f(x) ïîäáèðàþò ñðåäè íåêîòîðîãî êëàññà äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ôóíêöèé è çàòåì
ïî âûáîðî÷íûì äàííûì îïðåäåëÿþò åå êîýôôèöèåíòû. Â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ ÷à-
ñòî èñïîëüçóþò ëèíåéíûå, êâàäðàòè÷íûå, ïîêàçàòåëüíûå, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è äð.
ôóíêöèè. Íàïðèìåð, ôîðìóëà ñâÿçè y = a0 + a1x + a2x

2 + ε, ñîäåðæàùàÿ ïàðàìåòðû
a0, a1, a2, îòðàæàåò êâàäðàòè÷íóþ çàâèñèìîñòü y îò x.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ìîæåò èçó÷àòüñÿ çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû y îò ìíîãîìåðíîé
âåëè÷èíû u = (x1, x2, . . . , xk), è ýòà çàâèñèìîñòü ñòðîèòñÿ â âèäå

y = f(b, u) + ε, (3)

ãäå b = (b1, b2, . . . , b`) � âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Ôóíêöèÿ f(b, u) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèåé y íà u. Â óðàâíåíèè (3) âåëè÷èíà y íàçûâàåòñÿ çàâèñèìîé
ïåðåìåííîé, à x1, x2, . . . , xk � îáúÿñíÿþùèìè ïåðåìåííûìè.

Âûáîð ôóíêöèè f(b, u) è îöåíêà åå ïàðàìåòðîâ îïèðàåòñÿ íà íàáîð äàííûõ, ïðåä-
ñòàâëåííûõ â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

Òàáëèöà 1

Íàáîð äàííûõ äëÿ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà

N y x1 x2 · · · xk

1 y1 x11 x21 · · · xk1

2 y2 x12 x22 · · · xk2

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
i yi x1i x2i · · · xki

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
n yn x1n x2n · · · xkn

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ âåëè÷èí (yi, x1i, x2i, . . . , xki) ïîëó÷åíû îäíîâðåìåííî
ïðè êîíêðåòíîì íàáëþäåíèè (èçìåðåíèè), 1 ≤ i ≤ n. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
êàæäûé ñòîëáåö òàáëèöû 1 çàäàåò âûáîðêó çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû.
Ïàðàìåòð n îçíà÷àåò îáúåì âûáîðêè.

Äëÿ îöåíêè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ b çàâèñèìîñòè (3) ïî äàííûì òàáë. 1 èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Ñóùíîñòü ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäó-
þùåì. Ñîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ L(b), êîòîðàÿ îïèñûâàåò ìåðó ðàññåèâàíèÿ äàííûõ ïî
ïåðåìåííîé y îòíîñèòåëüíî ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ïî ïåðåìåííîé u

L(b) =
n∑

i=1

(
yi − f(b, u[i])

)2
, (4)

ãäå u[i] = (x1i, x2i, . . . , xki), 1 ≤ i ≤ n. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âûðàæåíèå äëÿ L(b) èìååò
áîëåå ñëîæíûé âèä. Èñêîìûé âåêòîð îöåíîê ïàðàìåòðîâ b̄ íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå
çàäà÷è íà ýêñòðåìóì

L(b) → min . (5)

Ðåøåíèå çàäà÷è (5) ìîæåò áûòü íàéäåíî àíàëèòè÷åñêè ëèáî ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ
ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïàêåòîâ ïðîãðàìì.

Ïðåäâàðèòåëüíûé âèä ôóíêöèè f(x) èëè f(b, u) ìîæåò áûòü óñòàíîâëåí, èñõîäÿ
èç ãðàôè÷åñêîãî àíàëèçà äàííûõ. Íàèáîëåå óäîáíî èçó÷àòü ïàðíóþ çàâèñèìîñòü, ò.å.
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çàâèñèìîñòü y îò êàêîé-òî îäíîé èç îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, îò x1. Çäåñü
èñïîëüçóþò ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïàð òî÷åê (x1i, yi) íà ïëîñêîñòè, 1 ≤ i ≤ n.
Ïðè íàíåñåíèè ýòèõ ïàð íà ïëîñêîñòü ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðîå ¾îáëàêî¿ òî÷åê, ôîðìà
êîòîðîãî ìîæåò ãîâîðèòü î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè çàâèñèìîñòåé. Åñëè ¾îáëàêî¿
òî÷åê èìååò âïîëíå êîíêðåòíóþ, âûðàæåííóþ ôîðìó, òî ìîæíî âïîëíå óâåðåííî
ãîâîðèòü î íàëè÷èè çàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè x1 è y. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
çàâèñèìîñòè ìîæåò è íå áûòü (ñì. ðèñ. 1, 2).

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü îïðåäåëåííûé êà÷åñòâåí-
íûé âûâîä î âîçìîæíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ïåðåìåííûìè x1 è
y. Âìåñòå ñ òåì óñòàíîâëåíèå ôàêòà èõ çàâèñèìîñòè èëè íåçàâèñèìîñòè òðåáóåò ïðè-
âëå÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå èçëàãàþòñÿ â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

-
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y

Ðèñ. 1. Îáëàêî òî÷åê. Èìååòñÿ çàâèñèìîñòü

*

* *

*

*
* *

*

*

*
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*
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*

-
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y

Ðèñ. 2. Îáëàêî òî÷åê. Íåò çàâèñèìîñòè

*
*

*

*

*
*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*
*

*

*

*

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü îïðåäåëåííûé êà÷åñòâåí-
íûé âûâîä î âîçìîæíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè âåëè÷èíàìè x1 è y.
Âìåñòå ñ òåì óñòàíîâëåíèå ôàêòà èõ çàâèñèìîñòè èëè íåçàâèñèìîñòè òðåáóåò ïðè-
âëå÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå èçëàãàþòñÿ â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.
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1.2. ËÈÍÅÉÍÀß ÐÅÃÐÅÑÑÈÎÍÍÀß ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ

1.2.1. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ.

Ïðèìåì, ÷òî ñâÿçü ìåæäó çàâèñèìîé è îáúÿñíÿþùèìè ïåðåìåííûìè èìååò ñëå-
äóþùèé âèä:

y = b0 + b u + ε = b0 + b1 x1 + . . . + bi xi + . . . + bk xk + ε. (6)

Çäåñü b0, b1, . . . , bi, . . . , bk � ïàðàìåòðû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (ëèíåéíîé ðåãðåññèè),
âåëè÷èíà ε � ñëó÷àéíàÿ îøèáêà íàáëþäåíèé (èçìåðåíèé). Âñå ýòè ïàðàìåòðû ÿâëÿþò-
ñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåèçâåñòíûìè è ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ ïî âûáîðî÷íûì äàííûì.
Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ i ≤ k îêàæåòñÿ, ÷òî bi 6= 0, òî ôîðìóëà (6) áóäåò ãîâîðèòü
î ñóùåñòâîâàíèè çàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè xi è y. Ïðè bi = 0 íåëüçÿ ãîâî-
ðèòü î çàâèñèìîñòè ìåæäó y è xi, âûðàæåííîé â ëèíåéíîé ôîðìå. Åñëè æå äëÿ âñåõ
1 ≤ i ≤ k îêàæåòñÿ, ÷òî bi = 0, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó y
è îáúÿñíÿþùèìè ïåðåìåííûìè îòñóòñòâóåò. Çàâèñèìîñòü y îò xi ìîæåò èìåòü ìåñòî,
íî â äðóãîé, áîëåå ñëîæíîé ôîðìå.

Íàõîæäåíèå îöåíîê ïàðàìåòðîâ è îáîñíîâàíèå çàâèñèìîñòè (6) îïèðàåòñÿ íà ñëå-
äóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé ε:

H1) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû ε òàêîâû, ÷òî

M(ε) = 0, D(ε) = σ2 = const > 0. (7)

H2) ëþáûå ïàðû çíà÷åíèé εi, εj âåëè÷èíû ε ÿâëÿþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè, ò.å.
ïðè i 6= j èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî M(εi εj) = 0, â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî è äëÿ ïàð
εi = yi − b0 − b ui è εj = yj − b0 − b uj, ãäå yi, yj, ui, uj âçÿòû èç òàáëèöû 1;

H3) âåëè÷èíà ε èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè, çàäàííûìè ôîð-
ìóëîé (7).

Âûïîëíåíèå ïðåäïîëîæåíèé H1) è H2) ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) è ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ çàâèñèìîñòè (6).
Ïðåäïîëîæåíèÿ H1) è H2) íàçûâàþò îñíîâíûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè ÌÍÊ.

Âûïîëíåíèå ïðåäïîëîæåíèÿ H3) äàåò âîçìîæíîñòü îáîñíîâàòü íàëè÷èå èëè îò-
ñóòñòâèå çàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåííîé y è ïåðåìåííûìè x1, x2, . . . , xk, çàäàííîé
ôîðìóëîé (6).

1.2.2. Ôîðìóëû äëÿ îäíîé îáúÿñíÿþùåé ïåðåìåííîé.

Èçó÷àåì çàâèñèìîñòü âèäà

y = b0 + b1 x1 + ε. (8)

Ïîëàãàåì, ÷òî ó íàñ èìåþòñÿ âûáîðêè çíà÷åíèé ïåðåìåííîé y è ïåðåìåííîé x1, ïðåä-
ñòàâëåííûå â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöàõ òàáëèöû 1. Îáîçíà÷èì

x̄1 =
1

n

n∑
i=1

x1i, ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi, (9 a)

Qx1x1 =
n∑

i=1

x2
1i − n (x̄1)

2, Qx1y =
n∑

i=1

(x1i yi)− n x̄1 ȳ, (9 b)
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Îöåíêè ïàðàìåòðîâ b0, b1, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå ðåãðåññèè (8), ðàâíû

b̄1 =
Qx1y

Qx1x1

, b̄0 = ȳ − b̄1 x̄1. (10)

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, ñôîðìèðóåì âûáîðêó îñòàòêîâ

e1, e2, . . . , ei, . . . , en, (11)

êîòîðûå çàäàþò îòêëîíåíèÿ íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé yi îò èõ ïðåäñêàçàííûõ çíà÷åíèé
ïî ôîðìóëå (8), ò.å.

ei = yi − b̄0 − b̄1 x1i, 1 ≤ i ≤ n. (12)

Ïî âûáîðêå (11) âû÷èñëèì îñòàòî÷íóþ ñóììó êâàäðàòîâ

Qee =
n∑

i=1

e2
i , (13)

êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàíà â ïîñëåäóþùèõ ðàñ÷åòàõ.
Îöåíêè (10) äàþò ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ b0, b1, ò.å. b0 ≈ b̄0, b1 ≈ b̄1.

Íà îñíîâàíèè ýòèõ ïðèáëèæåííûõ ðàâåíñòâ íåëüçÿ ïîëó÷èòü óâåðåííîãî çàêëþ÷åíèÿ
î òî÷íîì çíà÷åíèè èñêîìîãî ïàðàìåòðà b1 è ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî b1 6= 0. Èìåííî
ýòî íåðàâåíñòâî è áóäåò ãîâîðèòü î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
ìåæäó y è x1. Òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà b1 çàâèñèò îò îáúåìà âûáîðêè n è
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòàíäàðòíîé îøèáêîé îöåíêè b̄1. Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà σ1 îöåíêè b̄1

íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

σ1 =

√
Qee

(n− 2) Qx1x1

. (14)

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå îáúÿñíÿþùåé ïåðåìåííîé x1 = x∗1. Òîãäà âûðàæåíèå

ŷ = b̄0 + b̄1 x∗1 (15)

áóäåò çàäàâàòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé y, ò.å. y ≈ ŷ. Òî÷íîñòü
îöåíèâàíèÿ y õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòàíäàðòíîé îøèáêîé ïîëó÷åííîé îöåíêè è îáîçíà÷à-
åòñÿ σy. Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà σy çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

σy =

√
Qee

n− 2

(
1 +

1

n
+

(x∗1 − x̄1)2

Qx1x1

)
. (16)

Ïåðåéäåì ê îáîñíîâàíèþ íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (8) ìåæ-
äó ïåðåìåííûìè y è x1. Âûäâèãàåì ãèïîòåçó H0 îá îòñóòñòâèè òàêîé çàâèñèìîñòè.
Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî b1 = 0. Çàôèêñèðóåì óðîâåíü çíà÷èìîñòè α · 100%. ×èñëî
α çàäàåò âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà. Îøèáêà ïåðâîãî ðîäà îçíà÷àåò, ÷òî ïðåä-
ñòàâëåííûå äàííûå è ðåçóëüòàòû èõ îáðàáîòêè íå ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðèíÿòîé ãèïîòåçîé
H0, è ìû åå îòâåðãàåì. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû H0 îïèðàåòñÿ íà äâà ñïîñîáà.

Ïðè ïåðâîì ñïîñîáå âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó

F =
b̄2
1 Qx1x1 (n− 2)

Qee

. (17)
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Ýòó âåëè÷èíó áóäåì ñðàâíèâàòü ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì Fα ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà
ñ f1 = 1 è f2 = n − 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α (òàáëèöà Ï1).
Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî F ≤ Fα, òî ãèïîòåçó H0 ïðèíèìàåì, è
ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü (8) íàçûâàåì íå çíà÷èìîé. Åñëè æå F > Fα, òî ãèïîòåçó H0

îòêëîíÿåì è ñ÷èòàåì, ÷òî ìåæäó ïåðåìåííûìè x1 è y èìååòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü,
è ýòó çàâèñèìîñòü áóäåì íàçûâàòü çíà÷èìîé.

Ïðè âòîðîì ñïîñîáå ñòðîèì ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ ïàðàìåòðà b1

ïî ôîðìóëå
b1 ∈ I1 = (b̄1 − tα σ1, b̄1 + tα σ1), (18)

ãäå tα � êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà c n− 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α (òàáëèöà Ï2). Èíòåðâàë I1 íàêðûâàåò ïàðàìåòð b1 ñ âåðîÿò-
íîñòüþ p = 1 − α. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë I1 ñîäåðæèò â ñåáå
÷èñëî íîëü, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî b1 = 0 è, êàê ñëåäñòâèå, ãèïîòåçà H0 ïðèíèìàåòñÿ.
Åñëè æå äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë I1 íå ñîäåðæèò â ñåáå ÷èñëî íîëü, òî ïîëàãàåòñÿ,
÷òî b1 6= 0 è ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåæäó ïåðåìåííûìè x1 è y óñòàíîâëåíà çíà÷èìàÿ ëèíåéíàÿ
çàâèñèìîñòü. Òîãäà ïî çàäàííîìó x1 = x∗1 ìîæíî óêàçàòü ãðàíèöû äëÿ îæèäàåìîãî
çíà÷åíèÿ y ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé ε. Ýòè ãðàíèöû óñòàíàâëèâà-
þòñÿ â ôîðìå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà

y ∈ Iy = (ŷ − tα σy, ŷ + tα σy), (19)

êîòîðûé ñîäåðæèò çíà÷åíèå ïåðåìåííîé y ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1 − α. Êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå tα îïèñàíî âûøå, âåëè÷èíû ŷ, σy çàäàíû ôîðìóëàìè (15) è (16). Ãðàíèöû
äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà c1 = ŷ− tα σy, c2 = ŷ + tα σy, êàê ôóíêöèè îò âåëè÷èíû x∗1,
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3. Èç íåãî âèäíî, ÷òî òî÷íîñòü ïðåäñêàçàíèÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
y óáûâàåò ïî ìåðå óäàëåíèÿ òî÷êè x∗1 îò òî÷êè x̄1.

-

6

x∗1

y

Ðèñ. 3. Ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ y

x̄1

ȳ

c1

ŷ

c2
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1.2.3. Ôîðìóëû äëÿ äâóõ îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ.

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì èçó÷àòü çàâèñèìîñòü y îò äâóõ îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ
x1 è x2, çàäàííóþ â ëèíåéíîé ôîðìå

y = b0 + b1 x1 + b2 x2 + ε. (20)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìåæäó x1 è x2 íåò ëèíåéíîé ñâÿçè, òî åñòü x2 6= a1 x1+a2, a1 6= 0.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (20) ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ (8).
Ïîëàãàåì, ÷òî ó íàñ èìåþòñÿ âûáîðêè çíà÷åíèé ïåðåìåííîé y è ïåðåìåííûõ x1, x2,
ïðåäñòàâëåííûå â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöàõ òàáëèöû 1. Îáîçíà÷èì

x̄1 =
1

n

n∑
i=1

x1i, x̄2 =
1

n

n∑
i=1

x2i, ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi, (21 a)

∆ = Qx1x1 ·Qx2x2 −Q2
x1x2

, Qx1x1 =
n∑

i=1

x2
1i − n (x̄1)

2, (21 b)

Qx2x2 =
n∑

i=1

x2
2i − n (x̄2)

2, Qyy =
n∑

i=1

y2
i − n (ȳ)2, (21 c)

Qx1y =
n∑

i=1

(x1i yi)− n x̄1 ȳ, Qx2y =
n∑

i=1

(x2i yi)− n x̄2 ȳ, (21 d)

Qx1x2 =
n∑

i=1

(x1i x2i)− n x̄1 x̄2. (21 e)

Òîãäà îöåíêè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (20) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

b̄1 =
Qx2x2 ·Qx1y −Qx1x2 ·Qx2y

∆
, (22 a)

b̄2 =
Qx1x1 ·Qx2y −Qx1x2 ·Qx1y

∆
, (22 b)

b̄0 = ȳ − b̄1 x̄1 − b̄2 x̄2. (22 c)

Çàìåòèì çäåñü, ÷òî ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëàì (21), (22) ÷àñòî ïîëó-
÷àþòñÿ íåâåðíûå ðåçóëüòàòû. Ýòî âûçâàíî îøèáêàìè îêðóãëåíèé, ê êîòîðûì î÷åíü
÷óâñòâèòåëüíû ýòè ôîðìóëû. Ïîýòîìó âñå âû÷èñëåíèÿ äîëæíû ïðîâîäèòüñÿ î÷åíü
àêêóðàòíî è ïðîäóìàííî.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, ñôîðìèðóåì âûáîðêó îñòàòêîâ

e1, e2, . . . , ei, . . . , en, (23)

êîòîðûå çàäàþò îòêëîíåíèÿ íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé yi îò èõ ïðåäñêàçàííûõ çíà÷åíèé
ïî ôîðìóëå (20), ò.å.

ei = yi − b̄0 − b̄1 x1i − b̄2 x2i, 1 ≤ i ≤ n. (24)

Ïî âûáîðêå (24) âû÷èñëèì îñòàòî÷íóþ ñóììó êâàäðàòîâ

Qee =
n∑

i=1

e2
i , (25)

9



êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàíà â ïîñëåäóþùèõ ðàñ÷åòàõ. Âåëè÷èíà Qee òàêæå ìîæåò
áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå

Qee = Qyy − (b̄1 Qx1y + b̄2 Qx2y). (26)

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëàì (21)�(25).
Îöåíêè (22) äàþò ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ b0, b1, b2, ò.å.

b0 ≈ b̄0, b1 ≈ b̄1, b2 ≈ b̄2.

Íà îñíîâàíèè ýòèõ ïðèáëèæåííûõ ðàâåíñòâ íåëüçÿ ïîëó÷èòü óâåðåííîãî çàêëþ÷åíèÿ
î òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ b1 è b2, à òàêæå ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâà b1 6= 0 èëè
b2 6= 0. Ýòè íåðàâåíñòâà óêàçûâàþò íà íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
ìåæäó y è îáúÿñíÿþùèìè ïåðåìåííûìè x1 è x2. Òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ b1,
b2 çàâèñèò îò îáúåìà âûáîðêè n è õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòàíäàðòíûìè îøèáêàìè îöåíîê
b̄1, b̄2. Ñòàíäàðòíûå îøèáêè σ1, σ2 îöåíîê b̄1, b̄2 íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

σ1 =

√
Qee

n− 3
· Qx2x2

∆
, σ2 =

√
Qee

n− 3
· Qx1x1

∆
. (27)

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ x1 = x∗1, x2 = x∗2. Òîãäà âûðà-
æåíèå

ŷ = b̄0 + b̄1 x∗1 + b̄2 x∗2 (28)

áóäåò çàäàâàòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé y, ò.å. y ≈ ŷ. Òî÷íîñòü
îöåíèâàíèÿ y õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòàíäàðòíîé îøèáêîé ïîëó÷åííîé îöåíêè è îáîçíà÷à-
åòñÿ σy. Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà σy çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

σy =

√
Qee

n− 3
·
(

1 +
1

n
+

1

∆
· δy

)
, (29)

ãäå âåëè÷èíà δy ðàâíà

δy = Qx2x2(x
∗
1 − x̄1)

2 − 2 Qx1x2(x
∗
1 − x̄1)(x

∗
2 − x̄2) + Qx1x1(x

∗
2 − x̄2)

2. (30)

Ïåðåéäåì ê îáîñíîâàíèþ íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (20)
ìåæäó ïåðåìåííûìè y è x1, x2. Âûäâèãàåì ãèïîòåçó H0 îá îòñóòñòâèè òàêîé çàâèñè-
ìîñòè. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî b1 = 0 è b2 = 0. Çàôèêñèðóåì óðîâåíü çíà÷èìîñòè
α · 100%. ×èñëî α çàäàåò âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà. Îøèáêà ïåðâîãî ðîäà
îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå äàííûå è ðåçóëüòàòû èõ îáðàáîòêè íå ñîãëàñóþòñÿ ñ
ïðèíÿòîé ãèïîòåçîé H0, è ìû åå îòâåðãàåì. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 âû÷èñëèì
âåëè÷èíó

F =
(b̄1 Qx1y + b̄2 Qx2y) (n− 3)

2 Qee

(31)

è áóäåì ñðàâíèâàòü åå ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì Fα ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ñ f1 = 2
è f2 = n − 3 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α (òàáëèöà Ï1). Åñëè îêà-
æåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî F ≤ Fα, òî ãèïîòåçó H0 ïðèíèìàåì, à ëèíåéíóþ
çàâèñèìîñòü (20) íàçûâàåì íå çíà÷èìîé. Åñëè æå F > Fα, òî ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì
è ñ÷èòàåì, ÷òî ìåæäó y è x1, x2 èìååòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, è ýòà çàâèñèìîñòü
íàçûâàåòñÿ çíà÷èìîé.
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Åñëè çàâèñèìîñòü (20) ïðèçíàíà çíà÷èìîé, òî ñëåäóåò óñòàíîâèòü êàêàÿ èç îáú-
ÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ x1 è (èëè) x2 îêàçûâàåò âëèÿíèå íà y. Çàôèêñèðóåì óðîâåíü
çíà÷èìîñòè α · 100% è ïîñòðîèì äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ b1 è b2:

b1 ∈ I1 = (b̄1 − tα σ1, b̄1 + tα σ1), b2 ∈ I2 = (b̄2 − tα σ2, b̄2 + tα σ2), (32)

ãäå tα � êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà c n − 3 ñòåïåíÿìè ñâîáî-
äû íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α (òàáëèöà Ï2), à âåëè÷èíû σ1, σ2 çàäàíû ôîðìóëàìè
(27). Èíòåðâàëû I1, I2 íàêðûâàþò ïàðàìåòðû b1, b2 ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1− α. Åñëè
îêàæåòñÿ, ÷òî äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë I1 ñîäåðæèò â ñåáå ÷èñëî íîëü, òî ïîëàãàåì
òîãäà, ÷òî b1 = 0, è ïðèíèìàåì, ÷òî ïåðåìåííàÿ y íå çàâèñèò îò x1. Àíàëîãè÷íî, åñëè
I2 ñîäåðæèò â ñåáå ÷èñëî íîëü, òî ïîëàãàåì, ÷òî b2 = 0 è, ïðèíèìàåì, ÷òî ïåðåìåííàÿ
y íå çàâèñèò îò x2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà I1 è I2 íå ñîäåðæàò ÷èñëî íîëü, ïîëà-
ãàåì, ÷òî îáå îáúÿñíÿþùèå ïåðåìåííûå îêàçûâàþò âëèÿíèå íà y. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè
b̄1 > 0 âîçðàñòàíèå x1 áóäåò âåñòè ê âîçðàñòàíèþ y, à ïðè b̄1 < 0 � ê åå óìåíüøåíèþ.
Àíàëîãè÷íûé âûâîä î çàâèñèìîñòè y îò x2 ìîæíî ñäåëàòü ïî çíàêó b̄2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàâèñèìîñòü (20) ìåæäó y è x1, x2 ïðèçíàíà çíà÷èìîé. Òîãäà
ïî çàäàííûì x1 = x∗1 è x2 = x∗2 ìîæíî óêàçàòü ãðàíèöû äëÿ îæèäàåìîãî çíà÷åíèÿ y ñ
ó÷åòîì âëèÿíèÿ ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé ε. Ýòè ãðàíèöû óñòàíàâëèâàþòñÿ â ôîðìå
äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà

y ∈ Iy = (ŷ − tα σy, ŷ + tα σy), (33)

êîòîðûé ñîäåðæèò çíà÷åíèå ïåðåìåííîé y ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1 − α. Êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå tα áåðåòñÿ òàê æå, êàê è â ôîðìóëå (32), à âåëè÷èíû ŷ, σy çàäàþòñÿ ôîð-
ìóëàìè (28) è (29). Ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà c1 = ŷ− tα σy, c2 = ŷ + tα σy,
êàê ôóíêöèè îò âåëè÷èí x∗1 è x∗2 îáðàçóþò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü, ñå÷åíèÿ êîòîðîé
íàïîìèíàþò ôèãóðó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 3. Òî÷íîñòü ïðåäñêàçàíèÿ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé y óáûâàåò ïî ìåðå óäàëåíèÿ òî÷êè (x∗1, x∗2) îò òî÷êè (x̄1, x̄2).

1.2.4. Ïðîâåðêà ïðåäïîëîæåíèé ÌÍÊ ïî âûáîðêå îñòàòêîâ.

Âñå ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû ïîëó÷åíû ïðè óñëîâèè, ÷òî âûïîëíåíû ïðåäïî-
ëîæåíèÿ H1, H2, H3 ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðîâåðêà ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ýòàïîì óñòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó èçó÷àåìûìè ïåðå-
ìåííûìè. Îòñóòñòâèå òàêîé ïðîâåðêè äåëàåò áåññìûñëåííûì âñå âû÷èñëåíèÿ, ïî-
ñêîëüêó îíè áóäóò íå îáîñíîâàííûìè. Ïðîâåðêà ïðåäïîëîæåíèé ÌÍÊ îïèðàåòñÿ íà
èçó÷åíèå ñâîéñòâ âûáîðêè îñòàòêîâ, êîòîðûå çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (12) èëè (24). Ñ
ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äåéñòâèé.

Ýòàï À. Ïðîâåðêà ïðåäïîëîæåíèÿ H2.

Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñî âñåìè ôîðìóëàìè, êîòîðûå ïîçâî-
ëÿþò âû÷èñëèòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Äëÿ ïðîâåðêè ïðåäïîëî-
æåíèÿ H2) ìîæíî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé Äàðáèíà�Óîòñîíà. Ýòîò êðèòåðèé ïðèìå-
íÿåòñÿ ñ öåëüþ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 îá îòñóòñòâèè àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ. Àâ-
òîêîððåëÿöèÿ îñòàòêîâ îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïàðà îñòàòêîâ ñâÿçàíà
ìåæäó ñîáîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû (10) è (22) èñïîëüçî-
âàòü íå ðåêîìåíäóåòñÿ, îñîáåííî, åñëè îáúåì âûáîðêè íå î÷åíü áîëüøîé. Ïîëó÷àåìûå
ïî ýòèì ôîðìóëàì îöåíêè b̄0, b̄1, b̄2 ìîãóò çíà÷èòåëüíî îòêëîíÿòüñÿ îò b0, b1, b2 è
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íå äàâàòü èõ èñòèííûõ çíà÷åíèé. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ìîæåò ÿâëÿòüñÿ íåïðàâèëüíàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè äàííûõ è íåîáîñíîâàííîå ïðèìåíåíèå ôîðìóë
(19), (33) äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé y.

Àëãîðèòì ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 îá îòñóòñòâèè àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì. Çàôèêñèðóåì óðîâåíü çíà÷èìîñòè α·100%. ×èñëî α çàäàåò âåðîÿòíîñòü
îøèáêè ïåðâîãî ðîäà. Îøèáêà ïåðâîãî ðîäà îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè äàí-
íûõ íå ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðèíÿòîé ãèïîòåçîé H0, è ìû åå îòâåðãàåì. Èç òàáëèöû ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Äàðáèíà�Óîòñîíà (òàáëèöà Ï3) âûáèðàþòñÿ çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèê dL, dU

äëÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α, çàäàííîãî îáúåìà âûáîðêè n è ÷èñëà îáúÿñíÿþùèõ ïåðå-
ìåííûõ k (ó íàñ k = 1 èëè k = 2. Âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà

d =

n∑
i=2

(ei − ei−1)
2

Qee

, (34)

çíà÷åíèÿ êîòîðîé çàêëþ÷åíû â ïðîìåæóòêå [0, 4]. Âåëè÷èíà Qee çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè
(13) è (25).

Âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ: 1) åñëè d < dL, òî ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ â ïîëüçó
ãèïîòåçû î ïîëîæèòåëüíîé àâòîêîððåëÿöèè; 2) åñëè d > 4−dL, òî ãèïîòåçà H0 îòâåð-
ãàåòñÿ â ïîëüçó ãèïîòåçû îá îòðèöàòåëüíîé àâòîêîððåëÿöèè; 3) åñëè dU ≤ d ≤ 4−dU ,
òî ãèïîòåçà H0 ïðèíèìàåòñÿ; 4) åñëè dL ≤ d ≤ dU èëè 4− dU ≤ d ≤ 4− dL, òî íåëüçÿ
ñäåëàòü îïðåäåëåííûé âûâîä (òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå äîïîëíèòåëüíûõ äàííûõ èëè
ïðèìåíåíèå äðóãèõ êðèòåðèåâ).

Ñëó÷àè 1) è 2) îçíà÷àþò, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ ïî ïðèâåäåííûì ôîðìóëàì íå ÿâëÿ-
þòñÿ äîñòàòî÷íî îáîñíîâàííûìè è íèêàêèõ ñîäåðæàòåëüíûõ âûâîäîâ îá èçó÷àåìîé
çàâèñèìîñòè ñäåëàòü íåëüçÿ. Ñëó÷àé 3) ãîâîðèò îá îáîñíîâàííîñòè ïðèìåíåíèÿ ôîð-
ìóë (10) è (22) äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ è î âîçìîæíîñòè äàëüíåéøåãî
àíàëèçà èçó÷àåìîé çàâèñèìîñòè. Â ñëó÷àå 4) ìîæíî ïðèìåíÿòü ôîðìóëû (10) è (22),
íî ïîñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ è âûâîäû îá èçó÷àåìîé çàâèñèìîñòè òðåáóþò îïðåäå-
ëåííîé îñòîðîæíîñòè.

Ýòàï B. Ïðîâåðêà ïðåäïîëîæåíèÿ H3.

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò ïðîâåðÿòü çíà÷èìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàâèñèìî-
ñòè ïî ôîðìóëàì (17), (33), ñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ ïî
ôîðìóëàì (18), (32) è èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû (19) è (33) äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ çíà÷å-
íèé ïåðåìåííîé y. Ðàññìîòðèì ãèïîòåçó H0, ñîñòîÿùóþ â òîì, ÷òî âûáîðêà îñòàòêîâ
èçâëå÷åíà èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Çàôèêñèðó-
åì óðîâåíü çíà÷èìîñòè α · 100%. ×èñëî α çàäàåò âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà.
Îøèáêà ïåðâîãî ðîäà îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè äàííûõ íå ñîãëàñóþòñÿ ñ
ïðèíÿòîé ãèïîòåçîé H0, è ìû åå îòêëîíÿåì. Ïîñëåäíåå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ðàñïðåäå-
ëåíèå ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îòëè÷àåòñÿ îò íîðìàëüíîãî.

Åñëè ãèïîòåçà H0 îòêëîíåíà, òî ïðîâåðêà çíà÷èìîñòè ìîäåëè è ïðåäñêàçàíèå çíà-
÷åíèé ïåðåìåííîé y íå ìîãóò îïèðàòüñÿ íà óêàçàííûå ôîðìóëû. Èñêëþ÷åíèå çäåñü
ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé òàê íàçûâàåìûõ áîëüøèõ âûáîðîê, ò.å. âûáîðîê, îáúåì êîòîðûõ
n äîñòàòî÷íî âåëèê, n ∼ 100. Äëÿ òàêèõ âûáîðîê ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå ôîðìóëû,
îïèðàþùèåñÿ íà äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû, íî ôîðìóëû (17) è (33) ïðèìåíÿòü íå
ðåêîìåíäóåòñÿ.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ äâà ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ ñïîñîáà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñäåëàòü
âûâîä î íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ áåç ñóùåñòâåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.
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Ïåðâûé ñïîñîá îïèðàåòñÿ íà êðèòåðèé õè-êâàäðàò. Àëãîðèòì ðàáîòû ïî ýòîìó
ñïîñîáó ñëåäóþùèé. Ïî âûáîðêå îñòàòêîâ íàõîäèì âåëè÷èíû

ē =
1

n

n∑
i=1

ei, s2
e =

1

n− 1

n∑
i=1

(ei − ē)2, (35)

êîòîðûå îçíà÷àþò âûáîðî÷íîå ñðåäíåå è âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ îñòàòêîâ. Çàìåòèì,
÷òî âåëè÷èíà ē äîëæíà áûòü áëèçêà ê íóëþ, ò.å. ē ≈ 0, òàê êàê åå òåîðåòè÷åñêîå
çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ. Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ē îò íóëÿ ñâÿçàíî ëèáî ñ îøèáêàìè â
âû÷èñëåíèÿõ, ëèáî ñ ãðóáûì îêðóãëåíèåì ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
s2

e áîëåå óäîáíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

s2
e =

Qee − n (ē)2

n− 1
, (36)

ãäå âåëè÷èíà Qee çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè (13) è (25). Êâàäðàòíûé êîðåíü èç s2
e, ò.å.

âåëè÷èíà se =
√

s2
e íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì.

Äàëåå ñòðîèì ïðîìåæóòêè:

(−∞, ē− se), [ē− se, ē− 0.5 se), [ē− 0.5 se, ē),

[ē, ē + 0.5 se), [ē + 0.5 se, ē + se), [ē + se, +∞).

Çàòåì îïðåäåëÿåì, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ èç âûáîðêè îñòàòêîâ ïîïàäàåò â ýòè ïðîìå-
æóòêè. Èõ êîëè÷åñòâî îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç n1, n2, n3, n4, n5, n6. Äëÿ
êîíòðîëÿ ïðàâèëüíîñòè ïîäñ÷åòîâ ñëåäóåò ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ

6∑
i=1

ni = n. (37)

Ïðèìåì, ÷òî îáúåì âûáîðêè n > 35 è âû÷èñëèì âåëè÷èíó

N2 =
n2

1 + n2
6

0.1587 n
+

n2
2 + n2

5

0.1498 n
+

n2
3 + n2

4

0.1915 n
− n. (38)

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî N2 ≤ 7.81, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûáîðêà îñòàòêîâ ïîëó÷åíà
èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ
íåðàâåíñòâà N2 > 11.3 ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè â âûáîðêå îñòàò-
êîâ, ò.å. ãèïîòåçà H0, îòâåðãàåòñÿ.

Ïðè îáúåìå âûáîðêè 25 ≤ n ≤ 35 âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó

M2 =
(n1 + n2)

2 + (n5 + n6)
2

0.3085 n
+

n2
3 + n2

4

0.1915 n
− n. (39)

Òîãäà, åñëè M2 ≤ 3.84, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âûáîðêà îñòàòêîâ ïîëó÷åíà èç ãåíåðàëüíîé
ñîâîêóïíîñòè ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Åñëè æå áóäåò âåðíî M2 > 6.63, òî
äàííîå ïðåäïîëîæåíèå (ãèïîòåçà H0) îòâåðãàåòñÿ.

Åñëè æå áóäóò âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 7.81 < N2 ≤ 11.3 èëè 3.84 < M2 ≤ 6.63,
òî ãèïîòåçó H0 ìîæíî ïðèíÿòü (ïðè óðîâíå îøèáêè ïåðâîãî ðîäà α = 0.01), íî
æåëàòåëüíî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå ñ ïîìîùüþ äðóãèõ êðèòåðèåâ,
îïèñàííûõ â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå.
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Âòîðîé ñïîñîá îðèåíòèðóåòñÿ íà õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ãðàôèêà ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ýòè îñîáåííîñòè
ïðîÿâëÿþòñÿ â ãåíåðàëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ àñèììåòðèè è ýêñöåññà, êîòîðûå äëÿ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíû íóëþ. Àëãîðèòì ðàáîòû ïî äàííîìó ñïîñîáó ñëå-
äóþùèé. Ïî âûáîðêå îñòàòêîâ âû÷èñëÿåì ē, se, à òàêæå âûáîðî÷íûå êîýôôèöèåíòû
àñèììåòðèè � Ae è ýêñöåññà � Ee:

Ae =
1

s3
e

· 1

n

n∑
i=1

(ei − ē)3, Ee =
1

s4
e

· 1

n

n∑
i=1

(ei − ē)4 − 3. (40)

Íàõîäèì äèñïåðñèè ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ

D(Ae) =
6 (n− 1)

(n + 1) (n + 3)
, D(Ee) =

24 n (n− 2) (n− 3)

(n + 1) 2 (n + 3) (n + 5)
. (41)

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî âûáîðî÷íûå êîýôôèöèåíòû àñèììåòðèè è ýêñöåññà óäîâëåòâîðÿ-
þò íåðàâåíñòâàì

|Ae| ≤ 3
√

D(Ae), |Ee| ≤ 5
√

D(Ee), (42)

òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûáîðêà îñòàòêîâ ïîëó÷åíà èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ
íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîñòè
ñëåäóåò îòâåðãíóòü èëè ñ÷èòàòü ñîìíèòåëüíûì. Íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òîò ôàêò, ÷òî
âûâîä, ïîëó÷åííûé ïî äàííîìó ñïîñîáó, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ïðèáëèæåííûì. Ïðèìåíå-
íèå ýòîãî ñïîñîáà ðåêîìåíäóåòñÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà îáúåì âûáîðêè ñðàâíèòåëüíî ìàë
(n ëåæèò â ïðîìåæóòêå 10�25) è íåâîçìîæíî ïðèìåíèòü êðèòåðèé õè-êâàäðàò èëè
äðóãèå êðèòåðèè.

Ýòàï C. Ïðîâåðêà ïðåäïîëîæåíèÿ H1.

Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå ñâÿçàíî ñ îäíîðîäíîñòüþ ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé (èçìå-
ðåíèé) çàâèñèìîé è îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ ε è åå çíà÷åíèÿ ε1, ε2, . . ., εn, ôîðìèðóþùèå âûáîðêó çíà÷åíèé çàâèñèìîé
ïåðåìåííîé y1, y2, . . ., yn, ñîõðàíÿþò íåèçìåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-
ïåðñèþ. Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå íàáëþäåíèÿ (èçìåðåíèÿ) ïðîâîäÿòñÿ ñ îäèíàêîâîé
òî÷íîñòüþ, çàäàâàåìîé äèñïåðñèåé D(εi) = σ2 = const > 0, 1 ≤ i ≤ n. Ýòî ñâîéñòâî
íàçûâàåòñÿ ãîìîñêåäàñòè÷íîñòüþ (îäíîðîäíîñòüþ) ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé (èçìå-
ðåíèé). Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äèñïåðñèÿ D(εi) âåëè÷èí εi ìîæåò çàâèñåòü îò íîìåðà
íàáëþäåíèÿ (èçìåðåíèÿ) i, çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ yi, x1i, x2i è ò.ä. Â ýòîì ñëó÷àå ãî-
âîðÿò î òîì, ÷òî ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé (èçìåðåíèé) ÿâëÿþòñÿ íåîäíîðîäíûìè, è
èìååò ìåñòî ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü íàáëþäåíèé (èçìåðåíèé).

Ïîñëåäñòâèÿ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè ïðîÿâëÿþòñÿ â ñëåäóþùåì. Ôîðìóëû (10) è
(22) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê b̄0, b̄1, b̄2. Îäíàêî ñòàíäàðòíûå
îøèáêè îöåíîê è çàâèñèìîé ïåðåìåííîé óæå íå ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì
(14), (16), (27), (29). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîâåðêà çíà÷èìîñòè âëèÿíèÿ îáúÿñíÿþùèõ
ïåðåìåííûõ è ïðåäñêàçàíèå çíà÷åíèé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïî ôîðìóëàì (18), (19),
(32), (33) ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì.

Ðàññìîòðèì ãèïîòåçó H0, ñîñòîÿùóþ â òîì, ÷òî ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü îòñóòñòâó-
åò. Çàôèêñèðóåì óðîâåíü çíà÷èìîñòè α · 100%. ×èñëî α çàäàåò âåðîÿòíîñòü îøèáêè
ïåðâîãî ðîäà. Îøèáêà ïåðâîãî ðîäà îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè äàííûõ íå
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ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðèíÿòîé ãèïîòåçîé H0, è ìû åå îòêëîíÿåì. Îòêëîíåíèå ýòîé ãèïî-
òåçû ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé (èçìåðåíèé) íå ÿâëÿþòñÿ
ãîìîñêåäàñòè÷íûìè.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ äâà òåñòà, ïîçâîëÿþùèå ïðîâåðÿòü ãèïîòåçó H0. Â îáîèõ òå-
ñòàõ èçó÷àåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèÿìè îñòàòêîâ e è çíà÷åíèÿìè îäíîé èç
îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ x1 èëè x2. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàâèñèìîñòü y îò äâóõ
ïåðåìåííûõ, òî êàæäûé èç òåñòîâ íóæíî ïðèìåíÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî ê ïàðå (e, x1)
è ïàðå (e, x2). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âîçüìåì ïàðó (e, x1). Èç òàáëèöû 1 ôîðìèðóåì
âûáîðêó çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x1. Çàïèñûâàåì ýòó âûáîðêó è âûáîðêó îñòàòêîâ â
ñëåäóþùåé ôîðìå

x11, x12, . . . , x1i, . . . , x1n, (43)

e1, e2, . . . , ei, . . . , en, (44)

Òåñò Ãîëäôåëäà�Êâàíäòà.

Ýòîò òåñò ïðèìåíÿåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âûáîðêà îñòàòêîâ èçâëå÷åíà èç ãå-
íåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Çàìåòèì, ÷òî èìåííî òà-
êîå ïðåäïîëîæåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íà ýòàïå B. Àëãîðèòì ðàáîòû ïî òåñòó ñëåäóþùèé.
Óïîðÿäî÷èâàåì âûáîðêó (43) â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé x1i. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ íîâûì ïîðÿäêîì ïåðåñòàâëÿåì ýëåìåíòû âûáîðêè (44). Ïîëàãàåì, ÷òî îíà áóäåò
çàïèñàíà â ôîðìå

ē1, ē2, . . . , ēj, . . . , ēn, (45)

ãäå ēj � ýòî îñòàòêè ei, ðàññòàâëåííûå â íîâîì ïîðÿäêå. Çàäàåì ÷èñëî m êàê öåëóþ
÷àñòü äðîáè n/3. Âû÷èñëÿåì ñóììû

G1 =
m∑

j=1

(ēj)
2 , G2 =

n∑
j=n−m+1

(ēj)
2 , (46)

è èç íèõ âûáèðàåì íàèáîëüøóþ Gmax è íàèìåíüøóþ Gmin. Äàëåå íàõîäèì âåëè÷èíó

G =
Gmax

Gmin

(47)

è ñðàâíèâàåì åå ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì Fα ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ñ f1 = f2 = m−k
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α (òàáëèöà Ï1). Ïàðàìåòð k îçíà÷àåò ÷èñ-
ëî îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ (ó íàñ k = 1 èëè k = 2). Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî G ≤ Fα, òî ãèïîòåçó H0 ïðèíèìàåì è ñ÷èòàåì, ÷òî èìååò ìåñòî ãîìîñêå-
äàñòè÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé (èçìåðåíèé). Åñëè æå G > Fα, òî ãèïîòåçó H0

îòêëîíÿåì â ïîëüçó ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ. Îøèáêà ïåðâîãî ðîäà
ðàâíà α.

Òåñò ðàíãîâîé êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà.

Ýòîò òåñò íå òðåáóåò íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî âûáîðêè
îñòàòêîâ, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî îáúåì âûáîðêè n ≥ 9. Òåñò ïðîâåðÿåò îòñóòñòâèå
ìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ìîäóëÿìè îñòàòêîâ è çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííîé x1.
Àëãîðèòì ðàáîòû ïî òåñòó ñëåäóþùèé.

Âìåñòî âûáîðêè (44) ðàññìàòðèâàåì âûáîðêó èç ìîäóëåé îñòàòêîâ, à èìåííî

|e1|, |e2|, . . . , |ei|, . . . , |en|. (48)
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Âûáîðêó (43) óïîðÿäî÷èâàåì ïî âîçðàñòàíèþ è íàõîäèì ðàíãè åå ýëåìåíòîâ. Ðàíãîì
ýëåìåíòà x1i íàçûâàåòñÿ íîìåð òîãî ìåñòà, íà êîòîðûé x1i âñòàíåò â óïîðÿäî÷åííîé
âûáîðêå. Äëÿ ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ðàíã áåðåòñÿ îäèíàêîâûì
è ðàâíûì ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ìåñò, íà êîòîðûå îíè âñòàëè. Ðàíã ýëåìåíòà
x1i îáîçíà÷èì ÷åðåç β1i. Àíàëîãè÷íî óïîðÿäî÷èâàåì ïî âîçðàñòàíèþ âûáîðêó (48) è
íàõîäèì ðàíãè åå ýëåìåíòîâ. Ðàíã ýëåìåíòà |ei| îáîçíà÷èì ÷åðåç γ1i.

Ñîñòàâèì ðàçíîñòè ìåæäó ðàíãàìè ïî ôîðìóëå: wi = β1i − γ1i, 1 ≤ i ≤ n. Âû÷èñ-
ëèì êîýôôèöèåíò ðàíãîâîé êîððåëÿöèè ïî Ñïèðìåíó

Rs = 1− 6

n3 − n

n∑
i=1

w2
i . (49)

Èñïîëüçóÿ Rs, íàéäåì âåëè÷èíó

Ts = |Rs| ·

√
n− 2

1−R2
s

, (50)

êîòîðóþ áóäåì ñðàâíèâàòü ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì tα ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà c
n− 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α (òàáëèöà Ï2). Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Ts ≤ tα, òî ãèïîòåçà H0 ïðèíèìàåòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò
ìåñòî ãîìîñêåäàñòè÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé (èçìåðåíèé). Ïðè âûïîëíåíèè
íåðàâåíñòâà Ts > tα ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ è ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî èìååò
ìåñòî ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé (èçìåðåíèé). Îøèáêà ïåðâîãî
ðîäà ðàâíà α.

1.2.5. Âûáîð óðîâíÿ çíà÷èìîñòè äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0.

Óðîâåíü çíà÷èìîñòè α çàäàþò çàðàíåå, äî íà÷àëà îáðàáîòêè äàííûõ. Â íàó÷íûõ
èññëåäîâàíèÿõ îáû÷íî èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

α = 0.05, 0.01, 0.001.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèåé, îòêëîíåíèå ãèïîòåçû H0 íà óðîâíå α =
0.05 íàçûâàþò çíà÷èìûì, íà óðîâíå α = 0.01 � ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûì è íà óðîâíå
α = 0.001 � âûñîêî ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûì. Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ, íà-
ïðèìåð, ñ èññëåäîâàíèåì òåõíè÷åñêèõ èçäåëèé èëè ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ, èíî-
ãäà èñïîëüçóåòñÿ óðîâåíü α = 0.1.

Â õîäå îáðàáîòêè äàííûõ ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ, êîãäà ìû îòâåðãàåì ãèïî-
òåçó H0 íà óðîâíå α = 0.05, íî âìåñòå ñ òåì ìû ìîæåò åå ïðèíÿòü íà óðîâíå α = 0.01.
Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò è äëÿ óðîâíåé çíà÷èìîñòè α = 0.01 è α = 0.001.
Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå, ñîáðàòü íî-
âûå äàííûå è ïðîâåñòè èõ îáðàáîòêó. Ïðè ýòîì ìîæíî îáúåäèíèòü èìåþùèåñÿ è
âíîâü ïîëó÷åííûå äàííûå, ëèáî îáðàáîòêó ïðîâåñòè îòäåëüíî. Ïðè íåâîçìîæíîñòè
äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷ü äðóãèå ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû
äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0.
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1.3. ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÐÅÃÐÅÑÑÈÎÍÍÀß ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ

1.3.1. Íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè è èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïðè èçó÷åíèè âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ïåðåìåííûìè ÷àñòî âîçíèêàþò ðåãðåññèîííûå
çàâèñèìîñòè

y = f(b, u) + ε = f(b, x1, x2, . . . , xk) + ε, (51)

â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f íå ëèíåéíà ïî îäíîé èëè íåñêîëüêèì îáúÿñíÿþùèì ïåðåìåí-
íûì, íî ëèíåéíà ïî ïàðàìåòðàì. Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ ñòåïåííàÿ, ëîãàðèô-
ìè÷åñêàÿ, ïîêàçàòåëüíàÿ è îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòè. Òàê, íàïðèìåð, ñòåïåííàÿ çàâè-
ñèìîñòü çàäàåòñÿ ôîðìóëîé y = b0 + b1 x + b2 x2 + . . . + bk xk + ε. Èçó÷åíèå ýòîé
çàâèñèìîñòè ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ìíîæåñòâåííîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè, â êîòîðîé
ïîëàãàåì, ÷òî x1 = x, x2 = x2, . . . , xk = xk. Äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé çàâèñèìîñòè
y = b0 + b1 ln x + ε ìîæíî èñïîëüçîâàòü íîâóþ ïåðåìåííóþ x1 = ln x. Ïîêàçàòåëü-
íàÿ çàâèñèìîñòü y = b0 + b1 exp(x) + ε ïåðåõîäèò â ëèíåéíóþ ïðè çàìåíå x1 = exp(x).
Îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòü y = b0 + b1/x + ε ïðåîáðàçóåòñÿ â ëèíåéíóþ ïóòåì çàìåíû
x1 = 1/x.

Ê íåëèíåéíûì çàâèñèìîñòÿì îòíîñÿòñÿ ðåãðåññèîííûå çàâèñèìîñòè, çàäàâàåìûå ñ
ïîìîùüþ àíàëîãîâ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé y = α xβ

1 xγ
2 ·ε+, ãäå ε+ > 0 � ñëó÷àéíàÿ

ñîñòàâëÿþùàÿ. Ýòà çàâèñèìîñòü ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîé ïóòåì ëîãàðèôìèðîâàíèÿ îáåèõ
÷àñòåé óðàâíåíèÿ ln y = ln α + β ln x1 + γ ln x2 + ln ε+ è ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå è çàìåíà ïåðåìåííûõ íå âñåãäà óïðîùàåò íåëè-
íåéíûå çàâèñèìîñòè è ñâîäèò èõ ê ëèíåéíûì. Áîëåå òîãî, íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî
óêàçàííûå çàìåíû ìîãóò ïðèâåñòè ê íàðóøåíèÿì îñíîâíûõ ïðåäïîñûëîê ÌÍÊ. Ýòî
â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò ïîñòàâèòü ïîä ñîìíåíèå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ.

1.3.2.Ñðàâíåíèå è âûáîð íàèáîëåå ïîäõîäÿùåé çàâèñèìîñòè.

Ïðè èçó÷åíèè çàâèñèìîñòè (51) ìîæåò áûòü âûáðàíî íåñêîëüêî ôóíêöèé f , êîòî-
ðûå óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè y è x1, x2, . . . , xk. Âîçíèêàåò çàäà÷à:
êàêóþ çàâèñèìîñòü âûáðàòü? Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò íåñêîëüêî ýòàïîâ.
Íà ïåðâîì ýòàïå îòáðàñûâàåì âñå çàâèñèìîñòè, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíÿþòñÿ ïðåä-
ïîëîæåíèÿ ÌÍÊ èëè òå çàâèñèìîñòè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ çíà÷èìûìè. Íà âòîðîì
ýòàïå ñðàâíèâàåì îñòàâøèåñÿ çàâèñèìîñòè, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

Qyy = Qrr + Qee, (52)

ãäå Qyy =
∑n

i=1(yi − ȳ)2 � ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé îò åå
ñðåäíåâûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ, Qrr =

∑n
i=1(yi− f(b̄, u[i]))

2 � ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíå-
íèé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé îò åå ñðåäíåâûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ, êîòîðàÿ îáúÿñíÿåòñÿ
ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè, Qee � îñòàòî÷íàÿ ñóììà êâàäðàòîâ, îòðàæàþùàÿ
âëèÿíèå íåó÷òåííûõ ôàêòîðîâ è ñëó÷àéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ôîðìóëà (52) îïðåäåëÿ-
åò êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè

R2 =
Qrr

Qyy

= 1− Qee

Qyy

. (53)

Çàìåòèì, ÷òî 0 ≤ R2 ≤ 1. ×åì áëèæå êîýôôèöèåíò R2 ê åäèíèöå, òåì ëó÷øå âûáðàí-
íàÿ çàâèñèìîñòü (51) îáúÿñíÿåò çíà÷åíèå Qyy. Èç äâóõ çàâèñèìîñòåé (51), ïðåäëîæåí-
íûõ äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåìåííîé y, âûáèðàþò òó, äëÿ êîòîðîé áîëüøå R2. Åñëè ÷èñëî
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îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ â çàâèñèìîñòÿõ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íî, òî äëÿ èõ ñðàâ-
íåíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñêîððåêòèðîâàííûé êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè,
êîòîðûé îïèñàí â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå.

Óêàæåì íà âàæíóþ âçàèìîñâÿçü êîýôôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè R2 ñ âåëè÷èíîé
F ñòàòèñòèêè Ôèøåðà, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (17) è (31) ïðè ïðîâåðêå
çíà÷èìîñòè ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé. Ýòà âçàèìîñâÿçü çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

F =
R2

1−R2
· n− k − 1

k
, (54)

ãäå k � ÷èñëî îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ (ó íàñ k = 1 èëè k = 2). Èç ýòîé ôîðìó-
ëû, íàïðèìåð, âèäíî, ÷òî íå çíà÷èìîñòü èçó÷àåìîé çàâèñèìîñòè (ñëó÷àé F ≤ Fp)
îáóñëîâëåíà ìàëûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè R2.

1.4. ÏÐÈÌÅÐÛ

Ïðèìåð 1. Èçó÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü ñòîèìîñòè êâàðòèðû y (òûñ. ó.å.) îò åå îáùåé
ïëîùàäè x1 (êâ.ì.) Äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà äàííûå (x1, y) óïîðÿäî÷åíû ïî ïåðåìåííîé
x1 è çàïèñàíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

x1 28 29 32 35 40 44 45 51 53
y 5.3 9.2 15.2 20.7 21.7 36.5 39.3 52.7 55.4
x1 58 64 65 73 75 80 83 93 -

y 64.3 76 79.1 94.8 101 89.5 114.8 137.4 -

Èç ýòîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåãî íàáîðà äàííûõ ðîñòó x1 ñîîòâåò-
ñòâóåò âîçðàñòàíèå y. Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó y è x1 â ëèíåéíîé
ôîðìå (óðîâåíü çíà÷èìîñòè ðàâåí 5%). Çäåñü îáúåì âûáîðêè n = 17. Îïèðàÿñü íà
òàáëèöó äàííûõ è ôîðìóëû ðàçäåëà 1.2.2, íàõîäèì, ÷òî

x̄1 = 55.76, ȳ = 59.55, Qx1x1 = 6557.06, Qx1y = 12714.79,
Qee = 27.09, b̄0 = −48.4705, b̄1 = 1.9377.

Äëÿ îáîñíîâàííîñòè ïðèìåíåíèÿ óêàçàííûõ ôîðìóë ðàññìîòðèì âûáîðêó îñòàòêîâ.
Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå îöåíêè b̄0, b̄1, ïîëó÷èì íàáîð ÷èñåë e1, e2, . . . , e17:

- 0.48, 1.48, 1.67, 1.35, - 7.34, - 0.29, 0.58, 2.35, 1.17, 0.39, 0.46, 1.62, 1.82,
4.15, - 17.04, 2.44, 5.67.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëèì e2. Èìååì:

e2 = y2 − (b̄0 + b̄1 x12) = 9.2− (−48.4705 + 1.9377 · 29) = 1.4772 ≈ 1.48.

Îáðàòèìñÿ ê ïðîâåðêå ãèïîòåçû H0 îá îòñóòñòâèè àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ, èñ-
ïîëüçóÿ êðèòåðèé Äàðáèíà�Óîòñîíà. Çàäàâàÿ α = 5%, k = 1, n = 17, èç òàáëèöû Ï3
íàõîäèì çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèê dL = 1.13, dU = 1.38. Âû÷èñëÿÿ âåëè÷èíó d ïî ôîðìóëå
(34), ïîëó÷àåì, ÷òî d = 1.67 è âåðíî íåðàâåíñòâî dU ≤ d ≤ 4− dU . Ïîýòîìó ãèïîòåçà
H0 ïðèíèìàåòñÿ.

Ïðîâåðèì ãèïîòåçó H0 î òîì, ÷òî îñòàòêè ïîëó÷åíû èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíî-
ñòè ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì âûáîðî÷íûå êîýôôèöèåíòû
àñèììåòðèè è ýêñöåññà, êîòîðûå áóäóò ðàâíû Ae = −2.65, Ee = 8.05. Ïîëó÷èì, ÷òî
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|Ae| = 2.65 > 3
√

D(Ae) = 3
√

0.266 = 1.55,

|Ee| = 8.05 > 5
√

D(Ee) = 5
√

0.601 = 3.88.

Îòñþäà äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî ãåíåðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îñòàòêîâ ñêîðåå âñåãî
îòëè÷àåòñÿ îò íîðìàëüíîãî. Ïîñêîëüêó îáúåì âûáîðêè íåáîëüøîé, òî íåò îñíîâàíèé
ïðèìåíÿòü ôîðìóëû (17), (18) è (19) äëÿ ïðîâåðêè çíà÷èìîñòè ëèíåéíîé çàâèñè-
ìîñòè, ãðàíèö äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà b1 è ïðåäñêàçàíèÿ
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé y.

Ðàññìîòðèì ãèïîòåçó H0 îá îòñóòñòâèè ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè. Çàäàäèì α = 5%.
Ïîñêîëüêó íîðìàëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòêîâ íå ïîäòâåðæäåíà, òî íà ýòî ñâîé-
ñòâî îïèðàòüñÿ íåëüçÿ. Ïîýòîìó ïðèìåíèì çäåñü òåñò ðàíãîâîé êîððåëÿöèè Ñïèðìå-
íà. Â èñõîäíîé òàáëèöå äàííûõ ïåðåìåííûå x1i óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ è ñðåäè
íèõ íåò ñîâïàäàþùèõ ýëåìåíòîâ. Ïîòîìó ðàíã x1i ðàâåí β1i = i, 1 ≤ i ≤ 17. Âûáîðêà,
ñîäåðæàùàÿ ìîäóëè îñòàòêîâ, èìååò âèä

0.48, 1.48, 1.67, 1.35, 7.34, 0.29, 0.58, 2.35, 1.17, 0.39, 0.46, 1.62, 1.82, 4.15,
17.04, 2.44, 5.67.

Óïîðÿäî÷èâàÿ ýòó âûáîðêó ïî âîçðàñòàíèþ, íàõîäèì ðàíãè åå ýëåìåíòîâ:

γ11 = 4, γ12 = 8, γ13 = 10, γ14 = 7, γ15 = 16, γ16 = 1, γ17 = 5, γ18 = 12, γ19 = 6,

γ110 = 2, γ111 = 3, γ112 = 9, γ113 = 11, γ114 = 14, γ115 = 17, γ116 = 13, γ117 = 15.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (49), âû÷èñëèì êîýôôèöèåíò ðàíãîâîé êîððåëÿöèè ïî Ñïèðìå-
íó. Ïîëó÷èì Rs = 0.45. Ïî ôîðìóëå (50) íàõîäèì, ÷òî Ts = 1.952. Ñðàâíèì Ts ñ
êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì tα ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà c n − 2 = 15 ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû (òàáëèöà Ï2). Èìååì, ÷òî Ts = 1.952 < tα = 2.131. Ñëåäîâàòåëüíî, ãèïîòåçà
H0 ïðèíèìàåòñÿ, è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ãîìîñêåäàñòè÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ
íàáëþäåíèé (èçìåðåíèé).

Â èòîãå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âåëè÷èíà y íàõîäèòñÿ â ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé
çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû x1 è ýòà çàâèñèìîñòü ïðèáëèæåííî îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé
y ≈ −48.47+1.94 x1. Åñòåñòâåííî, ÷òî áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç èçó÷àåìîé çàâèñèìîñòè
òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ è äðóãèõ îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ. Ê íèì ìîãóò îòíîñèòüñÿ,
íàïðèìåð, ýòàæ, òèï äîìà è ò.ä.

Ïðèìåð 2. Èçó÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü óðîæàéíîñòè çåðíîâûõ êóëüòóð y (ö/ãà) îò êî-
ëè÷åñòâà âíåñåííûõ óäîáðåíèé íà 1 ãà ïàøíè x1 (ò). Îáñëåäîâàíî äåñÿòü õîçÿéñòâ,
ïî êîòîðûì ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå äàííûå:

x1 3.5 5.0 6.5 10.5 13.0
y 16.4 15.2 14.6 20.8 26.6
x1 4.0 7.5 8.5 6.0 12.5
y 12.7 15.5 17.0 14.2 25.9

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü è îáîñíîâàòü ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó y è x (óðîâåíü çíà-
÷èìîñòè ðàâåí 5%). Â ýòîé çàäà÷å îáúåì âûáîðêè n = 10. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ðàç-
äåëà 1.2.2, íàõîäèì, ÷òî b̄0 = 7.72, b̄1 = 1.32. Ñëåäîâàòåëüíî, çàâèñèìîñòü y îò x1

ïðèáëèæåííî îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé y ≈ 7.72 + 1.32 x1.
Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ðàññìîòðèì âûáîðêó îñòàòêîâ. Èñïîëüçóÿ íàéäåí-

íûå îöåíêè b̄0, b̄1, ïîëó÷èì (ñ ó÷åòîì îêðóãëåíèÿ) íàáîð ÷èñåë e1, e2, . . . , e10:

4.06, 0.88, −1.71, −0.79, 1.71, −0.30, −2.13, −1.95, −1.45, 1.67.
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Ïðîâåðèì, ÷òî ýòè îñòàòêè ïîëó÷åíû èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ íîðìàëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì. Âû÷èñëèì âûáîðî÷íûå êîýôôèöèåíòû àñèììåòðèè è ýêñöåññà, êî-
òîðûå áóäóò ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû Ae = 0.86, Ee = 0.003. Ïîëó÷èì, ÷òî

|Ae| = 0.86 < 3
√

D(Ae) = 3
√

0.377 = 1.84,

|Ee| = 0.003 < 5
√

D(Ee) = 5
√

0.569 = 3.77.

Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãåíåðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îñòàòêîâ îïèñûâàåòñÿ íîð-
ìàëüíûì çàêîíîì.

Îáðàòèìñÿ ê ïðîâåðêå ãèïîòåçû H0 îá îòñóòñòâèè àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ, èñ-
ïîëüçóÿ êðèòåðèé Äàðáèíà�Óîòñîíà. Âûáèðàÿ α = 5%, k = 1, n = 10, èç òàáëèöû Ï3
íàõîäèì çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèê dL = 0.88, dU = 1.32. Âû÷èñëÿÿ âåëè÷èíó d ïî ôîðìóëå
(34), ïîëó÷àåì, ÷òî d = 1.12 è âåðíî íåðàâåíñòâî dL ≤ d ≤ dU . Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0

íå ìîæåò áûòü ïðèíÿòà èëè îòâåðãíóòà. Çäåñü òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå äîïîëíèòåëü-
íûõ äàííûõ èëè äðóãèõ êðèòåðèåâ ïðîâåðêè ýòîé ãèïîòåçû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãèïîòåçó H0 îá îòñóòñòâèè ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè. Ïîñêîëüêó
ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè îñòàòêîâ ïîäòâåðæäåíà, òî ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü òåñò Ãîëäôåëäà�Êâàíäòà. Èìååì, ÷òî

x11 = 3.5, x12 = 5.0, x13 = 6.5, x14 = 10.5, x15 = 13.0,

x16 = 4.0, x17 = 7.5, x18 = 8.5, x19 = 6.0, x110 = 12.5.

Óïîðÿäî÷èì çíà÷åíèÿ îáúÿñíÿþùåé ïåðåìåííîé x1 â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ïîëó÷èì
ñëåäóþùèé ïîðÿäîê èõ ðàñïîëîæåíèÿ:

x11, x16, x12, x19, x13, x17, x18, x14, x110, x15.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîðÿäêîì âûáîðêà îñòàòêîâ çàïèøåòñÿ â òàêîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè

e1, e6, e2, e9, e3, e7, e8, e4, e10, e5,

èíà÷å,

4.06, −0.30, 0.88, −1.45, −1.71, −2.13,−1.95, −0.79, 1.67, 1.71.

Çàäàäèì ÷èñëî m êàê öåëóþ ÷àñòü îò äðîáè n/3 = 10/3. Îêðóãëÿÿ â áîëüøóþ ñòîðî-
íó, âîçüìåì m = 3. Òîãäà n−m + 1 = 8. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû G ïî ôîðìóëàì
(46), (47) èç óïîðÿäî÷åííîé âûáîðêè îñòàòêîâ âûáåðåì ïåðâûé, âòîðîé, òðåòèé îñòàò-
êè (îíè äàäóò ñóììó G1), à òàêæå âîñüìîé, äåâÿòûé, äåñÿòûé îñòàòêè (îíè äàäóò
ñóììó G2). Ïîëó÷èì

G1 = (4.06)2 + (−0.30)2 + (0.88)2 = 17.348, G2 = (−0.79)2 + (1.67)2 + (1.71)2 = 6.3371,

Gmax = 17.348, Gmin = 6.3371, G =
17.348

6.3371
= 2.74.

Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå Fα ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà âûáèðàåòñÿ äëÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè
α = 5% è ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû f1 = f2 = m − k = 3 − 1 = 2, ò.å. Fα = 19.0. Òàê
êàê âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî G ≤ Fα, òî ãèïîòåçó H0 ïðèíèìàåì è ñ÷èòàåì, ÷òî èìååò
ìåñòî ãîìîñêåäàñòè÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé (èçìåðåíèé).
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Îöåíèì çíà÷èìîñòü ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íà óðîâíå 5%. Ñíà÷àëà ïðèìåíèì ïåð-
âûé ñïîñîá. Ïî ôîðìóëå (17) âû÷èñëèì âåëè÷èíó F . Îíà áóäåò ðàâíà F = 38.18.
Ýòó âåëè÷èíó ñðàâíèì ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì Fα ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ñ f1 = 1
è f2 = 8 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.05 (ñì. òàáëèöó Ï1). Ýòî
çíà÷åíèå ðàâíî F0.05 = 5.32. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî F > F0.05, òî ñ÷èòà-
åì, ÷òî ìåæäó ïåðåìåííûìè x1 è y äåéñòâèòåëüíî èìååòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü.
Ïðèìåíèì äàëåå âòîðîé ñïîñîá è ïîñòðîèì ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ
ïàðàìåòðà b1. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (14) è (18), óðîâåíü çíà÷èìîñòè 5%, ïîëó÷èì, ÷òî
tα = t0.05 = 2.306 è b1 ∈ I1 = (0.84, 1.8). Êàê âèäíî, äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë I1 íå
íàêðûâàåò ÷èñëî íîëü, ïîýòîìó è çäåñü ïðèíèìàåì ðåøåíèå î òîì, ÷òî ìåæäó x1 è y
èìååòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ãîâîðÿò î òîì, ÷òî äëÿ àíàëèçà äàííûõ ìîæíî ïðèìåíÿòü
ôîðìóëó ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè y ≈ 7.72 + 1.32 x1 è ôîðìóëó (19) äëÿ îöåíêè óðî-
æàéíîñòè y ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè x1 = x∗1 âíåñåííûõ óäîáðåíèé (ñ óêàçàííîé âûøå
îãîâîðêîé, âûçâàííîé çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòà d). Îòìåòèì çäåñü, ÷òî êîýôôèöèåíò
b̄0 = 7.72 óêàçûâàåò íà íèæíþþ ãðàíèöó óðîæàéíîñòè áåç ïðèìåíåíèÿ óäîáðåíèé.
Êîýôôèöèåíò b̄1 = 1.32 îòðàæàåò ïðèðîñò óðîæàéíîñòè íà îäíó òîííó âíåñåííûõ
óäîáðåíèé.

Ïðèìåð 3. Èçó÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü òîâàðîîáîðîòà ìàãàçèíà y (òûñ. ðóá./íåä) îò
÷èñëåííîñòè ðàáîòàþùèõ x1 (÷åë.) è ïëîùàäè ïîäñîáíûõ ïîìåùåíèé x2 (êâ.ì). Ðå-
çóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî n = 8 ìàãàçèíàì ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

x1 31 34 35 41 38 32 29 34
x2 29.5 14.2 18.0 21.3 47.5 10.0 21.0 36.5
y 22.0 14.0 23.0 43.0 66.0 7.6 12.0 36.0

Íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü íàëè÷èå çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû y
îò x1 è x2, à òàêæå îöåíèòü èõ îòíîñèòåëüíûé âêëàä â âåëè÷èíó òîâàðîîáîðîòà.
Óðîâåíü çíà÷èìîñòè âîçüìåì ðàâíûì 5%. Ïðèìåì, ÷òî äàííûå â òàáëèöå òàêîâû, ÷òî
âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ ÌÍÊ îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíûõ îøèáîê íàáëþäåíèé
εi = yi − b0 − b1 x1i − b2 x2i, 1 ≤ i ≤ 8 (èõ ïðîâåðÿòü íå íóæíî).

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âû÷èñëèì ïðîìåæóòî÷íûå âåëè÷èíû, èñïîëü-
çóåìûå â ôîðìóëàõ ðàçäåëà 1.2.3. Èñïîëüçóÿ äàííûå èç òàáëèöû, ïîëó÷àåì, ÷òî

8∑
i=1

x1i = 274,
8∑

i=1

x2i = 198,
8∑

i=1

yi = 223.6,

8∑
i=1

x2
1i = 9488,

8∑
i=1

x2
2i = 5979.08,

8∑
i=1

y2
i = 8911.76,

8∑
i=1

(x1i x2i) = 6875.6,
8∑

i=1

(x1i yi) = 8049.2,
8∑

i=1

(x2i yi) = 6954.7.

Îòñþäà ïî ôîðìóëàì (22) íàõîäèì, ÷òî

b̄0 = −94.55, b̄1 = 2.80, b̄2 = 1.07.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (31), ïðîâåðèì ãèïîòåçó H0 î íå çíà÷èìîñòè ëèíåéíîé ìîäåëè.
Ïîëó÷àåì, ÷òî F = 151.7, à êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ïðè f1 = 2
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è f2 = 5 ñòåïåíÿõ ñâîáîäû ðàâíî F0.05 = 5.79. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî F >
F0.05, òî ãèïîòåçó H0 îòâåðãàåì è ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó y è îáúÿñíÿþùèìè
ïåðåìåííûìè x1, x2 ñ÷èòàåì çíà÷èìîé.

Ïîñòðîèì äàëåå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ b1, b2 è óñòàíîâèì
âëèÿíèå êàæäîé ïåðåìåííîé x1 è x2 íà y. Ïî ôîðìóëàì (27), (32) íàõîäèì, ÷òî
I1 = (2.03, 3.57), I2 = (0.83, 1.31), ïðè÷åì îáà èíòåðâàëà íå ñîäåðæàò ÷èñëî íîëü. Â
èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü èìååò ìåñòî, à çíà÷åíèÿ òîâàðîîáîðîòà y
ìîæíî íàõîäèòü ïî ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå: y ≈ −94.55 + 2.80 x1 + 1.07 x2. Èç ýòîé
ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî âêëàä â òîâàðîîáîðîò êàæäîãî ðàáîòàþùåãî ïðèìåðíî â äâà
ðàçà áîëüøå, ÷åì îäíîãî êâàäðàòíîãî ìåòðà ïîäñîáíûõ ïîìåùåíèé.
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×ÀÑÒÜ 2. ÂÐÅÌÅÍÍÛÅ ÐßÄÛ

2.1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïðè ïðîâåäåíèè ðàçëè÷íûõ èññëåäîâàíèé ïðèõîäèòñÿ èçó÷àòü îáúåêòû, õàðàêòå-
ðèñòèêè êîòîðûõ èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè. Ýòè õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò èìåòü îïðå-
äåëåííûå (äåòåðìèíèðîâàííûå) òåíäåíöèè, íà êîòîðûå íàêëàäûâàþòñÿ ñëó÷àéíûå
ñîñòàâëÿþùèå. Îäíà èç ïðîñòåéøèõ çàâèñèìîñòåé, îïèñûâàþùèõ óêàçàííóþ ñèòóà-
öèþ, çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

y(t) = f(t, x(t)) + ε(t), t = 0, 1, 2, . . . , T. (55)

Çäåñü ïåðåìåííàÿ t îçíà÷àåò âðåìÿ, âûðàæåííîå â óñëîâíûõ åäèíèöàõ (ìåñÿö, ãîä è
ò.ä.), y(t) çàäàåò íàáëþäàåìóþ ïåðåìåííóþ, êîòîðàÿ çàâèñèò îò äåòåðìèíèðîâàííîé
ñîñòàâëÿþùåé x(t) è ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé ε(t). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âèä ôóíê-
öèè f(t, x(t)) èçâåñòåí, áûòü ìîæåò, ñ òî÷íîñòüþ äî âõîäÿùèõ â íåå ïàðàìåòðîâ, à
M(ε(t)) = 0. Â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò èìåòü ìåñòî áîëåå ñëîæíûå çàâèñèìîñòè, îïè-
ñûâàþùèå èçìåíåíèå ïåðåìåííîé y(t) âî âðåìåíè. Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ôîðìà
çàâèñèìîñòè âîîáùå ìîæåò áûòü íåèçâåñòíîé, è åå ñëåäóåò ïîëó÷èòü ïóòåì ïðåäâà-
ðèòåëüíîãî àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé (èçìåðåíèé).

Ïðèìåì, ÷òî èìååòñÿ íàáîð äàííûõ

y(t1), y(t2), y(t3), . . . , y(tn), (56)

êîòîðûå ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèÿ îáúåêòà V â ìîìåíòû âðåìåíè

t = t1 < t2 < t3 < . . . < tn. (57)

Äàííûå (56) ÿâëÿþòñÿ èñõîäíîé èíôîðìàöèåé, íà îñíîâàíèè êîòîðîé ìîæíî ðåøàòü
ðàçëè÷íûå çàäà÷è îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y(t). Îñíîâíûìè èç ýòèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå:

1) óñòàíîâëåíèå íàèáîëåå ïðîñòîé çàâèñèìîñòè, äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàþùåé
íàáîð äàííûõ (56);

2) îöåíêà ïàðàìåòðîâ óñòàíîâëåííîé çàâèñèìîñòè, ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíûõ èí-
òåðâàëîâ äëÿ íèõ;

3) ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé y(t)
â çàäàííûé ïåðèîä âðåìåíè t > T = tn.

Ïåðâûå äâå çàäà÷è ðåøàþòñÿ â ðàìêàõ àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ, êîòîðûé îïè-
ðàåòñÿ íà îïðåäåëåííûé íàáîð ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ äàííûå (56).
Òèïè÷íûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ òðåíäîâàÿ ìîäåëü, ìîäåëü ðàñïðåäå-
ëåííûõ ëàãîâ, ìîäåëü âçàèìîñâÿçè äâóõ ðÿäîâ. Òðåòüÿ çàäà÷à ñâÿçàíà ñ ïðåäñêàçà-
íèåì çíà÷åíèé ïåðåìåííîé y(t) ïðè t > T . Ñóùíîñòü ïðåäñêàçàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
äëÿ ïåðåìåííîé y(t) óêàçûâàþòñÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû åå âîçìîæíûõ çíà÷å-
íèé ñ çàäàííûì óðîâíåì âåðîÿòíîñòè. Çíàíèå òàêèõ ãðàíèö ïîçâîëÿåò îöåíèòü ðèñê
ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ íà îñíîâå ñäåëàííîãî ïðîãíîçà. Ïîñòðîåíèå âåðõíåé è íèæíåé
ãðàíèö îïèðàåòñÿ íà îïðåäåëåííûå ñâîéñòâà ïåðåìåííîé y(t), êîòîðûå â êîíêðåòíûõ
çàäà÷àõ ìîãóò è íå âûïîëíÿòüñÿ.

Îñîáåííîñòü ïåðåìåííîé y(t) ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíê-
öèåé âðåìåíè (â äðóãîé òåðìèíîëîãèè � ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â
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êàæäûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò t = t∗ ïåðåìåííàÿ y(t∗) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àé-
íóþ âåëè÷èíó ñ çàäàííîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

F∗(x) = P{y(t∗) ≤ x}. (58)

Îäíàêî ýòèì íå èñ÷åðïûâàåòñÿ îïèñàíèå y(t). Ãëàâíàÿ èíôîðìàöèÿ íàõîäèòñÿ â
ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé y(t) â çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè t1,
t2, . . ., tk, òî åñòü â ôóíêöèè

F (x1, x2, . . . , xk) = P{y(t1) ≤ x1, y(t2) ≤ x2, . . . , y(tk) ≤ xk}. (59)

Çíàíèå òàêîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð, ïðåäñêàçûâàòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé
y(tk) ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì

y(t1), y(t2), . . . , y(tk−1), t1 < t2 < · · · < tk−1 < tk. (60)

Ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé ñîñòàâíîé âåëè÷èíû {y(t1), y(t2), . . . , y(tk)} îáðàçóåò ãå-
íåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (59). Êàæäàÿ
êîíêðåòíàÿ ñîñòàâíàÿ âåëè÷èíà {y(t1), y(t2), . . . , y(tk)} íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó-
÷àéíîé ôóíêöèè y(t). Â õîäå èçó÷åíèÿ îáúåêòà V ìû ìîæåì èìåòü äåëî ñ ëþáîé
ðåàëèçàöèåé {y(t1), y(t2), . . . , y(tk)}, íî ôàêòè÷åñêè áóäåì ðàñïîëàãàòü òîëüêî êàêîé-
òî îäíîé èç íèõ, à èìåííî òîé, ÷òî ïðåäñòàâëåíà â íàáîðå äàííûõ (56). Ýòà îäíà
ðåàëèçàöèÿ, êàê ïðàâèëî, è ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ çíà÷åíèé y(t) ïðè çàäàí-
íûõ T < t ≤ T1 (ñì. ðèñ. 4, 5).

2.2. ÒÐÅÍÄÎÂÛÅ ÌÎÄÅËÈ

Ïðèìåì, ÷òî ïåðåìåííàÿ y(t) îïèñûâàåòñÿ çàâèñèìîñòüþ

y(t) = g(t) + ε(t), (61)

â êîòîðîé g(t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, à ïåðåìåííàÿ t ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ t1 < t2 <
. . . < tn. Ôóíêöèÿ g(t) íàçûâàåòñÿ òðåíäîì âðåìåííîãî ðÿäà. Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî
èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè âèäà:

a + b t, a + b t + c t2, ea+bt, a t b, a + b ln t. (62)

Çäåñü a, b, c � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå äîëæíû áûòü íàéäåíû ïî íàáîðó
äàííûõ (56). Ãîâîðÿò, ÷òî âðåìåííîé ðÿä èìååò ëèíåéíûé òðåíä, åñëè g(t) = a + b t.
Ïðèìåð òàêîãî ðÿäà ïðèâåäåí íà ðèñ. 4. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûé,
ýêñïîíåíöèàëüíûé, ñòåïåííîé è ëîãàðèôìè÷åñêèé òðåíäû.

Åñëè âìåñòî ïåðåìåííîé y(t) ðàññìàòðèâàòü íîâóþ ïåðåìåííóþ y(t) − g(t), òî
òàêàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ óñòðàíåíèåì òðåíäà. Öåëü óñòðàíåíèÿ òðåíäà ñîñòîèò â
ïðèâåäåíèè äàííûõ (56) ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó, óäîáíîìó äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà
è îáðàáîòêè.

Ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ε(t) ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêîé, ÷òî

M(ε(t)) = 0, D(ε(t)) = σ2 = const > 0, (63)

à ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ε(t1), ε(t2), . . . , ε(tn) (64)

âçàèìíî íåçàâèñèìû è èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Óñëîâèÿ (63) è (64) ñîîò-
âåòñòâóþò îñíîâíûì ïðåäïîëîæåíèÿì ÌÍÊ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü ìåòîä
ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà, îïèñàííîãî â ïåðâîé ÷àñòè.
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6

t

y(t)

Ðèñ. 4. Ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè y(t)

-

6

t

y(t)

Ðèñ. 5. Ïðåäñêàçàíèå çíà÷åíèé y(t): a)�èñõîäíûå
äàííûå, b)�ãðàíèöû äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ

T0

a)

b)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìîäåëü ñ êâàäðàòè÷íûì òðåíäîì

y(t) = a + b t + c t2 + ε(t), (65)

ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå ïðåäïîëîæåíèÿ ÌÍÊ âûïîëíåíû. Ââåäåì íîâûå ïàðàìåòðû: b0 = a,
b1 = b, b2 = c. Îïðåäåëèì íîâûå ïåðåìåííûå: y = y(t), x1 = t, x2 = t2, ε = ε(t).
Çàâèñèìîñòü (65) ïåðåïèøåì â ôîðìå

y = b0 + b1 x1 + b2 x2 + ε. (66)

Ïóñòü â íàáîðå äàííûõ (56) ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ

y(1) = 1.5, y(2) = 2.4, y(3) = 0.8, y(4) = 2.7, y(5) = 3.0 (67)

ïåðåìåííîé y(t), çàäàííîé â ìîìåíòû âðåìåíè t = 1, 2, 3, 4, 5. Òîãäà ìû ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå âûáîðêè çíà÷åíèé íîâûõ ïåðåìåííûõ

x11 = 1, x12 = 2, x13 = 3, x14 = 4, x15 = 5, (68 a)

x21 = 1, x22 = 4, x23 = 9, x24 = 16, x25 = 25, (68 b)

y1 = 1.5, y2 = 2.4, y3 = 0.8, y4 = 2.7, y5 = 3.0. (68 c)
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Íàáîð äàííûõ (68) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûáîðêè çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, x2, y, êî-
òîðûå èñïîëüçóþòñÿ äàëåå â ôîðìóëàõ ðàçäåëà 1.2.3. Ïðèìåíåíèå óêàçàííûõ ôîðìóë
ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïàðàìåòðû b0, b1, b2 çàâèñèìîñòè (64), à ïî íèì � ïàðàìåòðû òðåí-
äà ìîäåëè (65).

Ïðèìåð 4. Â ïðèâåäåííîé íèæå òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû äàííûå î ïî÷àñîâîé ñòàâêå
çàðàáîòíîé ïëàòû y(t) (äîëëàðû ÑØÀ) â ëåãêîé è òåêñòèëüíîé ïðîìûøëåííîñòè çà
ïåðèîä ñ ÿíâàðÿ 1984 ã. ïî äåêàáðü 1987 ã. (t = 1, 2, . . . , 48)

Ìåñÿö Ãîä

1984 1985 1986 1987
ßíâàðü 5.50 5.73 5.82 5.94
Ôåâðàëü 5.46 5.70 5.79 5.93
Ìàðò 5.48 5.73 5.80 5.93
Àïðåëü 5.49 5.74 5.81 5.94
Ìàé 5.48 5.69 5.78 5.89
Èþíü 5.50 5.70 5.79 5.91
Èþëü 5.53 5.70 5.79 5.79
Àâãóñò 5.55 5.69 5.83 5.83
Ñåíòÿáðü 5.63 5.75 5.91 5.91
Îêòÿáðü 5.61 5.74 5.87 5.87
Íîÿáðü 5.61 5.75 5.87 5.87
Äåêàáðü 5.68 5.80 5.90 5.90

Ãðàôè÷åñêèé àíàëèç äàííûõ ýòîé òàáëèöû ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ y(t) èìååò
îïðåäåëåííóþ òåíäåíöèþ ê âîçðàñòàíèþ. Óñòàíîâèì âèä ýòîé òåíäåíöèè, îïèðàÿñü
íà ìîäåëü (61) è äàííûå èç òàáëèöû çà 1984�1986 ãîäû (îáúåì âûáîðêè n = 36). Èç
àíàëèçà äàííûõ âñåé òàáëèöû ïðîñëåæèâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûé òðåíä. Çàäàâàÿ g(t) =
a + b t + c t2 è ïðèìåíÿÿ óêàçàííûé âûøå ñïîñîá, ïîëó÷àåì, ÷òî îöåíêè ïàðàìåòðîâ
ðàâíû: ā = 5.434, b̄ = 0.019, c̄ = −0.0002. Èçó÷àÿ îñòàòêè, íàõîäèì, ÷òî âåëè÷èíà d
äëÿ êðèòåðèÿ Äàðáèíà�Óîòñîíà ðàâíà d = 0.922. Äëÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α = 5%
è äâóõ îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ (k = 2) ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàòèñòèêè èç òàáëèöû
Ï3 èìåþò çíà÷åíèÿ dL = 1.35, dU = 1.59. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî d < dL,
òî ìîæíî ãîâîðèòü î íàëè÷èè ïîëîæèòåëüíîé àâòîêîððåëÿöèè â îñòàòêàõ. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ìîäåëü ñ êâàäðàòè÷íûì òðåíäîì òðåáóåò äîðàáîòêè, â êîòîðîé ìîãóò
áûòü ó÷òåíû îïðåäåëåííûå (ñêðûòûå) îñîáåííîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ äàííûõ.

2.3. ÌÎÄÅËÜ ÂÇÀÈÌÎÑÂßÇÈ ÄÂÓÕ ÂÐÅÌÅÍÍÛÕ ÐßÄÎÂ

Ðàññìîòðèì äâà âðåìåííûõ ðÿäà y(t), x(t) è áóäåì èçó÷àòü çàâèñèìîñòü ìåæäó
íèìè. Îñîáåííîñòü ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ ñëó-
÷àéíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè t. Êàê ôóíêöèè îò t îíè ìîãóò èçìåíÿòüñÿ â î÷åíü
ñîãëàñîâàííîé ôîðìå. Ïîýòîìó èõ ñîâìåñòíîå ðàññìîòðåíèå è ïîïûòêà ïîñòðîèòü
çàâèñèìîñòü âèäà

y(t) = b0 + b1 x(t) + ε(t) (69)

ìîãóò ïðèâåñòè ê íåâåðíûì ðåçóëüòàòàì è âûâîäàì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàâèñèìîñòü
(69) èëè åå àíàëîãè íàïðÿìóþ ïðèìåíÿòü íåëüçÿ. Îäèí èç ñïîñîáîâ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ
çàâèñèìîñòè ìåæäó y(t) è x(t) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óñòðàíèòü âëèÿíèå îñíîâíîé
ïåðåìåííîé t. Äëÿ ýòîãî ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî y(t) è x(t) îïèñûâàþòñÿ òðåíäîâûìè ìîäåëÿìè (61), à èìåííî:

y(t) = g1(t) + ε1(t), (70)

x(t) = g2(t) + ε2(t). (71)

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 2.2, íàéäåì òðåíäû g1(t), g2(t) è ââåäåì íîâûå ïåðå-
ìåííûå (óñòðàíåíèå òðåíäîâ):

x1 = x(t)− g2(t), y = y(t)− g1(t). (72)

Òåïåðü âëèÿíèå ïåðåìåííîé t â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè óñòðàíåíî, è ìîæíî èçó÷àòü
ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü

y = b0 + b1 x1 + ε. (73)

Äëÿ àíàëèçà çàâèñèìîñòè (73), åå çíà÷èìîñòè èëè íå çíà÷èìîñòè ïðèìåíÿþòñÿ ðå-
çóëüòàòû ðàçäåëîâ 1.2.2 è 1.2.4.

Â ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå ïîäõîäû, ïîçâîëÿþùèå èçó÷àòü çàâèñè-
ìîñòü ìåæäó âðåìåííûìè ðÿäàìè y(t) è x(t). Íàïðèìåð, â çàâèñèìîñòè (69) ÿâíûì
îáðàçîì ó÷èòûâàþò âðåìÿ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå âìåñòî ôîðìóëû (69) ðàññìàòðèâàþò
åå îáîáùåíèå

y(t) = b0 + b1 x(t) + b2 t + ε(t). (74)

Çäåñü âðåìÿ t âûñòóïàåò êàê åùå îäíà îáúÿñíÿþùàÿ ïåðåìåííàÿ.
Ïðèìåð 5. Èìååòñÿ íàáîð äàííûõ, îòðàæàþùèõ èçìåíåíèå âî âðåìåíè ñëåäóþ-

ùèõ ïåðåìåííûõ: y = y(t) � îáúåì ðåàëèçàöèè ïðåäïðèÿòèÿ îïòîâîé òîðãîâëè (ó.å.),
x = x(t) � ðàçìåð òîðãîâîé ïëîùàäè, t � âðåìÿ â êâàðòàëàõ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ëè-
íåéíûå òðåíäû â äèíàìèêå x(t) è y(t), óñòàíîâèòü èëè îïðîâåðãíóòü çàâèñèìîñòü
èçìåíåíèÿ îáúåìà ðåàëèçàöèè îò ðàçìåðà òîðãîâîé ïëîùàäè. Íåîáõîäèìûå äàííûå
ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

t x(t) y(t) t x(t) y(t) t x(t) y(t)
1 127.2 15.12 7 143.2 17.66 13 158.2 20.27
2 129.0 16.62 8 144.3 18.40 14 159.3 23.33
3 131.2 17.16 9 145.6 19.97 15 159.6 21.67
4 134.8 17.63 10 148.7 21.35 16 163.6 23.05
5 136.6 18.14 11 150.4 20.16 17 164.9 23.90
6 138.6 16.92 12 154.7 21.04 18 169.4 23.85

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ ÌÍÊ îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíûõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ ε1(t), ε2(t) è ε, âõîäÿùèõ â ñîîòíîøåíèÿ (70), (71), (72). Óðîâåíü çíà÷è-
ìîñòè âûáåðåì ðàâíûì 5%. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîñòóïèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (70) è (71) ñîäåðæàò ëèíåéíûå òðåíäû:

g1(t) = a0 + a1 t, g2(t) = c0 + c1 t.

Âû÷èñëÿÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ýòèõ òðåíäîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî ā0 = 15.16, ā1 = 0.49,
c̄0 = 124.4, c̄1 = 2.46. Ñôîðìèðóåì íîâûå ïåðåìåííûå x1 è y ïî ôîðìóëå (72) è
ïîñòðîèì âûáîðêè èõ çíà÷åíèé. Íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ x15, y5 áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ òàê:

y5 = y(5)− ĝ1(5) = 18.14− (15.16 + 0.49 · 5) = 0.53,
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x15 = x(5)− ĝ2(5) = 136.6− (124.4 + 2.46 · 5) = −0.1.

Â èòîãå áóäóò ñôîðìèðîâàíû âûáîðêè

x11, x12, . . . , x1 18; y1, y2, . . . , y18.

Èñïîëüçóÿ ýòè âûáîðêè, èññëåäóåì çàâèñèìîñòü (73) äëÿ íàøèõ âñïîìîãàòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ x1 è y. Ïðîâîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî îöåíêè
ïàðàìåòðîâ â ôîðìóëå (73) ðàâíû b̄0 = −0.032, b̄1 = −0.178. Äëÿ ïðîâåðêè çíà-
÷èìîñòè çàâèñèìîñòè (73) ïî ôîðìóëå (17) âû÷èñëèì âåëè÷èíó F . Îíà áóäåò ðàâíà
F = 0.781. Ýòó âåëè÷èíó ñðàâíèì ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì Fα ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøå-
ðà ñ f1 = 1 è f2 = 16 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.05 (ñì. òàáëèöó
Ï1). Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàâíî F0.05 = 4.49. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
F < F0.05, òî çàâèñèìîñòü (73) ÿâëÿåòñÿ íå çíà÷èìîé. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî ìåæäó
ïåðåìåííûìè x1 è y íåò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Îòñþäà äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî
îòñóòñòâóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçü ìåæäó îáúåìîì ðåàëèçàöèè y(t) è ðàçìåðîì òîðãîâîé
ïëîùàäè x(t). Îáå ïåðåìåííûå ðàñòóò îòíîñèòåëüíî ñîãëàñîâàííî, íî íà y(t) âëèÿþò
êàêèå-òî äðóãèå (íå ó÷òåííûå íàìè) ôàêòîðû.

2.4. ÌÎÄÅËÜ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ ËÀÃÎÂ

Ìîäåëü ðàñïðåäåëåííûõ ëàãîâ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèè ìåæäó âðå-
ìåííûìè ðÿäàìè y(t) è x(t). Îñîáåííîñòü òàêîé ðåãðåññèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàâèñè-
ìàÿ ïåðåìåííàÿ y(t) ó÷èòûâàåò íå òîëüêî òåêóùèå çíà÷åíèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé
x(t), íî è åå ïðåäøåñòâóþùèå çíà÷åíèÿ:

y(t) = β + γ0 · x(t) + γ1 · x(t− 1) + . . . + γk · x(t− k) + ε(t). (75)

Ìîäåëü (75) ïðèìåíÿåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé y(t) ñóùå-
ñòâåííî âëèÿþò ëàãîâûå ïåðåìåííûå x(t − 1), x(t − 2), . . . , x(t − k). Ïðèíÿòî, ÷òî
ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ε(t), âõîäÿùàÿ â (75), óäîâëåòâîðÿåò ïðåäïîëîæåíèÿì, óêà-
çàííûì â ðàçäåëå 2.2. Êîýôôèöèåíòû β, γ0, γ1, . . . , γk ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ìîäåëè
è äîëæíû âû÷èñëÿòüñÿ ïî íàáîðó äàííûõ (56). Ìîäåëü (75) ïîçâîëÿåò ïðîãíîçèðî-
âàòü çíà÷åíèÿ y(t) íà íåñêîëüêî øàãîâ âïåðåä íà îñíîâå ðàíåå ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé
ëàãîâûõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü, íàïðèìåð, ïî ðåçóëüòàòàì îáðàáîòêè äàííûõ (56) óñòà-
íîâëåíî, ÷òî y(t) ≈ β+γ2 ·x(t−2)+γ3 ·x(t−3), è ýòà çàâèñèìîñòü ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìîé.
Òîãäà ïðè çàäàííûõ x(t) = x2, x(t − 1) = x3 ìîæíî íàéòè ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
y(t + 2) ≈ β + γ2x2 + γ3x3.

Ðàáîòà ñ ìîäåëüþ (75) âêëþ÷àåò íåñêîëüêî ýòàïîâ. Ïåðâûé èç íèõ ïðåäïîëàãàåò
ñîäåðæàòåëüíûé àíàëèç äàííûõ, â òîì ÷èñëå è ãðàôè÷åñêèé. Íà ýòîì ýòàïå íåîá-
õîäèìî ðåøèòü âîïðîñ î äëèíå ëàãà (ïàðàìåòð k). Âòîðîé ýòàï ñâÿçàí ñ îöåíêàìè
êîýôôèöèåíòîâ âûáðàííîé ìîäåëè ïî íàáîðó äàííûõ (56). Òðåòèé ýòàï ïðåäïîëàãà-
åò èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûõ îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè. Ïóñòü â ìîäåëè (75)
âñå íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû γi èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè. Òîãäà ìîäåëü (75) äî-
ïóñêàåò ÷åòêóþ èíòåðïðåòàöèþ, ñîñòîÿùóþ â òîì, ÷òî ïåðåìåííàÿ x(t) îêàçûâàåò
âëèÿíèå íà ïåðåìåííóþ y(t) è ýòî âëèÿíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà îïðåäåëåííûé ïåðè-
îä âðåìåíè. Çäåñü òàêæå èñïîëüçóþòñÿ òàêèå ïîíÿòèÿ êàê ñðåäíèé è ìåäèàííûé ëàã.
Êîýôôèöèåíòû ìîäåëè èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ìóëüòèïëèêàòîðû.

Åñëè êîýôôèöèåíòû γi áóäóò èìåòü ðàçëè÷íûå çíàêè, òî âîçìîæíî, ÷òî ìîäåëü
(75) èëè åå ïîðÿäîê âûáðàíû íåóäà÷íî ëèáî âçàèìîñâÿçü ìåæäó y(t) è x(t) èìååò
äîñòàòî÷íî ñëîæíûé õàðàêòåð, êîòîðûé íóæíî äîïîëíèòåëüíî èçó÷àòü.
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Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì íàáîð äàííûõ, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò çàâèñèìîñòü âåëè-
÷èíû y(t) � îáúåìîâ ïðîäàæ êîìïàíèè çà ìåñÿö îò ðàñõîäîâ íà ðåêëàìó x(t) (ìëí
ðóá.). Ýòè äàííûå ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

t x(t) y(t) t x(t) y(t) t x(t) y(t)
1 1.52 17.955 7 1.34 15.029 13 1.24 16.872
2 1.23 16.842 8 1.38 15.626 14 1.35 16.087
3 1.78 18.448 9 1.45 16.241 15 1.68 17.496
4 1.45 18.286 10 1.14 16.100 16 1.65 18.844
5 1.48 17.388 11 1.58 17.446 17 1.56 18.904
6 1.12 16.345 12 1.45 17.351 18 1.50 19.214

Ãðàôè÷åñêèé àíàëèç äàííûõ èç ýòîé òàáëèöû ïîêàçûâàåò, ÷òî äèíàìèêà ïåðåìåííûõ
y(t) è x(t) èìååò ñîãëàñîâàííûé õàðàêòåð. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâÿçè ìåæäó y(t) è x(t)
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèíåéíóþ ðåãðåññèîííóþ çàâèñèìîñòü. Çàôèêñèðóåì ïîðÿäîê
ìîäåëè k = 3 è ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü

y(t) = β + γ0 · x(t) + γ1 · x(t− 1) + γ2 · x(t− 2) + γ3 · x(t− 3) + ε(t). (76)

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

y = y(t), x1 = x(t), x2 = x(t− 1), x3 = x(t− 2), x4 = x(t− 3), ε = ε(t). (77)

Êðîìå òîãî, çàäàäèì ïàðàìåòðû:

b0 = β, b1 = γ0, b2 = γ1, b3 = γ2, b4 = γ3. (78)

Ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (77) è (78), çàâèñèìîñòü (76) áóäåò ïðåäñòàâëåíà â ôîðìå

y = b0 + b1 x1 + b2 x2 + b3 x3 + b4 x4 + ε. (79)

Îöåíêà ïàðàìåòðîâ (78), ïðîâåðêà âñåõ ïðåäïîëîæåíèé ÌÍÊ è çíà÷èìîñòè çàâèñèìî-
ñòè (79) âûïîëíÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì, êîòîðûå àíàëîãè÷íû ïðåäñòàâëåííûì â ðàçäåëå
1.2.3. Âûáîðêè çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ (77) çàäàþòñÿ èç èñõîäíîé òàáëèöû ñ ó÷åòîì
ñäâèæêè äàííûõ, íà÷èíàÿ ñ t = 4 è äàëåå. Â ÷àñòíîñòè,

y1 = y(4) = 18.286, x11 = x(4) = 1.45, x21 = x(3) = 1.78,

x31 = x(2) = 1.23, x41 = x(1) = 1.52.

Ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (76) òàêîâû:

γ̄0 = 4.68, γ̄1 = 3.72, γ̄2 = 2.52, γ̄3 = 1.08, β = −0.02.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî âëèÿíèå ëàãîâûõ ïåðåìåííûõ íà y(t) óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì âåëè-
÷èíû ëàãà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ðàñõîäû íà ðåêëàìó â ïðåäøåñòâóþùèå ìåñÿöû t−1, t−2,
t− 3 îêàçûâàþò âñå ìåíüøåå âîçäåéñòâèå íà îáúåì ïðîäàæ â òåêóùåì ìåñÿöå t.
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ. ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÒÀÁËÈÖÛ

Ïðèëîæåíèå ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèê äëÿ ðàñïðåäåëåíèé Ôèøåðà, Ñòüþ-
äåíòà è Äàðáèíà�Óîòñîíà â íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ñëó÷àÿõ. Áîëåå äåòàëüíûå
òàáëèöû ïðèâåäåíû â ðåêîìåíäîâàííîé ëèòåðàòóðå (ñì. àííîòàöèþ).

Òàáëèöà Ï1. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ Fα ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà
ñ f1 è f2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

a) α = 0.05

f2 f1 = 1 f1 = 2 f1 = 3 f1 = 4 f1 = 5
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48
10 4.96 4.10 3.71 3.43 3.33
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.95
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71

b) α = 0.01

f2 f1 = 1 f1 = 2 f1 = 3 f1 = 4 f1 = 5
5 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97
6 13.75 10.92 9.78 9.15 8.75
7 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46
8 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63
9 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06
10 10.04 7.56 6.55 5.99 5.64
11 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32
12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06
13 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86
14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.69
15 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56
16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44
17 8.40 6.11 5.18 4.67 4.34
18 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25
19 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17
20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10
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Òàáëèöà Ï2. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ tα ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà
ñ f ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

f α = 0.1 α = 0.05 α = 0.01
1 6.314 12.706 63.657
2 2.920 4.303 9.925
3 2.353 3.182 5.841
4 2.132 2.776 4.604
5 2.015 2.571 4.032
6 1.943 2.447 3.707
7 1.895 2.365 3.499
8 1.860 2.306 3.355
9 1.833 2.262 3.250
10 1.812 2.228 3.169
11 1.796 2.201 3.106
12 1.782 2.179 3.055
13 1.771 2.160 3.012
14 1.761 2.145 2.977
15 1.753 2.131 2.947
16 1.746 2.120 2.921

Òàáëèöà Ï3. Çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèê dL, dU äëÿ êðèòåðèÿ Äàðáèíà�Óîòñîíà
ïðè α = 0.05

à) k = 1 � îäíà îáúÿñíÿþùàÿ ïåðåìåííàÿ

n dL dU n dL dU n dL dU

8 0.76 1.33 18 1.16 1.39 28 1.33 1.48
9 0.82 1.32 19 1.18 1.40 29 1.34 1.48
10 0.82 1.32 20 1.20 1.41 30 1.35 1.49
11 0.93 1.32 21 1.22 1.42 31 1.36 1.50
12 0.97 1.33 22 1.24 1.43 32 1.37 1.50
13 1.01 1.34 23 1.26 1.44 33 1.38 1.51
14 1.05 1.35 24 1.27 1.45 34 1.39 1.51
15 1.08 1.36 25 1.29 1.45 35 1.40 1.52
16 1.10 1.37 26 1.30 1.46 36 1.41 1.52
17 1.13 1.38 27 1.32 1.47 37 1.42 1.53

á) k = 2 � äâå îáúÿñíÿþùèå ïåðåìåííûå

n dL dU n dL dU n dL dU

8 0.56 1.78 18 1.05 1.53 28 1.26 1.56
9 0.63 1.70 19 1.08 1.53 29 1.27 1.56
10 0.70 1.64 20 1.10 1.54 30 1.28 1.57
11 0.66 1.60 21 1.13 1.54 31 1.30 1.57
12 0.81 1.58 22 1.15 1.54 32 1.31 1.57
13 0.86 1.56 23 1.17 1.54 33 1.32 1.58
14 0.91 1.55 24 1.19 1.55 34 1.33 1.58
15 0.95 1.54 25 1.21 1.55 35 1.34 1.58
16 0.98 1.54 26 1.22 1.55 36 1.35 1.59
17 1.13 1.38 27 1.32 1.47 37 1.42 1.53
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